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传 绩 的 线性 代数 课本 和 参考 书 剖 很 少 涉及 应 用 ， 面 计算 数学 中 
一 殷 方 法 无 例外 地 都 以 线性 代数 为 基础 。 了 以 这 个 意义 上 上 ， 可 以 说 线 
性 代数 是 完全 的 应 用 学 科 。 

本 书 是 著名 美国 数学 家 斯 特 让 【后 ,Strang]) 想 据 他 在 麻 上 省 理工 
学 院 疡 用 讲义 写成 的 ,他 的 讲义 充分 考 态 了 线性 代 教 的 应 用 性 质 ,在 
内 容 的 选择 和 讲法 上 痢 与 传统 方式 有 实质 性 的 不 同 。 例 如 ， 高 斯 注 
+k, EZER, AERA Д A Žike E, ВЕ 34 ФЕ 
ш) бу 5 K ДЕН Л AAG, 3 PE T ARETE 
的 正 交 射影 和 有 限 元 方法 。 当 前 ， 有 限 元 方法 是 数理 方程 近似 解法 
时 基本 工具 .有 专门 的 一 章 讲 拒 阵 计算 和 级 性 方程 组 的 选 代 解法 。 
RRRA RF PEREEMA, 

每 说 部 有 着 大 量 的 例题 和 习题 ， 用 米 培 养 和 提高 读者 解 应 用 题 
07099 ДЕ. 

本 市 文字 反 述 充分 ， 过 用 范围 广泛 。 对 数学 应 用 工作 者 ， 对 蔡 
念 性 大 学 和 工科 院 粒 中 银 多 专业 的 研究 生 、 大 学 生 者 适用。 线性 代 
数 六 师 不 仅 会 鳄 兴趣 于 它 的 讲法 ， 更 会 感 兴趣 于 它 所 实现 的 理论 与 
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Г.И.Марчук 


中 译 才 的话 


G.Strang 编 甘 的 线性 代数 及 其 应 用 鸭 十 年 前 问世 以 来 , 报 快 
就 党 到 各 国 数学 工作 者 及 广大 科技 入 员 的 重视 。 出 版 不 文献 被 译 戌 
А.Н КДА ВЕ НАФ ЖГ. И. Марчук 
还 专门 为 余 译 本 写 了 和 乒 言 。 在 1980 年 关 国 又 发 行 了 第 二 版。 

这 未 书 是 尾 者 在 麻 省 理工 学 院 多 年 所 用 的 讲稿 的 基础 上 把 写 
的 。 它 之 所 以 被 广 为 重 视 ， 其 宣 要 原因 是 站 很 大 程度 土 突 收 了 线性 
代数 后 竺 统 讲 法 ， 作 者 力图 特 线性 代数 转折 章 性 与 其 应 用 性 有 机 地 
结合 起 来 ， 喷 保持 了 理论 上 的 严 遮 ， 双 尽 可 能 旱地 介绍 有 关 理 论 圾 
应 用 ， 并 精 选 了 一 批 有 关 其 它 教 学 以 及 物理 和 经济 等 领域 的 例子。 
这 总 不 公使 数学 工作 者 更 多 屯 了 解 线 性 代数 的 应 用 ， 而 且 也 为 广 坟 
从 事实 际 工 作 的 料 灶 人 员 和 和 管理 人 员 能 更 快 豆 好 地 应 用 线性 代数 
提供 了 一 本 家 好 的 载 材 。 

为 了 使 未 教材 过 用 各 个 方面 不 同 水 平 的 读者 ， 本 蕊 在 讲法 上 也 
做 了 新 的 尝试。 努力 用 语言 讲 清 数学 思 相 之 真 请 ， 而 避免 还 多 的 形 
式 理 辑 的 推导 。 并 把 一 部 份 比 较 更 抽象 但 也 是 根 重 要 的 理论 放 在 阶 
菏 中 去 讲 ， 这 样 做 不 仅 保 证 理论 体系 的 完整 ， 也 为 不 同志 业 在 选材 
上 提供 了 方便 。 

基于 土 述 理 由 ， 我 们 觉得 将 这 样 一 本 有 价值 的 教材 介绍 给 我 国 
读者 是 夕 有 必要 的 。 竺 列 是 近 20 多 年 以 来 ,由 于 电子 计算 机 的 疏 让 发 
项 和 广泛 应 用 急性 代数 已 成 为 越 来 越 多 的 料 技 工作 者 必 不 可 少 的 
数学 工具 。 我 们 相 悦 这 本 书 在 这 方面 必 将 对 大 家 有 所 帮助 。 

жр ЖІ, 2,4 едК Б, 56.7.8 由 郑 仲 三 译 ,第 3,5 章 
和 附录 由 侯 自 新 译 ,， RERA FERIER. 

由 于 我 们 水平 有 限 ， 译 文 难免 育 误 ， 玖 请 读者 指正 。 
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现行 线性 代数 课本 都 过 于 拍 诅 。 这 种 看 法 也 许 武断 了 些 ， 但 我 
确信 线性 代数 课本 应 该 既 能 讲 清 楚 该 学 科 的 基本 理论 ， 又 能 圳 明 该 
学 笠 具 有 如 同 徽 积分 一 样 的 淮 珊 作用 和 实用 俐 值 。 

当然 ， 线 性 代数 课本 现状 的 形成 是 有 它 的 道理 的 ， 也 池 由 于 这 
一 入 门 学 科 立 论 的 准 硝 和 证 明 的 严 烙 。 V tamam ram 
ЖЛ R f 38 1 ЖЭР — Ë Sh E eo. dk kR ЖЕТЕ ЕЛА 
FARRAR a КЕПКА ЯЛЛЫ ЕЕН Д.Е 
不 只 允许 ， WH ЖЖ АЕ TE 33 На h f ду R 4- 
起 来 。 

目前 多 数 的 学 生 ， 特别 是 非 数 学 系 的 学 生 ， 根 本 不 学 这 门 课 ， 
而 学 这 门 课 的 学 生 也 只 在 抽 介 的 方面 绞 和 脑汁， 部 并 不 接触 应 用 ， 结 
景 是 ， 基 至 我 们 那些 量 好 的 学 生 也 只 在 抽象 的 方面 拿手 ， 而 在 计算 
方面 却 十 分 整 和 脚 。 例 如 ， 解 线性 方程 组 ， 他 们 用 克 莱 姆 规则 ， 对 竺 
征 值 他 位 只 知道 那 是 特征 方程 的 根 。 这 种 情况 要 求 我 们 教学 要 实用 
№, FAX, 

我 希望 把 线性 我 教 写成 为 不 同方 面 不 同 水 平 的 学 生 都 能 用 。 这 
不 是 说 要 把 它 写 成 食谱 ,而 是 说 不 把 注意 力 只 集中 在 线性 代数 自身 
的 严格 上 ， 而 是 更 多 地 注意 讲解 ， 也 即 更 注重 的 是 解释 而 不 是 扒 
导 。 人 一 些 定 尽 是 按 传 统 方 式 给 出 未 的， 页 有 些 则 是 在 讨论 这 程 中 形 
№, АРА, 一些 证 明 是 按部就班 严格 进行 的 ， 丛 不 都 是 这 样 ， 
不 管 怎 么 样 ， 蕉 本 理论 我 们 都 是 重视 的 ， 它 是 核心 ， 只 是 有 时 用 出 
子 来 导出 它 ， 并 用 例子 来 加 深 对 它 的 理解 。 

讲 线性 代数 谋 首 先 让 到 的 难点 是 上 怎 么 开头 。 学 这 门 课程 的 大 多 
数学 生 ， 都 不 同 程度 地 学 这 线性 方程 组 。 是 管 这 样 ， 我们 相信 本 误 
还 是 应 该 从 个 未 却 数 个 方程 这 一 基本 问题 开始 ， 从 景 简单 疗 实 
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用 的 高 斯 消去 法 《 不 是 行列 式 法 ! ) ЖЯ. ЛЕ, и-де ВЖ 
方法 中 却 包 食 着 一 些 对 儿 平 每 一 个 学 生来 说 都 十 新 绊 的 ， 忆 于 线性 
代数 的 本 属 部 分 的 东西 。 共 中 最 重要 的 一 件 是 消去 法 等 价 于 矩阵 因 
式 分 钥 ， 即 等 价 于 将 系 孝 瑜 阵 变 换 为 三 角 阵 的 本 积 。 由 此 可 以 自然 
地 时 出 疮 阵 记号 和 矩阵 乘法 。 
F- 1 дл ЖЕҢЕ. ИЖЕ ЕЖЕРЕЙВЖТЇ, 
那么 ,第 一 章 就 不 应 该 太 慢 ， 第 二 章 是 要 求 下 功夫 的 章 ， 这 一 章 的 
ИЖАТ АХЫН. 比 从 消去 法 得 到 的 有 和 正 加 深入 的 理 
解 。 这 一 章 引入 了 妇 的 行 空间 . 列 空 间 . 它 们 的 正 交 补 和 两 个 化 零 空 
Bl. 这 四 种 基本 子 空 间 的 引入 ,对 于 得 到 线性 相关 和 线性 无 关 的 制 
T, MARTER. ВАЖНАЯ Т НОГ. YAR 
四 穆 子 空间 也 是 理解 4x 一 5 的 得 力 工具 ， 正 交 化 是 大 家 熟悉 的 三 维 
空间 几何 向 nn 维 的 自然 推广 。 

第 1~5 音 是 线性 代数 课程 的 基本 内 容 ， 这 儿童 中 有 着 大 量 的 应 
用 ， 这 些 应 用 涉及 物理 、 工 程 ， 概 率 与 租 计 ， 经 济 和 生 物 等 多 方 
面 《 还 有 对 四 烷 分 子 结构 和 心理 学 上 因子 分 析 的 应 用 ， 这 丙种 应 
用 是 我 的 麻 省 理工 学 院 同 事 们 所 绝对 不 讲 的 ) 。 当 然 ， 本 韦 不 可 能 
讲 到 纸 泗 的 所 有 应 用 。 它 只 是 一 本 线性 代数 的 入 门 教科 书 。 讲 到 所 
有 的 应 用 ， 这 也 不 是 我 们 的 目 奈 ， 我 们 的 目标 是 为 应 用 做 好 准备 ， 
耐 且 只 是 为 应 用 在 理论 方面 作 好 准备 。 

点 用 所 项 理 论 ， 本 书 中 是 齐备 了 。 第 2 章 讲 这 向 量 空间 之 后 ， 
第 3 章 讲 射影 和 内 积 ， 第 4 章 讲 行列 式 ， 第 5 EREA., RNA 
望 工程 师 和 其 他 一 些 对 应用 感 兴 趣 的 读者 特别 地 细 读 第 5 章 。 这 一 
章 中 集中 讲 了 对 角 化 的 应 用 ， 其 中 包括 谱 定 理 ， 只 是 把 约 当 标准 形 
分 了 出 来 ,安排 在 附录 中 。 前 五 章 ， 每 一 童 的 最 后 都 有 一 组 复习 
息 ， 每 一 章 的 最 后 一 首都 是 机 动 的 。 讲 广义 送 纯 阵 的 $3.4 也 是 用 
做 视 动 的 。 用 来 作为 一 个 学 期 或 半 个 学 期 课程 时 ,第 6 Ж (КЕШ 
阵 ) 或 第 8 章 ( 线性 规划 ) 是 否 要 讲 ， 得 由 教师 视 具 和 体 情 况 而 定 。 
$8,1 和 8 8.4 分 别 是 对 线性 规划 和 对 策 论 的 一 个 简短 而 有 益 的 介 
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全 为 基础 线性 代数 教材 的 本 书 ， 可 以 从 中 挡 出 三 种 完全 不 同 的 
芍 封 座 。 一 种 是 站 人 秆 线性 代数 ， 这 包括 第 1 章 的 全 部 、 第 2 一 8 3Ë 
HARA A. ШИЖ 了 章 各 讲 单纯 形 法 的 $8.2。 机 一 种 是 “ 统 
计 线 性 代数 ”， 上 应 该 细 讲 第 3、6 两 章 ， 第 三 种 是 把 不 等 式 视 为 方 
程 的 那些 学 科 ， 因 经 济 学 方面 的 教材 ， 此 时 应 该 尽快 地 从 Ax= bur 
渡 到 浇 性 规划 和 对 偶 性 ， 

我 们 期 望 着 讲授 基础 线性 代 妆 的 同行 们 乐于 采用 本 书 ， 编 写本 
书 的 根本 融 图 也 正在 于 此 。 项 望 他 们 不 会 固 为， 特别 是 在 第 1! 章 中 出 
简 的 一 些 计算 沙 学 周 语 ， 诸 和 如 “计算 次 数 ” 等 而 将 本 书 弃 蜀 不 顾 。 
从 实 周 角度 看 ， 计 算数 学 的 这 逢 知识 无 疑 是 重要 的 。 印 使 从 理论 裔 
意 看 ， 这 种 知识 也 非 无 足 轻重 。 旬 如 ， 对 运算 次 数 的 计算 可 以 加 深 
对 消去 法 过 程 的 实际 掌 抬 ， 我 每 教 本 课 ， 部 在 第 一 或 第 二 次 的 课 党 
上 正式 机 学 生计 算 消去 法 的 运算 次 数 。 英 于 运算 次 数 等 这 样 一 些 面 
对 计算 机 的 概念 课 党 上 无 震 进 行 讨 论 ， 任 宁 一 本 教科 书 都 庶 该 由 讲 
义 总 结 而 成 也 部 应 该 有 讲义 作 补 充 。 

总 之 ， 恬 要 一 本 结合 上 应 用 亲 成 功 地 讲授 基本 理论 的 教科 书 。 我 
FJERNERE EE. 

本 书 的 出 版 ， 多 承 Tom 510Ько? W, Ursula 为 本 书 打 字 ， 我 
的 家 庭 为 我 提供 条 件 ， 浊 在 此 一 并 深 吉 谢 意 。 并 把 此 书 奉 页 给 我 报 
敬 不 尽 的 家 素 ， 他 们 对 此 书 的 贡献 最 太 ， 感谢 他 们 。 
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第 一 章 ”高 斯 消去 法 
$1.1 B| 言 


线性 代数 的 核心 问题 是 解 联 立 线性 方程 组 。 未 知 数 的 个 数 与 方 
程 的 个 数 相等 的 联 立 方程 组 ， 是 最 重要 的 ， 世 是 最 简单 的 ， 我 们 就 
从 这 样 的 联 立方 程 组 讲 起 。 

解 联 立 方程 组 ， 较 为 初等 的 课本 中 有 不 同 的 两 种 方法 。 一 种 是 
消去 法 ， 先 消去 第 一 个 方程 以 外 各 方程 中 的 第 一 个 未 知 数 。 办 法 是 
从 这 以 外 的 每 一 个 方程 中 减 去 第 一 个 方程 的 适当 倍数 。 这 样 我 们 就 
得 到 一 个 a 一 1 个 未 知 数 、# 一 1 个 方程 的 方程 组 。 对 新 得 到 的 变 小 了 
的 方程 组 得 诺 用 刚才 的 办 法 。 重 复 下 去 ， 直 至 得 到 一 个 未 知 数 一 个 
方程 的 方程 组 。 它 的 解 就 立即 可 以 号 出 了 。 用 反 向 代入 的 回 推广 
法 ， 不 难 求 出 所 有 的 未 知 数 。 后 文 内 ， 我 们 举 一 个 应 用 消去 法 的 例 
子 。 另 一 种 方 法， 更 为 理论 一 些 ， 要 用 到 行列 式 ， 得 到 的 是 精确 
E, ESA n 阶 行列 式 的 比 . 称 这 个 比 为 Cramer (WRA. JA 
一 般 教科 书 上 所 举 的 例子 (人 们 应 用 Cramer 规 划 的 上 限 是 4 一 3 或 
=4) 中， 看 不 出 两 种 方法 哪 一 条 更 好 。 

事实 上 ， 对 数 信 类 的 1 ,Cramer 规 则 不 可 能 实际 应 用 ，。 和 而 对 实 
际 中 遇 到 的 方 故 组， 即使 够 大 ， 消 去 法 也 可 以 求 出 它 的 解 来 。 消 
去 法 是 一 种 算法 ， 我 们 的 第 一 件 事 是 讲 这 个 算法 ， 一 般 了 地， 称 这 个 
算法 为 Gauss (高 斯 ) 消去 法 。 

”Gauss 消 去 法 很 是 简单 ,读者 可 能 已 经 熟悉 了 .但 有 比 消去 法 本 
身 更 为 重要 的 四 点 。 本 章 要 诬 的 正 是 消去 法 本 身 和 这 四 点 。 这 由 点 
是 ， -- 

Сун ЗО НЫНЕ ж ОЕ REDARE RSR 

RADERAR, ШЫП п 个 未 知 数 为 向 量 x ， 记 个 常数 为 尚 量 


bp ， 记 全 体系 数 为 多 阵 4 ， 则 联 立 方程 组 可 记 为 4Y 一 5， 在 这 样 的 
崩 示 方法 之 下 ， 消 去 法 昧 相当 于 把 矩阵 4 分解 为 下 三 角 矩 阵 工 和 上 
三 角 和 矩阵 吕 的 科 积 LI。 这 是 基本 的 ， 世 是 很 有 用 的 一 点 ， 

мр, РЕЗЕ ИНВЕ нн Е, ВЕТЕР, ПОЕ 
BEE MAREA Mpy ERRAT NERA F, 

(2 ) 在 大多 数 情 况 下 ， 消 去 法 都 可 以 原 祥 应 用 ， 不 产生 任何 困 
难 就 可 以 得 到 方程 组 的 解 。 有 两 种 情况 例外 。 一 种 基 方 程 在 组 中 的 
次 序 要 变动 ， 变 动 之 后 可 以 得 到 方程 组 的 解 : 另 一 种 是 方程 组 
A% 二 b 没 有 唯一 解 。 此 时 可 以 是 无 解 ， 可 以 是 有 无 痊 多 解 。 消 去 法 
本 身 可 以 判断 出 是 无 解 ， 述 是 有 无 穷 多 解 ， 

(3 ) 用 消去 法 解 方程 组 时 ， 对 所 需 的 算术 运算 次 数 很 有 必要 有 
一 个 估计 。 在 许多 实际 问题 中 ， 岂 引进 的 未 知 数 的 个 数 都 基 出 数学 
模型 的 准确 程度 和 运算 次 数 共同 决定 的 。 

(4 ) 我 们 还 将 直观 地 考察 一 下 人 镀 入 误 关 对 解 业 的 影响 是 否 显 
着。 对 影响 显 落 的 问题 ， 就 应 设法 控制 会 入 误差 。 电 子 计算 机 每 次 
运算 都 把 结果 舍 入 成 固定 的 位 数 。 对 影响 显著 的 问题 ， 如 不 适当 控 
制 售 入 误差 ， 那 么 经 过 千 次 ， 方 次 ， 甚 至 几 万 次 运算 ， 所 得 到 的 解 
会 是 完全 雹 意义 的 ， 

本 章 要 求 读 者 掌握 消去 法 ， 它 行 之 有 效 ， 在 实际 中 序 用 广泛 。 
我 们 是 借助 定 阵 来 讲 消去 法 的 。 怎 阵 是 所 讲理 论 的 基础 。 我 们 用 到 
了 了 又 数 定 阵 ， 消 去 步 又 的 矩阵 表示 ， 行 交换 的 乍 阵 表示 ， 以 及 三 角 
ERATZ, 


81.2 Crauss 消 去 法 举例 


我 们 通过 例子 来 讲 这 一 方法 。 先 看 一 个 三 维 方程 组 
2u+ vw= | 
sut v 一 一 2 (I) 
—2и+ 204 T 


我 们 用 Gauss 消 去 法 ( Gaus HA AERAR ZR, SARE 
因为 这 个 可 能 只 用 了 他 交 分 钟 的 消去 法 。 重 幽默 的 是 ，Gauss 的 名 
字 加 这 个 方法 被 提 到 的 次 数 却 最 多 ) ЖЕНШ», оу КИН. 
收 法 且 从 第 二 、 三 两 个 方程 中 减 去 第 一 个 方程 的 适当 倍数 ， 使 得 第 
二 ， 三 机 个 方程 中 的 # 被 消去 ， 也 吨 

(a) 从 第 二 个 方程 中 减 去 第 一 个 的 2 fE, 

《二 ) 从 第 三 个 方程 中 诚 去 第 一 个 的 一 ! 倍 . 


结果 得 到 等 价 方程 组 
2 十 v+ w= 1 
一 u—2w= 4 (2) 
3u--2i0= В 


第 一 个 方程 中 心 的 系数 ” 称 为 消去 法 第 一 步 的 主 元 素 。 

沙 去 法 第 二 步 不 考虑 第 一 个 方程 。 独 下 的 是 含有 末 知 数 0 ,Ww 
的 两 个 方程 。 对 这 两 个 方程 我 们 照 第 一 步 再 进行 消去 。 这 一 步 的 主 
元 是 一 1。 要 从 其 余 的 方程 中 减 去 这 第 二 个 方程 的 倍数 ( 这 里 其 余 
的 方程 具有 第 三 个 方程 一 个 》， 以 消炎 0 。 也 即 

C6) 从 第 三 个 方程 中 减 去 第 二 个 的 一 3 倍 。“ 正 向 ”消去 已 经 
完成 。 结 果 得 到 一 个 北 简 了 的 方程 组 


utut w= | 
0 — 2уу== — 4 (3) 
一 4 一 一 站 


该 方程 组 的 解法 是 明显 的 。 由 最 后 一 个 方程 得 二 1 ; ие | 入 
第 二 个 方程 得 2 = 2, w=, о 一 2 入 第 一 个 方程 得 w= 一 1. 
称 这 个 代入 过 程 为 反 癌 代入 。 

„ЖЖ ЛАЛ Г Ө п ЛЖ п CARDA., п К 
都 可 以 。 第 一 步 利 用 第 一 个 方程 的 倍数 请 去 第 一 个 主 元 素 正 下 方 的 
所 有 系数 。 第 二 步 消去 第 二 列 中 第 二 个 主 元 素 正 下 方 的 所 有 系数 、 
类 的。 最 后 得 到 售 有 一 个 未 知 数 的 一 个 方程 。 反 钠 代 入 按 反 次 序 得 
记 答 案 ， 即 晨 先 得 到 最 后 一 个 未 知 数 。 青 得 到 俩 数 第 二 个 ， 最 后 得 


. 3 >» 


到 第 一 个 求知 数 。 
练习 1,2.1 用 消去 和 反 商 代入 解 方程 组 
2u— 3v = 3 
4 一 52 十 w= 7 
2и— о Зур == Б 
写 出 主 元 素 ， 列 出 从 此 余 的 行 中 减 去 一 行 倍数 的 三 个 运算 。 
练习 1,2.2 解 方程 组 


2и— v = 0 
—u-2u— w = () 
一 2 十 2W 一 z= 0) 

一 м 024 5 


ЖИП jt. ГА АА P s, AERA ERR p: hi 
АЛКА, ахи Р АПАНА Ki K 5 A 
更 进一步 的 理解 ， 第 一 个 问题 是 ， 用 消去 法 一 定 能 得 到 方程 组 的 解 
吗 ? 在 什么 条 件 下 消去 法 行 不 通 ? 回答 是 ， 如 时 主 元 素 都 不 为 零 ， 
则 方程 组 有 唯一 解 ， 并 可 用 正 向 消去 和 上 反 亲 代入 求 得 。 遇 到 主 元 素 
为 零 ， 则 消去 法 不 能 进行 。 

全 如， 第 一 个 主 元 崇 为 零 ， 那 就 不 能 用 第 一 个 方程 消去 其 它 方 
程 中 的 wn。 别 的 主 元 素 为 等 时 ， 和 情况 也 类 似 。 我 们 指出 ， 即 使 枸 成 
主 元 素 的 系数 在 原 方程 中 本 米 不 为 堆 ， 经 过 消去 法 的 一 步 或 几 步 之 
后 也 可 能 过 到 为 零 的 主 元 素 ( 练习 1,2,3 中 就 是 此 情形 }。 粗略 地 
说 ， 不 到 消去 法 进行 到 最 后 一 步 ， 我 们 回答 不 了 主 元 素 是 不 是 都 不 
RE, 

遇 到 主 元 家 为 零 时 ， 在 多 数 情况 下 ,经 过 调整 ,仍然 可 以 用 消 
去 法 求 得 方程 组 的 唯一 和 解 。 当 然 ， 方 程 组 无 解 或 者 有 无 穷 多 解 时 ， 
消去 法 肯定 是 不 能 进行 到 底 的 。 

不 能 进行 到 底 的 疝 题 ， 我 们 把 它 留 到 后 面 再 加 以 分 析 。 

第 二 个 问题 很 实际 ,事实 上 它 是 关于 算 题 费用 的 ， 这 第 二 个 间 
2. 用 消去 法 解 t 个 未 知 流 #8 个 方程 的 方程 组 ， 需 进行 多 人 少 次 算 
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Жейт 如 果 世 很 大 ， 那 就 必须 由 计算 机 来 完成 消去 法 《 你 可 以 利 
用 现成 的 消去 法 程序 ， 或 者 你 可 廊 自 己 编 一 个 》， 由 于 步骤 是 事先 
放 道 的 ， 因 击 也 就 能 够 事先 算出 所 需 的 机 器 时 间 。 我 们 先 水 管 方 程 
组 的 石 端 部分， 只 对 左 端 记 需 的 计算 次 数 进 行 估算 。 这 里 的 运算 有 
滑 类 ,一 燃 是 除法 ， 用 来 确定 从 主 元 下 面 的 方程 中 应 减 去 主 元 所 在 
方程 的 倍数 ( 比如 工人 悦 )。 在 进行 两 个 方程 相 减 时 ， 要 做 的 是 “ 先 
事后 减 ”， 即 先 用 工 乘 主 元 所 在 方程 ， 理 从 主 元 下 面 的 方程 中 减 去 
RETI 的 主 元 所 在 方程 。 

我 们 约定 把 每 一 个 除法 和 每 一 个 “ 先 蒋 后 减 ” 邦 叫 艇 一 次 运 
算 。 第 一 步 时 ， 第 一 个 方程 的 长 度 足 n ， 每 消去 第 一 列 的 一 个 元 
Ж, Hin KEA CHRR 工 一 次 ， 算 出 被 消去 元 素 所 在 行 的 新 元 
来 mn 一 1 次 》， 第 一 行 下 面 共 # 一 1 行 ， 要 消去 的 元 迪 是 8 一 1 个 。 因 
而 ,消去 法 第 一 步 灾 进行 4(n 一 1) 二 =n 一 # 次 运算 ,完成 了 第 一 步 ， 
第 一 行 第 一 列 可 以 先 不 等 。 进 行 第 二 步 时 ， 方 程 和 米 知 数 的 个 数 都 
是 一 1!。 接 下 去 每 司 一 步 方 程 和 未 知 数 的 个 数 都 减 1 ， 运 算 次 数 也 
随 之 碱 小 ， 到 剩 下 天 个 未 知 数 大 个 方程 时 ， 销 去 宇 元 素 正 下 方 元 素 
所 需 的 运算 次 数 是 K(k 一 1) = 一 k， 理 由 跟 第 一 步 ， 即 = 及 时 一 
样 。 因 而 方程 组 左边 部 分 所 党 的 算术 运算 总 次 数 为 

P= (п? пу: (62 —-к) 6 (1221), 
《注意 ， 最 后 一 步 ， 好 一 个 未 知 数 一 个 方程 时 ,未 需 和 进行 计算 ， 
1 一 1 二 0 )》。 我 们 来 算出 和 数 P 


p= У к У k = : #(п+——)(п+1) 
1 L 


1 n3— n 
— ~ 1 ==. 02 
2 и{(һ-Е1) 5 . 


( 可 以 用 微 积分 来 检验 所 得 结果 。x* 的 从 0 A n Rnt, х 
的 从 0 到 1 的 积分 为 nz7/2。 恰 是 两 个 和 续 下 结果 的 主 项 》 。 如 果 n 
EK, BAP wn*/3 床 是 运算 次 数 的 一 个 很 好 的 估计 车 
反 疝 代入 所 和 需 运 算 次 数 的 计算 要 容易 得 多 。 求 最 后 一 个 未 人知 数 
. 5 ， 


所 侣 运算 次 数 为 1( 用 最 后 一 个 主 元 素 去 除 ) ， 求 令 数 第 二 个 未 知 
BNEZER RAN? (PARERA). ЭЕ, REA К 
TRAS ЗЕТ ҮК БОА k. WAM ERATE ER RAAH 


z 
o= > k= n(n i)a б - 


МАЙ АЗА RER Г SR b Bz T, MRES AEG n ЛТ 
те Bu h ЛЕ НЛК ЕЛ ИВЕ Fn, PAMUK., RARI 
ШЛА ЗШ KERTEH AAE, AREER 
Р АЖЕ ЛЫ). 令 大 家 震惊 的 是 ， 这 个 猜测 被 证 明 是 错 的 。 估 
们 找到 了 一 种 方法 ， 它 只 吉村 Cnlogs7 次 运算 ! 对 消 去 法 来 说 ， 上 
述 常 数 和 是 大 的 ， 且 所 需 进行 的 如 法 识 数 要 很 多 ， 计 算 机 程序 又 太 
复杂 ， 因 而 新 方法 的 重大 意义 还 只 十 理论 上 的 ， 实 践 上 代替 不 了 消 
去 法 。 指 数 能 香 减 小 ， 人 们 似乎 还 一 无 亡 知 。 
练 芍 1.2.5 试用 消去 法 解 方程 组 


udt vtw=— 2 
3u t3v—w= 8 
и 04-а — j 


遇 到 为 霍 主 元 素 时 ， 请 将 它 所 在 方 性 与 下 面 的 方程 对 调 。 然 后 继续 
进行 水 去 。 问 ， 第 三 个 方程 中 心 的 系数 一 1 搞 为 什么 数 ， 消 去 法 将 
不 能 进行 。 
51.2.4 n=? 时 P= 二 2。 试 询 出 用 消去 法 解 方程 组 
aut bu= 0 
cut dv= 1 
时 ， 对 左 端 所 进行 的 运算 。 
练习 1.2.5 设 解 线性 方程 组 所 需 运 算 次 数 为 4s/3， 计 算 机 的 
速度 为 每 秘 一 百 万 次 ,收费 标准 为 每 小 时 1000 元 。 试 问 化 1 元 钱 可 
滩 解 宪 大 的 方程 组 ， 北 1000 元 可 以 解 儿 类 的 方程 组 ? 
练习 ]1.2.6( 非 必 做 题 】 两 个 复数 相 情 ， 通 常 是 
(а+ ib) (e+ id) «= (Cac— Һа) +i(be+ ad) 


БАА ас, bd, be, ай. Kiki, ІКРИ E 
算出 基 ac 一 b8 和 be 十 ad。【( HEITIR Z 5k, AARI Aat ЫХ FE 
的 运算 ， 而 不 计 入 运算 次 数 ) 。 
Ж501.2.Т 试用 消去 法 解 
ut vt = 6 
wt 27 十 2 一 11 
20+ 30—4w=53. 


$1.3 Ж TEER 


前 而 ， 我 们 处 理 的 最 大 的 方程 组 是 3 x 3 的 . {ГЕНИ 
把 方程 纯 出 来 ， 基 至 可 以 把 消去 法 的 每 一 步 也 详细 写 出 来 。 把 为 
作 简 方程 组 而 从 一 个 方程 碱 去 另 一 全 方程 的 倍数 称 为 一 步 。 对 天 的 
方程 组 ， 必 详细 地 把 消去 法 的 步骤 写 出 来 号 不 可 能 了 ， 需 要 简单 的 
记号 。 我 们 将 用 上 宛 阵 来 措 述 方程 组 ， 几 矩阵 乘法 来 找 述 化 简 方程 组 
的 送 算 ， 

FTA 


2 十 оф 1 
dut v = — 2 
一 2 十 22 十 多 一 7 
有 三 种 相同 类 型 的 景 。 一 类 是 未 知 数 刀 ，v ， 风 ， 再 一 类 是 右 端的 
1, —2, Т; 最 后 是 左 端的 九 个 系数 《( 此 处 ， 它 们 中 所 有 一 个 为 
零 ) ， 对 右 端的 一 列 数 ( 方程 的 非 齐 次 项 ) 我 们 引进 向 量 符号 来 记 
它 
1 
т | 
这 是 一 个 三 维 列 向 量 ， 几 向 小 用 三 维 空间 中 的 点 圾 示 三 维 疝 量 ， 取 
它 的 三 个 分 量 作为 三 维 空 握 中 一 个 点 的 坐标 。 三 维 空间 中 的 每 一 个 


` т + 


点 都 对 应 于 一 个 三 维 前 量 ( 可 以 形象 地 用 一 个 简 导 或 一 个 线 且 来 表 
簿 ， 起 点 在 坐标 原点 ， 终 上 尿 在 它 押 对 应 的 点 处 ) . 

Буп) И ИЕАЗ Е, ЛИ Б, 
25 的 方向 与 5 相同， 长 度 是 8 的 2 1й; ТАГА 2bñ bjb 3H Б; 把 
І Есйу а АҢ ЕН) АЕРА Зз E, JEA TeRM Йй sa, PA c BS 
终点 为 终点 的 癌 量 就 是 bp 十 c。 代 数 上 上 ， 这 意味 郑 问 其 的 运算 是 对 分 


量 进行 的 。 
l 2 一 2 
SHA 
7 14 —14 
1 i 2 
d- HEHE] 
了 — 4 3 
ИЛЕ ТЕТИК, ЧЫР ОНЕГА ПЕЛ. 
方程 组 中 的 二 个 未 知 数 也 可 以 用 向 量 表 示 


2b= 2 


fk — 1 
RAPO х = | s= :| 
w 1 


ЖОЛГЫ B a аа. Чит АЛТИ 
ZIEH "ЖЕ", BEARRA, 


2 上 | 
A= 4 Lodh 
一 2 2 | 


我 们 指出 ， 由 于 我 们 的 例子 中 方程 的 个 数 与 未 知 臻 的 个 数 相同 ， 都 
Ж, АА Е, Н, ри О и ХЖ 
HHE, ín ЙА УЛ, E-A, хт rE n ААУ 
у, ЕИО BOE Ст) А n )， 也 称 为 
тх ú Е. 
ЯАГ ЕА С, р Ура, ЯЕ 
. 8 ` 


对 元 娟 进行 的 。 事 实 上 上 ， 我 们 可 以 把 疝 量 硅 成 第 阵 的 特殊 情形 。 列 
Гар дЕ р а 的 证 阵 。 与 出 量 一 样 ， 证 阵 基 在 行 数列 数 都 相同 时 


才能 相 加 : 
2 | 1 2] f3 3 
[ |- | | 
0 4. 1 2] |: 6 

2 i 4 2 

3 ,| i 

0 а {0 8 


MEBRE S FB +a sË 
现在 我 们 就 来 应 用 上 画 引 进 的 符号 。 三 个 方程 三 个 来 知 数 的 方 
称 组 (61)， 用 矩阵 和 僻 量 符号 写 出 来 就 是 4x= 一 5。 拖 元 素 都 写 出 


来 ， 就 意 
2 1 1 u 1 
4 1 | v -| 
— 2 2 Ін w 了 
HARRIER ОЛИ ДТ ЛЕПО А. ДЕЛЕТ a Ж ШОРА, 8 
I AARAA ERMENE). HEHA 的 第 一 
ТОЕ Б АЈБ TREF] х 
ги 
[2 1 1 | v 
wW 
让 它 等 于 b 的 第 一 个 分 量 ， 得 24 十 vu 二 w= 二 1 ， 正 是 组 [1 的 第 一 个 
方程 。 隘 积 4x 的 第 二 个 分 量 4a 十 oz 由 上 的 第 二 行 决 定 ， 第 三 个 分 重 
一 2 十 20 十 由 4 的 第 三 行 块 定 。 这 样 定 阵 方程 4x 一 5 就 物 实 地 等 
价 于 方程 组 ( 1 )。 
《4 中 的 这 算是 矩阵 乘法 的 盐 础 。 该 运 筑 规 定 行 秽 量 与 一 个 维 
煞 相 同 的 列 向 量 丰 柔 ， 乘 积 是 一 个 数 。 称 这 一 个 数 为 这 两 个 向 量 的 
AE gE, WAE. MAM, тх ( JE ) Sin >x 1 


电 9 ` 


2 


={2и-- 0 +w), (4) 


掏 阵 【到 高 景 ?的 乘积 是 一 个 上 Ex 1 EE, 
-b - 


b 1 
《al agt aa) К рет asb; 二 ab.), 


L b. 
例 
3 
(2 a 1) —1 |]=[(2), 
Ü 


ЖЕ S ЕНЕ МО Ы, араа Ae bas = RR ТЕГ E 
Жу n ERE, ПИВО ЛЕП, ВО P AEBEA 
84132, ЛЕРИ АШАУ ЛА, ШЕН 
ар йүз се “| Ж, 

| 


Gal йз» 


Ах= 


йл, 825 Uan 7 А, 


G, x T Ta) х, 
| 1 ++ | 

aait Heet aata - 

Ж, BIHEMEDEES GSE Has W -— ОНЕ ЕТЕТИН 
ж. АОН ТАЕ ВО, а, ОТ J p) bh BJ G 


ж. 我们 可 用 求 和 符号 


jx 
> 15у 
iml 


表示 4x 的 第 І ПЛЕ, АНЭУ, 但 不 如 用 
矩阵 符号 简单 。 
例 


"10 *， 


2 3 і 
A= . x = 
1 0° 5 


p ‹2)061)+(53)(5› | | ° 

a| COG Oreo) J [7], (5) 
RAAL, AXLARNA РЕД г, ARRET x 的 
REAA. ОА, WAR ENAA HAAIJE 


2 з], Í 
ee 


这 一 规则 将 用 于 全 书 ， 凡 贾 我 们 再 重复 一 通 ， 我 们 可 以 如 《5 ME 
利用 4 的 单个 元 素 ， 也 可 以 照 下 面 这 样 利用 4 的 列 来 求 4x 


2 1 1-1 r 2 ` 1 і 
4 1 о || ен) : | 0 | 
—2 2 ijl 1 —2 2 I j 


b= 


积 Ax 是 4 的 列 的 线性 组 侣 ， 在 我 们 的 合子 中 这 线性 组 侣 和 诡 于 
— 2 |. АЛШ х= 
т | 
练习 1.3.,1 先 用 4 的 单个 元 素 再 利用 4 的 整 列 计算 乘积 
4 0 тз 
“| 0 1 0 | | 
5 
练习 1.5.2 КИВ 
1 2 1 
0 1 
如 果 思 是 mx 和 矩 降 ，x 古 n 维 同 量 ， 试 间 飞 积 A% 的 行 数列 数 种 为 


11 — 1 
2 
l 
是 4Ax 的 解 。 
4 0 1 ! 
3 一 3 1 74 
Ах == | 和 和 【一 4 1 3) 1 1, 
0 4 一 | 
3 
+] ， 


Де 

练习 1.3.5 АЕ Е ЖАНИ 

С а RREK A 80% ЛЕЛИ, 20% В DM. 

(b у ЖЕЛ В AII ARE K ео Е М ОШ ak, 
10% АЛИН, 

БОНД ERR РУЧА EREA" #34 IB Ж, 并 求 
Я. 

(+) #5) Ж EBI Ps УК А.Ж 2y 5308200 (yE Л, КЕ), 
[iF ЖАТ Н УК ARKET? . 

(ii 年 宋 州 岗 州 外 人数 分 别 汶 30 和 200， 问 年 初 州 内 州 外 人 数 
HET? 

GIDEA АЕН, ERKAT fi A 变 ， 换 
AA, БОКЕ ЖЫ РБА н, о HERRE, ERN u 
ол 5077 

练习 1.5.4 ШАНА ЕАСИ SH, АЗ КАК a Ж, 
先 标 出 点 * 一 2，3 一 1 和 % 一 0 ，y 一 3， 再 画 出 从 原点 到 这 两 虚 的 Iñi 
县 ， 最 后 画 出 这 两 个 向 量 的 和 和， 并 补 全 平行 四 边 形 ， 

对 习题 1.3.3 我 们 向 两 点 说 明 ， 一 点 是 强调 一 下 间 题 的 线性 
PE. ЭЕ А ЖОШ ЛИБО, 400, WAZA BIE: ШЖ] 人 数 40， 
2560Ж ШЖ. ЗА А Жу 10(=10-4-40), 450(=200-+Е250)И И 1 
好 是 人 数 为 30，200 和 40，250 这 丙种 情况 下 和解 的 和 。 

ЯЕ ЕВНА ЭР Ста) С) Е ТОЗ НН ЗЕ ЕН ру Е 
Б АК о, ВОНИ. ИОН ЛЕЗ ЕЗЕН ру 
ASEMENA. Зит lu=30, HA RERA DE N 38 Е.А] 
方程 .24 十 .9p 一 200。 第 二 点 说 明 是 ， 可 以 利 用 同时 涉及 灿 个 方程 
和 的“ 时间 列 ”。 自 能 是 求 出 年 初 的 人 口 数 。 使 得 年 末 时 州 内 外 人 号 


数 所 成 向 量 为 b=|30 | ， 衣 内 年 初 人 蝇 数 起， 年 来 分 住 州 内 外 情形 
为 | a| ЖИЕ УСТУНИ 


` ]2 ` 


间 量 的 和 应 为 , El 


Е [ [ж 

н + . 

+ . 9 200 

这 样 我 们 的 问题 就 成 了 求 出 左 端 两 列 的 权 共和 ”， 使 得 左 端 等 于 右 
HARD. (ii 是 求 出 权 和 9 ， 使 得 左 端 等 于 权 本 身 | |. 也 


即 年 末 时 州 骨 外 人 局 数 同 于 年 初 。 


消去 法 运算 的 矩阵 表示 


对 线性 方程 组 我 们 有 了 简单 的 记 法 4x 一 5。 对 消去 法 运算 有 没 

Ж Лај Ее 在 所 举 的 癸 子 中 ， 第 一 步 是 从 第 二 个 方程 中 减 去 第 
一 个 的 两 信 ， 在 右 端 也 就 是 从 第 二 个 分 种 中 减 去 弟 一 个 的 两 信 。 我 
们 指出 ， 对 右 端 的 这 一 运算 等 于 用 矩阵 

1 0 O ] 
—2 | °| 

0 0 1 
去 乘 向 量 b。 可 以 根据 矩阵 与 向 量 相 习 的 法 则 进行 验证 ， 

i 0 0 1 1 
—2 1 0 | — 2 | 

o 0 i 7 т { 
Ж—. = ТЛЕ 1 和 ?7 438 СОХАН ЕРОТ АЧ. = i 
行 所 决定 的 ) ， 第 二 个 和 分量 成 了 一 4， 与 消去 法 第 一 步 之 后 方程 (2) 
中 第 二 个 分 量 相同 。 | 

Ж OTR RR S Н РИШ ЗЕ, Ах у 98 Е kE ВЕЕ. Х— 

ЖЕТЕ ВЧ ЕРИ Ж Ж F a B 8 УНО, B =й 
TRETE, 经 过 这 一 步 之 后 ,方程 组 变 成 了 E(A*x) = 二 Eb。 它 与 原 
方程 等 价 ， 和 但 简单 了 一 些 。 说 它 简 单 了 一 些 ， 是 因为 第 一 个 主 元 素 
下 方 的 那个 元 素 变 成 了 零 。 说 它 与 原 方 程 等 价 ， 是 因为 把 第 一 个 方 
程 的 2 倍加 到 第 二 个 方程 上 去 就 恢复 为 原 方 程 ， 央 而 新 旧 方 程 组 有 
相同 的 解 x* 。 这 也 大 高 斯 消去 法 可 以 应 用 的 理由 。 经 过 正 向 消去 之 


18+ 


E = 


Eb = 


后 ， ШЕЛ, iE ATI Н БАЕЛ НОК. 


ЕРЕ 
HERE: Ж ТОМ Е(АХу= ЕКОЕ E E TZ MEE 
ШЕ E ARENE aP z: YE T 35 Д Е 


2 1 1 
4 1 0 
_— 2 2 1 


2 1 1 
0 — 1 —2 |, 


— 2 2 j 1 


A= 


变 成 了 新 的 系数 矩阵 


EA= 


该 窍 阵 与 原 官 阵 相 比较 ， 记 是 第 一 ， 三 琴行 照旧 ， 只 是 从 第 二 行 中 
减 去 了 第 一 行 的 两 倍 。 新 的 系数 害 阵 把 先 用 原来 的 系数 窍 阵 4 尼 
%* ， 各 用 三 档 4x 合 并 成 了 一 步 。 称 新 矩阵 为 原来 两 个 定 阵 的 箭 积 ， 
记 为 了 A。 注 意 EA 中 两 个 矩阵 的 次 岩 不 能 颠 谷 。 再 重复 一 近 ， 

TA 乘积 E4 是 一 个 窍 阵 ， 它 相当 于 先 用 4 乘 青 用 BE 乘 ， 即 对 每 
— FJ х RME 

(EA)x=E(Ax) (7) 

Hjx—J ШЖ {ТИГ eE. УСЗ) ОРЕВ, 

假定 给 了 任何 两 个 矩阵 妞 和 4， 行 数 可 以 不 等 于 列 数 。 我 们 怎 
样 利用 上 上述 规则 来 计算 乘积 B4 呢 9 首先 EF 和 4 的 行 数 列 数 必须 使 得 
飞 法 能 够 进行 ， 如 果 互 ，A 都 蚌 方 阵 ， 别 它 仍 的 阶 数 须 相 则 ,如果 
百 ， 人 4 不 是 方 阵 ， 那 么 互 的 列 数 必 须 等 于 4 的 行 数 。 换 名 话说 ， 吾 是 
i хт, Aem x njERER Ç ERIR ETAT Ж, HE PE m) 
2884838. ECT AAW H n Ж x JE Rn. Ax p= # m BE jnj 
量 ， 最 后 BAXx 的 分 量 个 数 是 1《 我 们 去 掉 了 BA4% 中 的 括号 ， 式 (7) 
的 作用 正 是 去 掉 其 左 端 揪 号 的 ) ЖЕЙЕАЙ Т ЕТЕ, Wi, Ж] 
HATARAN, WEH x mE RE Em xni RIH x ni EF. 


* 14 + 


图 1.1 ERRETAN 


我 们 实际 地 计算 EA4， 方 法 是 每 次 算出 EA 的 一 个 元 素 。 单 个 元 
素 的 计算 规则 是 ，E4 第 i 行 第 j 列 处 的 元 素 是 第 i 行 与 A 第 j 列 


的 内 积 。 图 1.1 上 画 出 了 EE 的 最 后 一 行 和 丰 的 最 后 一 列 上 的 л Ж, 
它们 前 内 积 是 BA 最 后 一 行 最 后 一 列 处 的 元 素 。 


(EA)s: = (езү ёа, Cag ёз) а, 
а» 


йаз 


t 


=es пуз Tessa ез зз еза 
例 1 


2 3 і 2 Ü _ 17 1 0 
a 0 上 s~: о0}[ 4 s oj 
语 如 ， 元 素 17 是 的 第 一 行 与 & 的 第 一 列 的 内 积 , (2)(1) 寺 《3)(5); 
元 素 8 是 五 的 第 二 行 与 4 的 第 二 列 的 内 积 ，{4) (C2) 二 (0)C 一 1) 
各 的 最 后 一 列 为 堆 ， 因 而 BA 的 最 后 一 列 也 为 党 。 


H2? 

oaz з] [7 8 

бото в J 12 . 

REN E {Ё А АТН У В. 
练习 1.5.5 


(8) 


HRK E FARER 


1 0 ü |] | 3 1 ! | 
E=}; —2 1 Ü A= 1 1 у 
+ 1 0 i | 2 1 | 


S⁄3J1.3.6 HR E MA BJ f: 


1 ç Q Г 2 1 1 
E= 一 2 1 0 |, д= а 1 0 |. 
— 5 3 1 = 2 2 1 


练习 1.#.7 了 7 试 将 1 x 2 ЕЕ=(› 一 4 与 2 X 1 @А= 
[1 88, Едт, Адн хл, 348518 Я БА 所 
需 进 行 的 单个 乘法 为 Hz 个 。 试 说 明理 册 。 

练习 1.5.8 试 将 下 面 的 3 x 2 BEF E S x ЕАД 


8 一 3 , 
Е=| 一 5 2 А [ | 
1 DO | 


REE, б-р Е БИЖ. КЮТЕ 
规则 与 4x 的 计算 规则 是 一 致 的 。 

进一步 ,与 4Ax 一 祥 ， 积 E84 也 可 以 按 列 进行 计算 。 例 如 8 丰 的 第 
-JRE ERLA АЯН], RRE TA 


2 3 1 2 0 | 17 1 °| 
4 Ü 5-1 0 |] | í 8 oF 
# JK НЯН, MI 
° 3 下 17 2 ‚| 2 ,| 
4 0 ь [а |4 o - | Í| s 
2 3 e l °] 
la о Доро J 
ХИН T W Sa J і, EARI J ЭПИ КИП ТАШ ЕВ J 2], ШУА АЈ 
ARELA. 3—26, EARI МА ЕЕ ЖН 组合， 
组 合 的 权 是 4 的 第 j Я) EATR. XPE , WJ ЛАР RTE 03 ЖОШО. дӯ, 
` 16 ` 


了 前 面 讲 过 的 矩阵 与 向 量 相 乘 规则 的 推广 ， 只 是 把 那里 的 一 列 扩充 
为 并 排 的 几 列 。 

这 一 态 可 用 于 验证 矩阵 乘法 的 一 条 重要 性 质 。 假 定 给 了 三 个 矩 
阵 4 ， 吾 ，C ， 不 一 定 是 方 阵 。 又 假定 这 三 个 矩阵 可 以 按 4，B，C 
的 次 序 相 乘 ， 也 即 4， 3 的 列 数 分 曾 等 于 B，C 的 行 数 。 这 一 条 重 要 
性 质 是 ， 

1B 矩阵 乘法 满足 结合 律 . (4B)JC 一 A(BC) 

如 果 呈 是 一 个 向 量 ， 换 铝 话说， 如果 已 是 一 个 只 有 一 列 的 所 
阵 ， 那 么 这 条 性 质 就 等 价 于 性 质 (7 )。 性 质 { 7 EE RR AARM 
ЖШ, СТН 列 C:，…，C:， 那 么 我 们 就 只 需 利 用 性 质 (7)m 
次 。 一 方面 (4B)C 的 第 一 列 是 (4B)C,， 另 一 方面 8C 的 第 一 列 是 
ВС,, №. А(ВС) 的 第 一 列 是 A4LBC1)。 由 (7) 知 (4B)C, = 
А(ВС,). 同 至 其 它 各 列 也 都 满足 这 一 关系 。 

练习 1.5.9 试 对 下 面 的 4，B，C 验 证 结合 律 


[1 0 Q 1 0 0 
0 0 1 


1 0 1 


2 1 1 
С = 4 1 Q l. 
— 2 2 1 


下 面 我 们 要 讨论 Gauss 消 夫 法 与 矩阵 乘法 的 关系 。 但 还 有 两 条 
性 质 要 提 一 担 ， 一 条 是 矩阵 乘法 满足 的 ， 另 一 条 是 不 满足 的 。 满 中 
的 一 条 十 

1С Жж ЖЕЛМЕ 
: А(В+С)у=АВ-+АС, (B+CO)D= BD+CD 

当然 ， 这 里 B，C 的 形状 必须 一 样 ， 以 保证 它们 可 以 相 加 ，A， 
DD 的 形状 必须 合乎 这 里 左 箭 和 右 舟 的 费 求 。 这 一 规律 的 证 明 叙 述 起 
ЖЖАЖО, 

Ж ЕЖЕЛИ ДЕ АО — RE 


10 РЕЧНА ВЕ, П ДНЕ ТЕЕ EF. 
9] FLEERRUUMIRUNAEDONCEE, та Н А ЯЛЕ 
中 减 去 第 一 个 的 两 们 


i о 0 
五 一 | — 2 1 0 |. 
6 0 1] 


又 假定 F 是 在 同一 个 方程 组 的 消 走 法 申 最 后 一 步 权 用 到 的 矩 BE. Ç 
的 作用 芷 从 第 三 个 方程 中 减 去 第 二 个 的 一 3 倍 《 或 把 第 二 个 方程 的 ? 
倍加 到 第 三 个 上 去 ) 。 


BARTH 


1 0 0 1 0 0 
ro- Í | 与 EF=Í—2 1 ] 
—8 3 1 ‚обоз 11 
К Е, BA., KEARE И КЕНАЖИН ЖЕЕ]. IRn F, ERT 
方程 组 的 次 序 是 E 先 F 司 ,作用 是 先 从 第 二 个 方程 中 减 尖 第 一 个 的 两 
倍 ， 再 把 第 二 个 的 三 倍 奶 到 第 一 个 上 去 ， 国 列 (3.1 ) 处 是 一 6。 这 
是 消去 法 的 实际 作法 .后 一 情况 下 , 作用 于 方程 组 的 次 序 МЕЖЕ, 
此 时 第 三 个 方程 不 受 第 一 个 的 影响 ， (3.1) 处 不 是 一 686， 是 0 A 
此 FE + БЕ, 


单位 矩阵 

有 一 个 重 坚 的 n xw 引 隆 ， 它 与 任何 rn x# 垂 阵 站 乘 时 都 是 可 交换 
的 。 事实 上 ,任何 nxn 炬 阵 习 上 它 都 未 变 ， 它 的 作用 相当 二 1 。 称 
具有 这 一 性 质 的 矩阵 为 单位 矩阵 。 单 位 矩阵 主 对 角 线 上 的 元 素 孝 为 
1 ， 主 对 角 线 以 外 的 元 索 都 为 零 。 记 单位 年 阵 为 1，n 二 4 时 


„+ 18 + 


г1 0 0 O 
о 1 0 8 
t=] 0 0 1 0 | 
| ` i 
Lo u 0 | 
DTE, РСЕ ГӘ] НЫНЕ АЯТЕН ГА= Al. 


= 
` 


в-|[! ° l ае ° ` 
jo ojj о 0 


ЖЕРЕ НГЕ, ШАД BAG Mi Т fh Ой, Цаа, b=c=0, 
再 证 这 样 的 态 与 性 何 2 x РЕН ЖЕМ ЖЕ АГУ Н, ВАХ FÉ 
的 窍 阵 才 具 有 这 种 性 质 ， 

练习 1.5.11 试 举 出 具有 下 列 性 质 的 2 x 2 矩阵 

(ajA =i, ADER MEG 

(b)B*= 0, B0 

(c)CD=—pC, CD==0; 

(d )EF=—0, 二 ，F 的 证 索 全 都 不 为 零 。 

练习 1.5.12 问 下 列 命题 成 立 答 ， 不 成 立 的 请 举例 ， 

(а) вну. СН Е, ШАВӢ. УН). 

C5) 如果 8B 的 一 、 三 两 行 相同 ， 则 48 的 一 、 三 两 行 也 相同 ， 

《ec ) 如 果 4 的 一 ， 三 两 行 相同 ， 则 45 的 一 、 三 两 行 也 相同 。 

(d) (AB) = A'B’, 

练习 1.3,15 43 的 第 一 行 是 了 3 的 所 有 行 的 线性 组 侣 ， 问 这 
一 线性 组 合 的 权 是 件 么 ， 试 对 下 面 的 A ，B 写 出 48 的 第 一 行 


2 1 4 l 1 
A= | 
Ü—1 1 В = 


u h 
#k 51.3.10 W iE, я ж А-| Е 
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$1.4 Gauss ЕТЖ Л Т 


НЇ ТЕ ЯП ДАЖЕ РЕП) И EF ЖЕ Ж Gauss НЭ ЧОРАЕ 
W, 我 们 还 是 从 方程 组 Ax 二 Db; 


2 у if u I 
4 1 0 | |-: 
一 2 一 2 ilw 7 


讨论 起 ,对 于 该 方程 组 消去 法 的 三 步 吓 
(i ) 从 第 二 个 方程 减 去 第 一 个 的 2 dË; 
Ci) 从 第 三 个 方程 减 去 第 一 个 的 一 1 信 ， 
(ii 让 从 第 三 个 方程 三 去 第 二 个 的 一 3 信 。 
三 步 之 后 得 到 一 个 千 价 的 但 简化 了 的 方程 组 。 记 新 的 系数 惩 阵 为 


U, mi 

2 1 1 1 

БЕ -| (9) 
C 0-4) l— 4. 

新 的 系数 年 阵 中 主 对 解 线 下 面 的 元 素 全 都 零 ， 称 这 种 矩阵 为 上 三 角 

ЕЁ, 

ЖНЯЯ Ыс, dbi ҮЛЕ A ООР 2/5 Ну Н Ж. ХХ 
样 Gauss 消 去 法 可 归结 为 

ЖМА ЖП Б Йй: 

КЖ УР С), GD, Gii 

最 终 得 到 忆 和 e。 

接 下 去 是 用 反 向 代入 法 求 出 Ux=e 的 解 。 暂 且 不 管 这 和解 ， 先 讨 
ФАНО: MIRA, 

Ш RNS TIERE, EATER), АЛЕ 相当 于 
АЖ 38— {TÉ 2 TË. MERINE E, 0 F 3 8 s HE 
FEAE U TT, Ш ЖОН МЫН ( 2.1)4509 р, 

. 90 ` 


Ах = 


H 


1 


wW 


БП ЖЕРИК 1 )( 从 第 二 行 威 去 第 一 行 的 倍数 为 2 /可 以 用 乘 
上 矩阵 
1 Ü 0 
Е 1 ] 
0 0 1 


来 实现 。 类 伏地 我 们 得 到 步骤 (ii), Gi TAHR БАВЕ 


1 о о I о 0 
0 1 0 
0 3 1 


0 i о 
| 0 
米 实 现 ， 我 们 称 这 三 个 矩阵 为 基本 符 阵 。 基 本 年 阵 的 作用 是 容易 刹 
Щщ жп, SEE 起 到 从 第 ;i 个 方程 中 减 去 第 j 个 方程 的 5 倍 的 作用 ,我 们 
这 样 来 构造 它 ， 写 出 适当 阶 数 的 单位 乍 隆 1， 把 1 中 第 ; 行 第 j 列 处 的 
元 素 零 换 为 一 1,， 得 到 的 就 是 B,j。 注意 ， 基 本 矩阵 都 是 宁 ZAE 
阵 ， 症 其实 对 和 角 线 上 的 元 素 全 都 为 1 。 

=н За НАЛ TU, [ЮП 


‚ E, = 


Ess E, E,  A=U (10) 
ETAGER RIEA T EFRR, А 
Ез»Е;з ЛЕ; фас, (11) 
RETN GOR HZA РЕВА, AEA, ЬО, с ДЖ 
l 0 u 
Е 1 D., (12) 
一 5 3 1 


求 得 的 这 个 积 也 是 一 个 下 三 角 抢 阵 。 这 个 矩阵 在 练习 1.3.6 中 区 过 。 
Н, ПИАЖЕ ТЕК, НАН Е БАЛ Ж. 
ВОКЕАЕ Е. RIE., рт н 
Фа: POR Gi, (и), Са) ТР, G), Gi) 使 
它 为 一 68，(i 让 给 它 加 上 1 ， 右 后 成 了 一 5。 

我 们 提出 一 个 重要 问题 ， 从 U 怎 样 同 到 A? ДЫШ ЧТ 高 斯 消 
去 法 的 方程 怎样 还 原 ? 


Gauss 消 去 法 单个 的 一 步 是 不 难 还 原 的 ,比如 ,从 第 二 个 方程 减 

去 第 一 个 方程 2 售 的 (i ) 要 还 原 它 的 作用 ， 只 需 把 第 一 个 的 2 TE 
到 第 二 个 上 去 就 行 了 (不 是 第 二 个 的 2 倍 吉 到 第 一 个 上 趟 ! ) 这 
FE, АБАБ, :的 作用 就 可 以 出 基本 矩阵 Bi 给 还 原 。 把 E41 中 的 
一 2 换 为 2 就 是 E51 

г O 9 

2 1 | 

9 


9 i | 
E, JE: 《次序 个 拘 ) 的 积 为 单位 矩阵 。 用 ME BE J A, E, :与 
E3 BASHER. 
ЕЕ, =I, E, Ei =1 (13) 
Эш, Gi), биж к ЕН ABS] Dl ИДЕ Wa ba py hul la] 
去 的 办 法 还 原 ， 
1 0 0 
e] 
‚0—3 lo 


1 0 0 
| 0 1 O|, 
—1 0 0 
将 消去 法 每 一 步 ， 也 即 分 别 将 Qi) ，(ii) (iii) 的 作用 还 原 的 矩阵 ， 
我 们 都 有 了 。 进 一 步 要 问 ， 人 怎样 一 次 把 整个 消去 过 程 还 原 ， 世 就 是 
用 一 信件 么 祥 的 矩 竹 能 直接 把 避 变 加 为 4。 我 们 撒 А, Gi А 
为 了 的 最 后 一 步 ， 还 原 变 也 为 4 时 应 最 先 还 原 这 一 步 ， 第 二 步 是 把 
ti 让 的 作用 还 原 ， 最 后 一 步 才 是 把 ( i ) 的 作用 还 原 《 这 是 一 条 一 般 
的 规律 ， 将 依次 进行 的 车 于 次 运算 还 原 时 ， 应 按 相反 的 次 序 进 行 。 
我 们 称 这 种 还 原 次 麻 为 后 进 先 出 ， 关 于 这 一 次 序 ， 下 一 上 节 讲 道 从 阵 
时 还 要 讲 到 ) 。 这 还 愿 过 程 用 和 矩阵 写 出 来 就 是 
A=E EJ ELU. (14) 
HUSE, E. 1B82 1 有 4 代入 (1 和 )， 由 于 所 有 E3518;: 样 子 的 积 都 是 单位 
ЖЕ, У АСТА) НЕКЛЕ НЕЕ, ЕХ, ЕЗ ,确实 {ИЛЛЕ 
ЖА. 
ИЛЕ) ЖКА ЈАЈА РЕ, L Wik RE (14)rF= 个 Шр 


“сє 


Ex i= 


-i 
五 ss = 


积 
ЕЕ Е51Е51, ШАЛ, (15) 
лр Н 5 рр а Я Е, не Н 阵 ВИД, E 
ЕЛЕ АДЕЛИЯ PEE, Ез E, Н. И, 
= (Ез, Ёз E, 2) 1, Б“%==Е,,Ёз iB, is (18) 
Нян Ке Т. {ВТР R SE ORE, MELS 际 地 
FE Bi 3823 BB 9. 


1 0 oj 1 Š 0 1 0 4 
1=| 2 1 Q | 0 1 i 0 I 1 
Lo o 1 —1 0 1 0—3 1 
1 0 01 
-| 2 1 0|. (17) 
一 1 一 3 il 


当然 ， 工 是 主 对 角 元 素 都 为 1 的 下 兰 角 十 阵 ， 罕 出 的 一 点 是 ， 主 对 
着 线 下 面 的 元 率 恰 恰 是 消去 过 各 中 三亚 所 用 的 倍数 2, 一 1, 一 3, 一 般 
BAT, НАНЕ, APT SSL BU Jus ВЕ l ЖЕРЛЕ 
ВЕ. BRENZ A, CARRERA R, ВЕЗУ ВЕ 
BER, TE, ERL; ARITE 第 j 行 ИК, Ei, РУ 
的 元 素 为 零 ) 也 是 变 世 为 4 的 和 矩阵 工 的 元 Se. jM 醒 一 hj, Lib 变 c 为 
b, Le=b, 

强调 一 句 ， 与 (12) 中 的 乘积 EEs1B:1 之 疗 设 有 这 种 关系 。 
BRR (3.1 ) 处 的 元 素 为 一 5。 

练习 1,4.1 WALI (12) НЕВЕ, пе 是 ZL 的 ЖОЕ 
Lt. EE. ВЕЧНА, TEL, 

得 到 的 宪 阵 2 的 后 进 先 出 次 序 ， 对 任何 响 数 的 罕 阵 都 适用 。 每 
一 步 所 诚 去 的 倍数 也 都 是 毫 无 改变 地 出 现在 5 的 相应 位 W. 上 。 我 们 
Жаха р, E 

ї= Ез ЕКЕТ Е БҮ БҮЗ. 

为 方便 起 站， 在 右 端 末尾 加 上 单位 矩阵 !。 这 完全 不 影响 乘积 L， 但 
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却 使 我 们 可 以 把 运算 的 作用 想象 成 为 独 在 单位 冠 阵 的 行 上 第 一 步 
ISIE EIL, EEIE, 0, 1, ONL AFM Е, M: 
和 3 站 到 也 中 它 所 应 处 的 位 咋 上 ， 嫌 下 去 Bi Еа TO. 1, 
0， 的 的 蘑 数 韦 回 到 第 三 ， 第 四 行 上 去 ， 人 能 本 sf 站 到 了 它 TEL 
中 所 应 处 的 位 轴 L. BEET Wha. А ja ЖОЛ ЯЕ. Evi, 
Ezi, BLIEIR ЕЕ, 

将 上 三 角 方 程 组 Gx=e 还 原 为 4&x=b 的 也 是 这 些 运算 ， 次 序 也 
相同 。 这 些 运算 是 把 为 得 到 而 减 了 走 的 倍数 加 国 尖 。 由 于 这 些 运 
算 的 总 和 相当 于 飞 以 二 ， 因 而 Gauss 消 去 法 的 抵 阵 形式 可 以 概括 为 

1E 只 要 主 元 素 都 不 为 零 ， 窍 阵 刀 就 可 以 写成 证 三 я ERL 
土 三 角 算 阵 避 的 蘑 积 EU。 工 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 1， 主 对 角 线 下 
(ij) 处 的 元 素 是 消去 过 程 中 从 第 i 行 碱 去 第 j 行 的 0, UE 
消去 过 程 完成 之 后 反 多 代入 之 前 的 系数 矩阵 。 它 的 主 对 闻 线 上 的 元 
素 关 主 元 素 。 


例 
aÍ d? вво. 2 {1% 
“з a JEFES] о-о |р ур 


练习 1.4.2 1ХН1ЇН БЕ8Е РУАНО 


лар 1) 


练习 1.4.5 БЈН НАЗА, ЖЕН 38 Ж 
程 之 后 的 上 三 角 方 程 组 Cx 一 ec。 


2 3% 3 ё 2 
Ах=| 0 5 了 u [= 2 |, 
6 9 38 w 5 


消去 法 是 完 将 永 力 程 组 4x==b( SKLUx=b) 变 为 Ux 一 ce。 用 婚 
阵 的 话 来 说 ， 就 是 乘 上 了 ZL !， 因 而 e 二 L715b《 实际 计算 时 我 们 不 去 
RL 。 正 向 消去 是 一 步 一 步 完 成 的 ， 到 Z! 的 因子 全 部 出 现时 ， 正 
向 消去 已 经 完成 了 ) 。 表 用 反 庙 代入 法 求 出 上 三 角 方程 组 Ux 一 ce 的 

* JÅ «* 


Ж. ПАНА, ШЕЯ Ы e= e/a 将 
А ASEL E fix ЕНЕ. ААТ ЕЕ, MA НАЈ ЯЕ 
为 


x=U-te, Wx=UT L lb, x= Alb (18) 
HRU 记 是 我 们 不 去 计算 的 ， 计 算 避 7-! 求 x 太 费时 间 。 仅 ЖЫТ! 
c 的 计算 次 数 就 已 经 与 反 向 代入 的 计算 次 数 一 样 ， 为 8*/2， 还 得 另 
sJ E RU ENER. RRA RENTA, RI E 的 是 解 x 
= АІБ, КАТЛЫ, 

З AEEA ДИЕ — FSI КЬ, (ТЕО АО 2] E 
-D ERER, НАТУР АТА ВО НӨН, ЛЕОН), 2 
ВАТИ НЭ, ТЕЬ 可 以 省 掉 求 已 的 /3 
次 运算 ， 因 为 已 经 有 了 ， 具 人 须 把 计算 机 内 容 着 的 消去 步 又 应 用 于 
新 身 量 p 就 可 以 了 。 

总 之 ， 有 了 因子 上 和 局 ,那么 对 新 的 在 端 # 只 须知 次 运算 就 可 以 
了 。Pz/2 次 用 主 正 癌 消 去 以 求 ，n*: /2 次 用 于 反 河 代入 以 求 x 。 

例 ”在 我 们 所 讨论 过 的 一 个 方程 组 中 让 阵 4 的 LU 分解 式 为 

2 1 I 1 0 0 2 1 1 

4 1 18 2 і i 站 一 二 一 人 liw 
-2? 2 1] í(—i—3s (l o 0—4 | 
如 和 工分 别 是 从 (8 和 (17) 抄 来 的 。 候 定 4 不 变 ， 而 给 了 我 们 新 的 右 
b, Plin 


A= 


2u +u +w = 8 
ди’ +u =j! (19) 
— іи’ H 十 mW = 3, 
ЖН ЕАУ, EAL =b, Шр 


i 0 ope” 8 8 
| 2 1 1 “Н и we 
一 工 一 3 1 ill с" 3 — 4 
这 就 是 (19) 式 经 过 正 癌 消去 之 后 的 右 端 ; RTEA, HFA 
à 25 + 


ША НУХ = er. apt 


2 1 I| j u ` 8 
ЖЕН 
0 osa BH tw -4 

FFR 


应 用 友 竹 代入 就 可 得 到 和 解答， 得 型 的 解答 为 
2 
x=] 3 | 


TIL, ЗАЛАЛ р, ТА ГА АЛЛАН. Ату 
ИЕБИ АЯП E HICA RTR ERS, 

对 这 两 个 三 角 因 子 我 们 再 作 两 点 说 基 ， 

C LD 的 形状 在 一 个 方面 “不 对 称 ”; VOERE REEE 
素 ， 而 工 的 主 对 和 角 线 上 人 多 是 1 。 我 们 可 以 对 如 以 改造 ， 使 得 4 的 三 
角 分 逢 在 这 方面 对 称 。 方 法 是 从 区 中 分 吊 一 个 四 和 主 元 紊 dd 
dH RENAD, E 

r d, l u,is/d, tard; 


v=) da i u, s/d, 


- d, 1 
这 样 4 的 三 角 分 解 就 成 了 4= 工 DU, LJ C F= ЕЕ, UE E= AE 
阵 。 工 和 嫌 的 主 对 角 线 元 素 者 全 为 ! ， 了 是 主 元 素 构成 的 对 角 算 阵 【 
虽然 在 时 会 引起 混淆 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 还 是 把 新 的 上 三 角 插 隆 也 
记 为 吕 》。 分 解 式 4==LDU 中 LL 和 如 的 地 位 是 同等 的 ， 
把 重子 中 的 如 法 起 制 一 下 就 成 了 


i ü Ü 2 | i ` 
A= 2 | u 0 一 工 一 2 
[1-3 | 0 0—4. 


一 r 全 


1 0 ЗЕ г + 
-| 2 1 :| — 1 1 
一 1 一 3 1н — 4 0 


1 
0 
|o 
=LDU. 


《2 ) 可 能 给 读者 造成 了 一 种 印象 ， 正 向 消去 的 步 又 是 国定 的 ， 
没有 改动 余地 的 。 不 对 的 ， 是 有 下 动 余 地 的 。 有 一 个 “Croat 算 
法 ”， 它 安排 的 步 又 就 略 广 不 同 。 当 然 ， 汕 有 完全 的 自由 ， 井 则 后 
闸 的 运 竹 会 破坏 前 面 运 秆 已 经 形成 了 的 零 。 但 最 后 得 到 的 I，DD 和 如 
是 一 样 的 。 这 正 是 我 们 要 讲 的 主要 的 一 点 : 

1F WRAS=L: DU, A 二 LsD.U:， 其 中 L 痢 是 对 角 线 上 元 索 
МІНЕР, U 都 是 对 角 线 上 元 素 为 1 的 上 三 Jë EBE, D 
Жалт аР Ж fa Е ЕЕ, M| SL, DSD, U, 
=U:。 也 即 4 的 分 解 式 EDD 了 唯一 ， 

证 明 ALD USL D: U: ПН ЕТ EL, Br R. 有 的 一 
ЕЗЕН] д. У F == BASE, XJJ828 ЕЖ 1, ， 都 是 基本 第 
PERU SERS. ЖИЕ, 1 ЕТ E = ЖОЕ 
От, EUU =I. MS, АКАР. КАЕ РЕА Е 
Pk, ВЕРЕН ABS; 


di <) 1/8, 
da 1/4. 


`a, ‘a, 
Ж ЖЕ, ! 和 Di!， 布 情 以 U2'， 方 程 就 成 了 
` UU, =D, L, 1L,D,, 
ХЕ ГАТР КЖЕ 1 BSD EAI, ТЇП ШАЛ ЗАБ] 
EXPER., MAME F ТЕ ДЕШ. — Лл; Ж ФО 1 的 
上 三 第 矩阵 刁 一 个 下 三 角 矩 阵 相 等 ， 这 只 在 它们 同 为 单位 第 阵 时 让 
ATRE., MIERU Ur =l, 两 OA H 980,180, =U,, 
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Ч Т БАЙ ЫП. 二 上 :， D =D, 
练习 1.4.4 H 2 3: ë Ж ОТЕ, WRA ХОДА 


а р 
-| 27 
с d 


练习 1.4.5 EH 
2 一 1 0 


nl 


0 — 1 — Ë 
БАКИ TL, D, U, RRA rH hd pj Pre, Ez JS oR HYAx= bB 
Ж. 
练习 1.4.6 AGERA л =5150 7] МП. Е 587 
个 所 用 的 计算 机 时 间 是 第 一 个 的 55。 为 什么 ? 
练习 1.4.7 试 求 出 4x=5 的 解 。 已 知 


1 0 0 1—1 0 2 
=| 1 ,| | 0 l 一 上 | -| :| 
0—1 l 0 0 1 4 


正 向 消去 为 Le 二 5， 抽 向 代入 为 Ux 二 6，。 
$1.5 4248, YE PB Яй N TE E 


宝 元 素 为 零 的 问题 我 们 一 直通 革 着 ， 其 实 这 是 消去 法 第 一 步 辟 
ВЕДЯ 18. 812 Е 07а, 就 可 能 为 零 ， 从 而 消去 法 第 一 
步 就 无 法 进行 。 例 如 ， 对 

0 2 и bi 
С: œ 
消去 法 第 一 步 就 是 无 法 进行 的 ，。 吉 出 显然 ， 用 第 一 个 方程 的 馆 数 ， 
无 论 如 何 消 不 掉 系 数 3。 

这 里 问题 解决 起 来 很 简单 ， 将 两 个 方程 对 换 一 下 位 置 ， 那 么 主 

元 达 就 是 换 到 左上 角 米 的 3, 不 十 零 了 。 在 这 一 简单 情况 下 ， 经 过 行 
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ЖЕРЕ Зз 35 [1-= АЖ, АЗАЛЫ, ТЕГЕЛ ERL 
МНН {УД РЕТ, ЈА 
3 十 45 一 by 
70= 6, 
直接 就 可 以 用 上 反 府 代入 法 求解 。 
行 的 位 置 的 变换 可 以 用 矩阵 表示 出 来 。 置 搞 罕 阵 


0 1 
pef] 
++ ПЗУ A НАЕ ОУ {ТЕЕ 
га |) j: “|; ‘|. 
1 0 3 4 2 0 

考虑 一 般 情形 ， 假 定 为 零 的 主 元 素 是 在 进行 了 车 干 步 之 后 才 出 
现 《 第 二 章 第 四 节 公式 {2z1) 昨 我 们 将 推导 出 来 的 主 元 素 公 式 。 但 是 
计算 那个 公式 本 身 显 好 的 方法 是 消去 法 ， 因 而 判别 主 元 素 昆 否 为 霍 
的 方法 还 是 消去 法 》 。 全 如， 可 以 假定 前 & 一 ! 个 主 元 素 帮 不 为 霍 ， 
第 天 个 主 元 素 为 零 。 王 面 对 这 种 情 癌 进行 讨论 ， 

这 入 情况 下 两 种 可 能 ，-- 种 是 消去 法 可 以 恋 张 进行 ， 一 种 是 
丰 能 继续 进行 。 从 后 面 的 方程 中 能 找到 一 个 方程 ， 让 它 跟 第 天 个 方 
程 交换 位 置 ， 第 开 个 主 元 素 就 不 为 零 了 ， 这 种 情况 下 消去 法 可 以 继 
续 进 行 。 若 从 后 面 的 方程 中 找 不 到 这 样 的 方程 ， 那 么 消去 法 就 不 能 
继续 进行 。 换 各 话说 ,第 k 列 中 零 主 元 娄 正 下 方 的 元 素 中 ， 如 果 有 
不 为 零 的 ， 辟 如 说 在 第 1 行 ， 那么 将 k ， 工 两 行 交换 ， 消 去 法 就 可 
以 继续 进行 ， 如 果 第 k 列 中 零 主 元 素 正 下 方 的 元 素 全 为 零 ,那么 消去 
法 就 不 能 继 继 进行 。 此 时 以 等 主 元 素 为 在 上 和 角 元 囊 的 这 个 子 罕 阵 中 
有 一 列 全 为 怜 ， 这 样 的 矩阵 是 奇异 的 ， mR THE HABET 
蜡 的 。 消 去 法 指出 了 簿 阵 的 奇异 性 ， 看 一 下 我 们 的 方程 组 ， 从 第 不 
个 方程 汗 始 以 下 的 部 分 中 ， 米 知 数 的 个 数 少 于 方程 的 个 数 ， 事实 
L, 是 草 我 们 解 方 程 个 数 多 十 未 知 数 个 施 的 方程 组 。 这 是 下 一 意 妥 
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讨论 的 情形 ， 这 种 情形 下 ， 方 程 织 或 者 无 穷 多 解 ， 或 阁 无 解 。 

ЗНН, АЕ а, ЗЕ ЙО л ЖЇР 
£, KARRIERA, [ИЖ п NERF ARESA, 
当然 也 就 找 不 到 非 零 的 。 


消去 法 可 以 进行 的 例子 ( 非 疝 剧情 况 ) ， 
! 3 2 1 3 2 i 3 2 
Е 6 ЖЕК 0 s JH o 2 г} 
2 8 8 o 2 4 0 о 5 


ИЗТ ПЕВА ЕТНО Е ( рН). 
1 3 2 I 3 2 
Е 8 ,上 上 |， o s]. 
3 9 Š 0 Ü 2 
练习 1.5.1 R FERAE, mAT 
tt 二 49 十 2W 一 一 2 
一 204 一 8 十 3 一 32 
vt tw=]l, 
练习 1.5.2 试 对 奇 开 方 程 组 
u+o=b,; 
зи 30р, 
BEHA, Fb b; АЕА ЖИГ, KAENA HE 
ЖЮРЕК ЧАТУ e 
ЗЕ Еу ИА, СЕИ о НЫШ, ЇЗ 
要 青 做 行 交 换 。 甚 至 可 以 重复 几 次 ， 虽 然 这 种 情况 趟 多 见 ， 但 是 有 
这 种 可 能 。 我 们 指出 ， 计 算 宙 上 进行 行 交 换 不 费 什 么 时 间 ， 只 是 查 
看 一 下 而 已 》。 我 们 要 问 ， 行 交换 结 因 式 LU《 пру ЕДЕ 样 的 
变化 。 
当然 ， 与 前 下 一 樟 我 们 只 进行 到 求 出 嫌 为 二。 这 是 正 出 消去 的 
日 的 。 但 现在 正 辕 消去 所 包括 的 ， 下 光 是 其 一 行 减 去 男 一 行 信和 数 的 
Ж Ej, ULKE REME Pw。 用 Pu 彝 妇 一 个 和 矩阵， 使 得 另 一 个 
+ 30 ° 


к, ТАТНА (РЛ РНК, 。 我们 
JH Z ЭЙ {УШ ЫП, ЦР. Pu. HEH IP Eki УА Г 
单位 短 阵 ) ,例如 


1 0 0 O 
0 0 0 1 

Pa o о 1 O 
L 0 1 0 0 


Я ЕРТ О С ВР РА, Ро 使 Pu 还 原 ， 也 就 是 说 ， 它 使 P, 
К, IMITAR, AIPS Pu. 

我 们 来 考察 一 下 行 变 换 时 变 D 为 4 的 矩阵 。 它 的 计算 与 前 相 丙 ， 
ЯБУ ЖЕУ, ЛШ НЕ ТР. В П, БЕДЕ 回 为 A 
П ЕЕ FZ ff EE: L. Шр, тона үе жи, ЭР 
HTM, JE2 BB А ЖИЙЕН ла ЛЕ ñ= ЛЯ 
LEHU ДЕ 

АХУ Д РСВ, ЖИП J as А = LU. БЕШ 
程 电 希 作 的 行 奖 摘 痢 列 出 洲 ， 并 在 进行 消去 之 前 把 这 些 行 变 换 一 次 
完成 。 也 即 先 变 有 为 PA 再 进行 消去 法 ， 上 了 也 是 置换 矩阵 ， 它 的 每 一 
Зар) БЯДА. 3 Е, Р ЖАК ВЕР, АУЕ 
ЯЯ, ВЦ АЕР KE ] PR 1094713848. 

ХР, MA APARE A W а Ела. dÉ BT 的 主 
RR БЕН АЈА SAE ETRE 行 一 次 行 痰 换 记 得 到 的 
让 元 类 荐 一 样 的 。 算 隆 PA 可 以 分 解 为 主 元 素 不 为 零 的 三 角 符 阵 的 
积 LU《 或 LDU ) 。 用 ?把 所 有 的 行 变换 一 次 完成 。 这 样 做 仅 有 一 点 
影响 ,假定 从 第 二 行 中 减 去 第 一 行 的 倍数 之 后 ， 为 得 到 非 零 主 元 素 
将 二 、 三 酚 行 交换， 那么 ， 对 于 PA 来 说 ， 由 于 事先 二 、 三 两 行 已 
经 交换 ， 因 而 就 是 从 第 三 行 中 减 去 第 一 行 的 倍数 ，。 

例 不 先 做 行 交 换 ， 则 步骤 为 


1 2 3 
a-f 


1 2 l 2 3 
Е. 

[>] i. — 

2 [о оса | 

ü 1 0 1 1 


1 
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1 2 3 
Paf o 1 |. 
0 0—5 
ЖТ, ШР=Рь, 
l 2 3 ! 0 0 t 2 3 
ma-| o 1 ' He 1 oo 1 i еш. 
2 4 2 2 0 1 о 0—4 


从 第 三 行 减 去 了 第 一 行 的 2 18, WEE ЛЕ SEs, ПРАТ 
LEDR. 

本 章 重 点 的 高 斯 消去 法 ， 其 六 个 理论 可 归纳 为 

16 在 非 奇 蜡 的 情况 下 ， 和 置换 第 阵 P 存 在 ， 鸽 得 P4 可 以 分 解 
为 PA 一 LU《 或 PA 二 LDU ), HERATA. jbh 4x 一 5 有 唯一 
和 解 ， 可 用 消去 法 并 经 过 行 交 换 求 得 此 解 。 在 奇异 情况 下 ， 行 交换 也 
排除 不 了 穴 主 元 素 。 

练习 1.5.5 试 对 下 面 的 A4 求 PA 的 分 解 式 PA =LDU 


[|] 


8R3J1.5.4 设 


试 求 晶 使 PA 可 以 分 解 为 DC 的 P. 
练习 1.5.5 试问 下 列 方程 组 是 奇异 的 还 是 非 АР RI, ЖЕТЕН 


Ж, 
u—w=2 v- ураз 0 
其 一 人 一 了 Ht —=10 = 0 
и—үү==@ u— w = 0 
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Xë Е 

奇异 情况 的 基本 型 论 要 到 $2.4 时 才能 都 讲 到 。 非 奇异 情况 
《是 用 主 元 素 全 都 非 零 来 标志 的 ) 也 需 独 立 于 消去 法 来 进行 讨论 。 
我 们 已 经 用 过 符号 E73 ，U"! 和 A-!。 这 种 符号 适 于 用 来 表述 道 窍 阵 
的 某 些 基 本 性 质 。 

道 乞 阵 的 第 一 条 基本 性 质 是 ， 如 果 4 的 “ 左 道 ”了 和“ 右 道 ”C 
都 存在 ， 则 必 相 等 。 

IH #;BA=1, АС=1, WjR=C 
证 如 MERERI, HIB(AC)=(BA)C, ШШ aRt, B 
二 IC， 耻 地 B=C。 长 方形 矩阵 的 左 道 和 右 道 可以 一 个 在 在 一 个 不 
存在 。 方 阵 则 未 ， 方 阵 的 左 道 和 右 道 的 存在 与 否 是 同 财 的 。 非 琳 
经 8XH 逢 阵 4 的 左 道 和 右 逆 都 在 在 ， 也 即 有 A*! 存 在 ， 使 

AASA ASI 
B- ЕЛА W HARE КЕЕ, ТТЕ ЕЕ ВН. L RERA 
矩阵 规则 构成 的 。 

11 ЖА, ВЖК, АВТ, НАВАТ РВЕ ЯЕ А 
кй 

[ABY 1 一 B 14 1, (21) 

证 明 ¿SB uri apa EB 

(AB)(B AT = ABBT AT = АГА" = AA =I, 
(ВАТ) САВ) = B A AB=B B= B Bel, 

E ANEA EROR, 27] А = РОЙ УА 
CD ， 这 一 结果 我 们 见 过 。 很 少 有 必要 对 逆 气 阵 进 行 计 算 。 
用 计算 4 ”来 得 到 4 ， 那 是 消费 时 间 的 笔法 子 。 但 是 沽 察 一 个 道 
矩阵 如 何 计 算 和 所 禹 运算 次 数 ， 这 是 很 有 意思 的 ， 一 种 计算 方法 是 
每 次 考虑 44"! 一 了 的 一 列 。 如 果 x; 是 A"! 的 第 j 列 ，8;y 是 单位 矩阵 
HAJS, 那么 显然 有 Axj = 二 e;。 这 样 我 们 就 得 到 了 有 nn 个 不 同 洗 
端 e1  ，…，ea 的 革 个 方程 组 。 几 于 这 部 个 方程 组 的 系数 和 矩阵 都 是 
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4， 所 以 只 需 对 上 进行 一 次 消去 。 最 简单 的 方案 是 Gauss-lordan 
《高 斯 - 约 当 ) 法， 对 这 妖 个 方程 组 同时 进行 消去 。 
例 


这 就 完成 了 正身 消 洲 。 最 后 一 个 第 阵 中 ， 前 三 剂 是 我 们 熟悉 的 策 阵 

UU， 后 三 询 基 经 过 了 正 向 消去 的 三 个 右 端 ， 因 而 可 以 进行 反 向 代入 

了 。 后 三 列 实 际 上 是 基本 送 算 百 : , Ез), Es HAWEA ERNA 

W, LSE, E, Er. MARAI ZANR, х2, Xs 

ЖЖЖ E AEA, RAAE A КНН БЕН S. (E 

Е Саи ТБ, ННН Е о БОЈЕ, ВМ Е 

лож ЕИ А 70 ЖЕТИ И, ТЕ ЕТО E 
ЖАЗ. Я Aka БАТУ Е ET 693638, 

2 1 1 1 Ü ù 

(A п-] о-1-- 1 

0 0—4 —5 3 

1 

! 


i 0 0 + зї—Ё „+ 
-[: 1 0-4 b + | 

0 0 1 6-4-4 “ 
=(I А71) 


最 后 -一步 是 用 各 主 元 素 除 所 在 行 的 每 一 个 元 素 。 现 在 左 半 的 系数 矩 
阵 化 成 了 单位 第 阵 。 我 们 要 解 的 三 个 方程 组 化 或 了 


ri + А 
— |] +]. | (22) 
+ -4# - 1 
这 就 是 4 “的 三 列 。Gauss-Jordan 法 包 会 对 如 的 正 反 癌 两 个 消去 ， 
使 得 吝 元 素 上 下 方 的 元 素 都 变 为 鹤 ， 同 时 对 单位 矩阵 的 各 列 也 进行 
НМА. З, ТЕЗ X6 竹 降 中 左 半 的 4 变 成 了 工 ， 右 半 的 
IERTAT. 
注 ” 出 于 纯 理 论 上 的 探讨 ， 我们 来 计算 一 下 求 4-! 记 天 的 运算 次 
数 。 一 艇 情况 下 ， 对 每 一 个 厂 端 所 需 的 运算 次 数 为 n*， 正 向 消 尖 反 
向 代入 各 n*/2。 5 个 右 端 共 需 mn" 次 ,再 加 上 对 A 本 身 所 进行 的 n3/3， 
得 总 运算 次 数 汶 4n3/3。 

这 一 结果 是 对 一 般 情况 求 得 的 ， 现 在 我 们 针对 右 端 ej 的 特殊 形 
式 进 行 讨 论 ， 在 计算 的 前 半 ， 正 疝 沙 去 过 程 中 ， 对 er 所 在 列 ， 只 需 
BORI TERE, е. ТЕ и? 00, Нел ni 
十 1)272 次 【消去 法 进行 到 了 列 之 前 涉及 不 到 6j， 进 行 到 第 了 列 时 
АЕ С 一 了 二 1 ) 个 分 量 了 ) 。 接 避 话 说 ， 变 工 为 的 过 程 
只 需 对 一 个 下 三 角 和 矩阵 进 行 工作 ， 对 第 线 上 方 的 元 素 为 支 ， 计 算 量 
为 


nt pap TIRI L... l „т^ 
-二 二 А tetat, (23) 


加 .上 对 妃 记 进行 的 n?/3 次 ， 再 加 上 友 辐 代入 求 x 所 需 的 n(n*/2) 次 
《 按 Gauss 法 分 别 求 ， 按 高 斯 - 约 当 法 出 时 求 ,这 个 数 基 一 样 欣 } 得 
ЖА ВНК 
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8 8 а 
nt уоп AË из 
BE 十 中 和) 


RENER., PATRA BR ИК (RA AAE EOR 
Ау). АЙЕ КАУ, ЖП ТИЛИН. 

51.5.6 试 写 山 4B-IC 的 道生 阵 ， 

练习 1.5.7 А, BEHER: 


Ü l cosh —sing 
A= , B= . 
1 0 sind cosh 
51.5.8 试用 求解 


人 


来 证 明 [3 } perae. 
51.5.9 ANE ERAEN, PAHE, 


I 0 8 
Е=| 0 ] 0 
O 9 1 


练习 1,.5.10 试 月 高 斯 - 约 当 法 ， 即 用 同时 求解 4x= 后 的 方法 

REFERA А ТЕ рЕ 51 е 
а ар |. Е :| 
c d 

paR 

理论 上 非 奇 异 情 襄 已 缀 没有 什么 问题 ， 为 使 主 元 素 丰 为 零 $ 
届 行 变换 。 在 非 奇 异 情 襄 下 用 行 变换 必定 找 担 到 非 替 主 元 素 ， 从 而 
就 可 以 用 反 向 代入 求 出 4Ax 一 的 解 。 实 践 中 ， 为 避免 求 得 的 解 无 意 
L, ТҮН ШЕЙИТ. 

实际 问题 中 100Xx100 的 方程 不 算 大 ， 对 它 进 行 正 向 消去 所 需 的 
运算 次 数 ， 就 已 经 高 于 30 力 次 ， 拉 一 次 运算 都 会 有 省 入 误差 。 让 一 
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般 的 浮 点 运算 中 ， 通 常 是 把 数 n EPRA = mi0, m Л, 
< m| 之 1，c 是 指数 ，m 所 会 数字 的 个 数 等 十 计算 机 的 字 
长 不必 其 有 泽 点 运算 误差 分 析 的 任何 知识 ,我们 训 可 以 指出 ， 指 
# c 2 2 的 两 个 浮 点 数 相 加 统 需 要 进行 会 入 

.345 十 00123 一 .346 
问题 是 这 每 一 步 的 会 入 误差 累积 起 米 对 解 的 总 影响 有 多 大 ? 

这 是 个 很 不 易 解决 的 问题 ， 册 于 计算 机 的 出 现 ， 背 万 次 运算 立 
刻 成 为 可 能 。 那 时 ， 赤 出 的 数学 家 von Neumannfk ВЕ Zx += fa] 
题 . 他 利用 Gauss 上 的 成 时 得 到 了 一 个 美妙 的 消去 算法 ,然而 他 居 计 误 
蔗 的 方法 却 很 复 妆 。Wilkinson 拒 到 了 估计 会 入 误差 的 方法 。 亿 的 
书 现在 也 还 是 人 们 引用 的 经 典 著作 .。 


1.1. 0001 i., 
А = 与 4 = 
1, 1. 0001 і l. 


HIRA Noble 99 У Forsythe 1 Moler ЖЖ. 我 们 用 这 
BP ЖОЕ РЕ EPI T ЖИЛЕ РЕ ARAD ER. 

第 一 点 号 

1) 我 们 把 对 会 入 误差 极为 敏感 的 矩阵 称 为 病态 矩阵 ， 把 对 会 
入 误差 不 敏感 总 移 阵 称 为 正常 矩 降 。A 足 一 个 病态 纸 阵 ，A 是 一 
JES EER, 

HERR, A ЭКД ДЫН Б 的 元 素 的 微小 变化 ， 3$ 3 E H 
A х= БА) йб) Жн ti, E Л, ХАНКЕ АЧА, RIY Ë 系 
BORER А Н.Я ИЛЕ AR ARADEA 

+ u == > t + u=? 

uA+i.00019=2.0001; и +4-1,000]2=—2,0002, 
前 一 个 的 解 是 # 一 1, v=], ЈА КА н 0, о= з, b 
的 万 分 位 上 的 改变 使 得 解 的 个 位 改 变 ， 世 饥 的 改变 在 解 中 扩大 了 
一 万 伴 。 不 同 的 计算 方法 可 以 全 病态 收 变 位 置 ， 俱 去 不 掉 病 态 。 真 
НЕХТА, ВИКО АГАЕ ЕН БАЕ, 

BLARE 
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K Jari АЛЕТ ОН ЕЛУ ДРА, 
ЯН, А Д.А А” Kii, RITSAR E Gaussi ERARE 法 。 
拱 定 我 们 到.0801 帮 第 一 个 主 元 素 。 从 第 二 行 减 去 第 一 行 的 10000 
p GE TÄIA 一 9999 。 GARTE A К RN 
— 10000, ЖЕН 1 5ë 8 (ke EiT, 
H ЮРЕ BF 
„000iu t о = 1 


(24) 
ир 9 = 2 


正 向 消去 之 后 ， 第 二 个 方程 成 为 

一 9999v 二 一 9998 或 2 一 .99990 
会 入 得 一 10,0000 二 一 10,000 或 v = 1 。 到 现在 为 让 ， 第 二 个 方程 
的 篇 害 还 没有 得 到 反 时 。v 一 ,399990 有 三 位 数字 是 准确 的 ， 将 它 民 
入 到 第 一 个 方程 ， 得 

.0091и-4- .9999 == 1 pK i = j 
8, 160 (0.999909, ШИЛ ЕМІ, 80= 1, 
将 它 代入 到 第 一 个 方程 得 

.000IR 二 1 一 1 或 4 = 0 
得 到 的 这 个 如 并 未 是 方程 站 解 。 对 这 个 正常 下 阵 A7* ， 正 向 ЇЗ 2 yk 
Aae EN., ATL, DAUR HDORA KK 


ara l o ìf ооо uj] 1 10,009 
10,000 || o — 99989; о i ` 


个 稳定 的 根源 在 于 主 元 素 .0001 太 小 。 

А Е, АВШТЕЯЖ Ш, АЛ. МАЖЕ 的 元 
KENI (RAAR MRR ERORE), АЖ Y W yt 3: 
HE. A 由 不 然 。 接 近 于 奇异 有 几乎 就 等 于 病态 。 第 七 章 第 二 节 我 们 
将 要 讲 清 这 一 点 。 算 阵 4 的 正常 性 之 所 以 被 琶 坏 以 及 医治 的 方法， 
这 就 是 我 们 的 第 三 点 

TL FARE ЕЕ КЕЕ, EFRR А аР НОО 
WEET, сЕ. — ДЕН Т, ЕРА 


` 35 


须 把 主 元 位 置 上 的 元 素 与 网 列 下 方 的 每 一 个 元 未 相 比 较 ， 选 出 最 大 
的 一 个 ， 六 用 行 奖 近 拒 它 换 何 主 元 详 避 土 米 ， 这 种 方法 是 仇 六 选 主 
К. 

在 怎 降 4 中， 将 主 元 信 置 上 的 .0001 与 同 列 下 方 的 1 站 比较 。 
缚 论 基 应 该 用 行 交 换 把 1 换 到 宇 元 位 坚 上 来 。 帅 第 阵 的 话说 ， 束 是 
З ОЕ РЕНЕА". ДҮЙН А” = РА” 的 分 解 式 为 


1 1 I YY | 0 
А = . ` 
"0001 1, | ‚000: | 0 49999 


两 个 主 元 素 1 81.99994 bA HE. 00001 5 — 69992: 938 ДЖ 了 

pJ E 7 BJ Sa ГИ 8: Hp] F Y ож. АБЕ ШИ А 
ANAS, TRIER, ААДА Ц EE 
TA. PAETA PTRETZ, BER, ИҢЕ 
ж KE aW Ел КОЖ Paii, MAEA ER, 
或 者 要 乘 以 署 搞 年 阵 ) 。 全 选 让 元 法 虽然 可 以 选 到 班 大 的 主 元 ,得 
太 作 费 和 机 器 时 间 ， 费 用 太 高 。 因 向， 一 般 使 用 的 部 号 列 选 主 元 法 。 

最 终 我 们 得 到 的 数值 线性 代数 的 其 本 算法 是 出 迁 主 元 消去 法 。 
EERE TETEA, A aE fia AA ARDEA 
PERRA PALER E R E A P| КИЕ Т. ШИ 
E, REDEA, RHA, BEHA 966. H. E 
PHE, KER ЖЕЛЕНИ {ЧЛ ГУ ЗЕ ББ. REAREN 
简便 易 行 的 方法 ， 但 我 不 认为 在 这 样 的 方法 存在 。 

练习 ].5.11 用 Gauss-Jordaa 法 按 两 种 方式 求 Hilbert 所 中 


[ 1 = К 
А | + $ + J 
+ + + 


НЕ, СОЖА, Орела, 注意 ,这 里 
的 各 是 一 个 医治 未 了 的 病态 和 窍 阵 ， 选 择 主 元 法 无 济 于 事 。 
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练习 1.5.t2 比较 在 家 接 消去 和 列 远 主 元 消去 之 F， 沽 阵 


001 Ü 
A= 
l 1000 


WET AEA {ЕЖЕ ЫЕ о В ИК Елан P| ) 。 

练习 1.5.15 试 解释 为 什么 在 列 选 主 元 之 个 ， 工 中 的 1 Së WS 
Б 有 ©), WIEM, WE АГ ЛЖИ E | 所 1， 那么 第 一 步 
消去 〈《 变 第 一 列 主 元 下 而 的 元 素 为 零 ) 之 后 ,所 有 切 素 都 以 2 为 
界 ， 第 点 步 消去 之 后 ， 所 有 主 元 都 以 2: 为 界 。 请 构造 一 个 3 x 3 的 
A, El asl, S” А6604. 


91.6 АЖ , IERA E Z E i A 


这 一 节 要 和 散 两 件 事 。 一 件 是 ， 介 绍 一 种 从 实际 中 提出 大 线性 方 
程 组 的 方法 。 到 现在 为 止 ， 本 书 尚 未 涉及 应 用 ， 原 固 是 对 建筑 王 程 
或 经 济 中 一 个 大 的 实践 问题 进行 完整 的 撕 述 ， 必 定 要 用 到 太 多 的 非 
数学 的 东西 。 但 有 一 项 普遍 而 又 重要 网 应 用 ， 它 不 需 大 量 的 准备 知 
识 。 本 节 赣 做 的 两 件 束 都 从 这 项 应 用 出 发 米 进 行 。 另 一 忻 是 ,介绍 
常见 的 一 类 系数 策 阵 记 共 有 的 一 些 特殊 性 质 ， 实 际 中 过 到 的 矩阵 常 
ЖУТКО, ЕНН лу, ХАВАНЕ Е. РА 
ЗЕ Р Ри, ВЕНИ НЕЕ Aq. Е 
ВЕНН ЕУ АНУ, ЧЕЗ ЕЕЕ ВИА ЕЕ, 
称 这 种 矩阵 为 带 状 矩阵 .我们 要 介绍 的 就 是 这 种 带 状 旗 阵 所 具有 的 
特殊 性 质 ， 和 这 些 性 质 在 消去 过 程 中 所 产生 的 影响 ， 

前 通 说 的 应 用 就 是 变 连 续 问 题 为 离散 问题 。 连 续 问 题 未 知 数 的 
个 数 是 无 穷 的 ( 它 要 求 对 每 一 个 x 求 出 a(%*))。 数 字 讨 算 机 不 能 求 
连续 问题 的 解 。 因 而 只 能 用 离散 问题 去 带 近 连续 疝 题 。 当 然 ， 所 用 
离散 问题 中 未 知 歼 的 个 数 越 多 盘 近 的 程度 狂 越 高 ， 计 算 量 也 就 越 
大 。 一 个 简单 ， 但 很 典型 的 连续 问题 是 纹 分 方 班 
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E PA E = A A N EE 


“шы. o- 


РЕИС Р ЧИИ 


ле Шерба Gs. Сз 


ый" 


2 
-2i =a), 0 <x<1, (25) 


RERA й ишү үш, JERKIE у. BAE 
F, ААС + Da А Е, 190) E — 
个 解 。 访 是 因为 C + Dx) уа, AKER AmE A 
RRI и(0)=0,и(1)=0 (26) 
ЕДЕН У. (25) 加 上 边界 条 件 ( 26 ) 称 为 两 点 边 值 问 
题 。 它 描述 的 现象 不 是 巍 态 的 ， 而 是 稳 态 的 。 蔷 如 ， 可 以 是 一 柜 棒 
上 的 温度 分 布 ， 瑞 点 处 的 温 许 为 只， 热源 为 攻 x )。 

本 季 我 们 要 做 的 第 一 件 事 是 提 旧 一 个 大 线性 方 释 组 ， 也 由 提 贞 
一 个 庆 限 维 的 离 葡 问题 。 因 面 我们 只 能 取 开 x) 的 有 限 多 个 什 , 88 
ПЕ ЕВУ У х= о, Хән, 06, х= пк НИН, ЗТ В 
Е P£ e н ЙЕЛ ЖЕЧИ ААК Ни, oo. Mae х 0 h x 
= 1 =(n + 1)ВЮ&Ю ЙИН н = 0, u, = 0 ЖЕЕ ETH, 

Ж—1 [БИ ШЕН1ЇТАЖК Ен /4х®, н FS Ж 22 W 09 W 
限 ， 因 而 我 们 可 玫 差 商 米 代替 导数 。 当 然 ， 只 能 取 有 限 个 点 处 的 差 
W, 也 即 ， 不 许 有 《或 Ix ) BFE., -MERGER AE 


йи ~ _u(x+h)—u(x) 或 и(х)-——и(х—КҺ) 
dx h É h 


或 «бал иби) (21) 


а ЭЛИЗА ЕЧ x 对称 ， 因 而 它 的 近似 程度 比 前 两 个 好 ， 二 阶 
导数 的 差 商 近似 式 只 有 一 个 ， 它 用 天 x 和 x%* 土 三 处 的 什 


dn _ un(x+b)—2n(x)+u(x—h) 
ахї hš * (28) 


它 也 关于 x 对 称 。 一 0 时 上 式 有 有 端 趋向 于 dm/dx*。 但 我 们 保持 
下 为 常数 


在 节点 xz 一 护 处 ， 将 微分 方程 一 4:u7dax 一 上 (х) 中 的 微分 换 为 
(28), FÆ Lh 1S 


=н. Hu ui =R fn). (29) 
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He j G=, 2, е, в) ЕЕ, МА, 8 
АУ А ео Miaa КАЛАНА СЕ, EAT. ЭЙ йы. МА 
介 次 项 。 在 我 们 这 里 它们 都 为 零 ， 稳 态 方 程 (29) HARKIN 
(из =из-1) Huj ujdi, ЈА eu A E AE a 加 
н ЈОШ, АТ РАЗА), 

CERK п ЛЛ НИ РЕН АНЕ р. Т A 一 


1 А = 
6 或 如 一 5 W 
2 —- 1 ү U | í М). 
一 1 2—1! ! | нь! | TER) 
一 | 21 уа E= | зһ). (36) 
| — | 2 一 1 | н, | | JG) . 
| 一 1 ° ` Ha | М б») 
МЕ, ЗАА (30 УШИ, үи ДЕЛЕРЕ 


P EAJ, СЗО) ХКК НЕА, И і ша, HTH 
ТЫ РЕКИ H РАК НОЕ, ИВ, ERRE E R M EME 
对 和 角 线 为 由 心 线 的 三 条 相 郭 对 稻 线 上 ， 摘 名 话说 ， 只 要 行 数 工 与 列 
数 了 的 差 大 于 1, a Ж, Маз 0, 11-7 [>1 。 我们 称 
APERA EA AERE Рр А ЕО Н НЕО, а 
使 消去 法 变 得 天 为 简单 。 

二 匠 我 们 这 论 和 葛 另 外 两 荣 概 重要 的 性 质 ， 和 它们 对 消去 法 的 
影响 。 

СТЯ РТА ДУКА, ПОЛИН 
等 ; азан. Hiii, 1—7! IHi, SUS ty 95224 
相等 ， 燃 推 。 显 然 ， 计 算 机 可 以 只 存 4 的 下 三 角 部 分 ， ЖАЙДЫ: 
Riy (R E F EAR A TERES I 

最 重要 的 一 点 是 这 对 称 性 不 因 消去 过 程 而 政变 ( 见习 是) ， 因 
夯 消 过 好 程 中 对 主 对 和 角 线 上 出 部 分 可 以 趟 进行 计算 。 对 称 性 使 得 存 
储量 和 计算 量 者 诚 少 了 几乎 一 半 ， 
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在 介绍 对 称 性 的 另 一 效 汪 之前， 我 们 骆 引 进 转 置 宙 阵 。 任 何 一 
个 让 上 阵 4 ， 证 它 绕 证 对 前 线 转 180" ， 变 列 为 行 ， 得 到 的 就 是 它 的 转 
合生 阵 。 记 为 47 。 对 称 就 意味 震 4z 一 4 ， 并 和 有 有 下列 铺 论 

1a А 是 对 称 的 ， 交 如果 用 能 分解 为 4=ILDD， 那 人 入 下 
Zf K Йу ЕАН, А8, UEI 
ЖЫ, L=U", U =E", 

证 明 将 分 解 式 4 =ОШ ИНИ, А ХР, ЕНИР 
А. {ЫА TIE ЕЛЫН КЕТИК РЕ АНЕ ( ЖШ ЕЙДЕЕН), +B 
И, AT=UTDTLT, E — AA FUTE i U RA ARABA F = f 5E 
BE, Dr, ERA йй E= f BE. БП ТГАТ = A 的 
Н) "ОО ЖД", FERE рен рр E E WE — 83 
(ПЦР) $5 E =UT, р-р", рт, 证 毕 。 

这 里 提 到 的 转 萤 矩阵， 第 三 章 第 一 节 我 们 将 进行 讲解 。 

ARADEA NA ARE 

《2 ) 此 阵 有 是 正定 的 。 第 六 章 我 们 将 绘 正定 下 定 祥 【 HINE 
矩阵 ) ， 那 里 的 定义 跟 消 去 法 没有 什么 关系 ， 后 三 我 们 将 锥 出 正定 
性 的 一 个 等 价 定义 ， 对称 矩阵 ， 当 且 仅 河 它 的 主 元 素 都 为 正 数 时 是 
正定 的 。 这 一 定义 与 消 尖 法 关系 密切 。 它 贱 明 ， 对 正定 矩阵 可 以 示 
进行 行 变 换 ， 消 去 法 可 按 原 矩阵 的 行 依次 进行 ， 从 而 对 称 性 不 会 因 
行 变换 而 爱 到 礁 坏 。 

下 定性 决定 了 衬 元 不 为 零 ， 但 进一步 我 们 查 问 主 元 素 是 否 接近 
于 零 ， 苑 是 香 够 大。 正定 性 的 另 一 推论 回答 了 这 一 阿 题 ， 这 一 推论 
И КАЈ, СА. ТЕРЕНА ОРУ НЫТ 
FER, REER, ЮНИТ, D. UH, 

注 前 一 节 中 的 病态 矩阵 


1 1 
A= 
1 1,0001 


ТТ 7 BE rh B HilbertiB PERREN IREME, ПА A 误 
Эр АЕ КАНЧ, ABH, ARETE КЮ А. | 
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矩阵 4 的 性 质 就 说 到 这 里 。 王 面 我 们 考察 三 对 角 币 阵 对 消去 法 
所 产生 的 有 影响。 假定 已 进行 了 消去 法 第 一 步 ， 第 一 个 主 元 下 方 的 元 


素 已 经 为 零 
2 一 1 、2 一 1 
i—i 2—1 0 1 —1 


一 1 2—1 
` —1 2: M 一 1 2! 
该 矩阵 比 一 般 的 5 x< 5 矩阵 简单 处 主要 有 两 点 
Ca) 主 元 正 下 方 只 有 一 个 非 零 元 素 。 只 需 从 第 二 行 中 减 去 第 一 
行 的 倍数 ， 一 般 证 阵风 需 从 第 二 行 及 及 下 各 行 中 减 去 第 一 行 的 倍 
数 


| 
| 
i -i 2—1 | 一 | vi 2-1 
| 
| 


(bb ) 从 第 二 行 碱 去 第 一 行 倍数 这 一 运算 极为 简单 。 决 定 了 倍数 
a 一 一 -全 -之 后 ， 只 需 做 减 去 主 元 右 侧 元 素 这 一 个 乘 - 减 运算 。 


可 见 第 一 行 第 一 列 中 的 零 使 得 第 一 步 大 为 简化 。 由 于 三 对 角 性 
质 不 因 消 去 过 程 而 改变 《在 不 做 行 奖 换 的 情况 下 ! ) 我 们 有 
(e ) 消 去 过 程 第 二 步 以 及 以 下 种 步 也 者 具有 (a), 《5 ) 这 两 点 
简化 。 
现 用 不 同 的 方式 求 总 结 一 下 上 述 简化 .了 上 上 述 简 化 从 和 的 务 解 式 
LDU 中 看 得 最 清楚 ， | 
| 1 ` i 2 


i ' 1 
2 ! i 3 
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. 1 
(ау (с) я. 三 对 第 阵 的 因子 工 和 如 是 二 对 角 阵 ， 且 点 
AIER: EALA ER, HJE n 的 增 大 而 趋向 于 极限 赴 1 。 这 
种 矩阵 最 适 于 目 计 算 机 进行 计算 。 

上 上述 简 化 使 得 运算 次 数 太 为 减少 。 消 去 法 的 每 一 步 只 适 两 次 运 
算 ” 一 次 以 主 元 素 作 除数 的 中 法 ， 一 次 到 - 减 运算 。 步 数 为 由 ， 因 
而 正 向 消去 的 运算 次 数 从 n*/3 碱 少 为 24。 类 似 地 ， 上 反 向 代入 的 次 
数 由 nh*/2 减 少 为 2%9。 可 见 三 对 角 方 程 组 的 运算 次 数 跟 n REA, Wu 
不 是 中 п 的 更 高 次 方 成 比例 。 三 对 角 方程 组 Ax== b PU A И, ИЩ 
Жн. 

Ti, А-ТА, ВОЗЕ Ж Е 
ЕА НВК ВСА ру, ТОЗО, Bh 上 — Jl > 
时 gq;; 为 零 《 区 图 1 ,2 ) ， 则 非 零 对 龟 线 共 2w 一 1 条 ， 主 对 角 线 及 
HHN, ijo- 106, o= 1 BP RL EBE, o= 2 h E 


1.2 


9 Fi ПИ Ж ЕЕ ЖОЖ ЖИ АЙ ЭПА, det A= gw 
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ХЕ, o= н TAREE, 

APERAR Са) Се), ДАА E ХШ ЛІ 
在 消去 法 笔 一 步 ， ETJ 这 消去 的 非 震 元 未 是 和 一 $, HE 
下 的 元 素 已 经 为 零 ， 双 第 一 行 中 的 非 零 泡 灯具 有 @ 个 ， 因 而 每 消去 
一 个 元 染 内需 进行 @ 次 运 扩 。 可 见 第 一 步 消 去 ， 其 对 第 一 列 进行 i 
去 所 知 的 运算 次 数 为 w(t8 一 1 )。 完 成 第 一 步 消去 之 后 ， 得 到 的 依 
РЕЗЕ Иго АРААР. оН ун, А [нн ГААН 
КЕЛЕ ГЫ ЭЕ BU з ОК розн. ХАК ЧАШ n ү, {И 
ñ. Чо 接近 于 nn 时 ， 知 阵 成 为 全 矩阵， 运算 次 数 也 大 至 地 成 为 
ns。 为 得 到 准确 的 运算 次 数 ， 需 考虑 当 消 去 法 进行 到 算 阵 右 下 第 
ВЕ, ЗЕ о, Шод, УЕ, ООС ЖА Я 
称 》 ， 所 需 进行 的 除法 和 和 陛 -~ 减 运算 次 煞 为 P 一 一 -oo(o 一 1 )(3n 


-29 十 1), "A НЕ ШЕ, o= xn, ЖР =— n(n- 


1ў(п+1)*, АЎ, REE ARZIR T LAU ШОК 的 ， 
且 宽 度 相同 ， 正 向 消去 和 反 向 代入 都 很 快 。 

关于 运算 次 数 ， 我 们 就 讲 到 这 里 ， 但 要 强调 一 点 ， 我 们 启 举 的 
ТЕЛНЕ А, ТАН ЕДЕ ВРЕ, КАРИЕ W 
ЖАЖА КИМ, T—2, HA ДЕЗЕ b URIE = А!ТЬ 
ВАЕН EAn, Пс b 0х= c ПАИ, IE 向 
У БЕ] К А. REIHE x =U esU L bA b, 

我 们 和 希望 通过 这 个 例子 能 达到 丁 个 上 且 的 。 一 个 是 使 读 央 进一步 
认识 消去 过 程 《 我 们 息 定 读者 现在 对 它 已 经 认识 清扫 ) ， 一 个 是 让 
读者 看 到 一 个 这 类 大 线性 方程 组 的 实例 。 王 一 章 我 们 讲 线 竹 方 程 组 
Ax 王 了 b 的 “理论 ”结构 ， 讲 x 的 在 在 性 和 唯一 性 ， 

练习 1.6.1™ 将 我 们 刚 举 过 的 这 个 例子 中 的 et 一 2 We Nai 一 
1 ， 求 新 三 对 角 窍 阵 的 分 解 式 LDV， 


Уп, AO PSS úWEWNñ- 1, n, ñ + лт. 
E. N A rh p ig АВ Ка 
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练习 1.6.2 试 消去 对 称 矩 柬 


а b ¢ 
| • d e] 
t e Í 


rh 3: Gal F ЛЕ 85638, BEZA ba ЕН, Т2 x 2 
上 宕 阵 依 昌 是 对 称 的 。 由 此 认识 每 一 步 消去 邦 不 改变 对 称 性 ， 
练习 1.6.3 БШ 
аи _ м du _ du _ 
ri), ae OSa S 
的 5 х 5 ERA, ША R =u, u =u s, WD 18 Hi РЕ 
EETRI, 1, 1, 1, 1), ANF, A R рН 
EE. 284180, ЗЕН ДВС x ЕЖЕ в) ЩТ. Mault i 也 
E: 题 缚 的 边界 条 件 去 不 掉 C + Ох ДИДЕ, SMRT, 
练习 1.6.4 h = —— f(x) mta’ sinza] 38 4r3r8 (29) 为 
2— 1 0 К i 
БЕСЕ! 
4 
Ü — Í 2 Ia — 1 
Eu, JRR ЕЧ ДИН u = sintaxe x =i, L, 


x m AEA 比较， 算出 误差 。 


a[i i] 1) 


ЖНА + B 和 .A B。 
1.2 ЕШШ ИА 1, 8 САВ)! 


1.3 НЕА: mg 18 АЖ 
2u ~= 3y = 8 
du- 5u + t = 15 
Zu +j3je= l, 
1.4 PELEHAKE ЗУ САА = LU, 
1.5 一 个 三 个 方程 的 方程 组 已 给 ， 试 对 出 钼 也 EE， 它 部 起 到 从 第 三 个 
KERESTEM, 
1.6 试 写 出 8 x ЕНЕР, ТЕЕ ЈА. РЕН, 
1.7 什么 样 的 3 x 8 р ВЕ ЗЕ ҢЕ 74-073 - 1. ВЛ + 
方程 不 变 的 作用 。 
1.8 ”试用 消 法 法 判断 下 面 的 方程 组 是 否 有 和 解 
uty +r = Ü 
t +2р + 3 = 0 
3н + Бу t7u = 1 
1.9 FOR RE HI? ER y 
k + v —t = 2 


ju +3р+ ш = 2 


и +u = Q 
1.10 试 分 解 
1 4 0 
4-| o 1 ° ] 
0 3 I 
ALU. 
1.1 Ж 
2 3 
[22] 
аир. 


1.12 Жахан, EHER- N RR В. Ына 
HES- {ЖЕРЕ ШОВ, 
1.13 用 高 斯 - 约 当 法 求 


"218 * 


ШИ ЕЕЕ. 

Lu ARRAI ТРЕ ВО ЖЕРЕ ЧЕ ЖЕШ ЭИ, 

1.15 ЖЕЖ 2 х 2 EBR, т-а МУН 上 去 
的 作用 。 问 五 由 超 什 么 样 的 作用 ?9 SAE, EVASE, 

1.16 试 写 出 一 个 有 有 无穷 多 解 的 2 x 2 JE 3, 
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第 二 如 ”线性 方程 组 
82.1 向量 空间 和 向 量子 空间 


第 一 章 讲 了 了 消 类 法 ， 它 得 步 消 类 一 个 未 知 数 ， 拒 方程 组 Ах = 
b 化 阐 。 消 去 法 不 区 使 求解 变 得 容易 ， 并 且 还 回 管 了 解 的 存在 和 叭 
一 性 这 页 个 理论 间 题 。 为 了 理解 长 方 矩 隆 和 进一步 理解 方 阵 ， 我 们 
到 再 用 一 节 篇 迪 来 讲 消 兴 法 。 球 时 消去 法 就 讲 金 了 。 消 去 法 是 根据 
单个 系数 来 认识 方程 织 ， 本 童 我 们 用 另 一 方式 到 得 对 它 更 为 深入 的 
认识 。 

为 此 我 们 引进 向 其 空 间 的 概念 。 我 们 不 用 公理 法 而 用 一 个 仙子 
淋 引 进 ， 这 例子 是 两 个 未 知 数 三 个 方程 的 方程 组 


ШЕН 


ЖЕЖ рУ, ВИТОК, ЕЕ 
个 解 ( 虽然 并 不 总 是 如 此 ) 。 上 述 的 例子 是 方程 的 个 数 TRA 
数 ，m 记 nn。 这 种 情 议 下 ， 道 常 无 解 ， 只 对 某 些 右 端 有 人 解 。 事 实 
土 ， 具 对 所 有 可 能 的 三 维 向 其 5 的 一 个 很 “ 巷 ” 的 子 集 才 有 解 。 

访 子 集 的 一 种 描述 为 
2А У Ах=Ьь, ҸИ ЫА НАНАЕВ 
可 解 。 

Н АЛЧА TB Ах = bule Уу 

1 ` Ü b, 
E Jef ‚|| b. | (2) 

2 4 Da 
它 依 区 是 机 个 未知 丈 的 三 个 方程 。 但 现在 问题 成 了 求 权 站 和 口 ， 使 
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ия БЯ], o 乘 下 第 二 列 ， 然 后 相克 ， 和 为 囊 。 方 程 组 只 在 这 
RERBA T A, ILNÈ a, о ух". 

RE, ERAT {з FRR AGA ) b 的 子 
集 ， 训 起 4 的 列 的 所 有 组 合 的 集 。 一 个 丰 解 右 端 是 第 一 列 ， 此 时 解 
为 & 一 1 ，5 一 0; 再 一 个 有 解 右 端 是 第 二 列 ， 此 时 解 为 寂 一 0 ， 
о=1; 第 三 个 有 和 解 右 端 是 b 0, ERR a= 0, ое 0 (Я 
于 任何 的 系数 矩阵 ，#w 一 0 ， u= 0 都 是 一 0 时 的 解 )。 

琉 在 我 们 考虑 这 两 列 的 所 有 组合 ， 并 儿 何 地 来 描述 它 们 。AY=- 
b 当 且 私 当 5b 在 两 个 列 向 是 所 张 成 的 平面 上 时 , ж 可 解 (图 2.1)。 
这 两 个 列 向 量 是 连接 原点 《0,0,07 到 点 (1,5,2) 和 (fo,4,4) 的 线 
归 。 平 面 是 由 这 两 个 线段 所 在 直线 决定 的 。 半 面 不 限制 向 量 的 分 量 
必须 为 正 ， 权 尾 二 一 1，2 二 1 产生 b=( 一 1, 一 1,2 ) 。 


A 2.1 HZH, с ру Ар 
AFERTA #Е {КОШ Aak ЖД 
BB. ПЛУГ] ДЕИД ТШЩ РУ АЗЕКЕ Б, 
个 向 量 空间 中 任何 两 个 向 量 b，b' 的 和 5 十 br/ 局 于 该 癌 量 空间 ， 
Gi) b 为 向 量 空 间 中 任何 一 个 向 量 ，c 为 任何 一 个 数量 常数 。 
b 的 ¢ 信 cb 属于 该 向 量 空间 。 ` 
换 铝 话说， 我 们 平面 内 的 向 量 集合 对 向 量 训 法 和 数 滋 是 封闭 


IB] Ж 2 


* ЖП ЖАЛАМ, AJEA ШЫГЫ Si E k, 
. Б] + 


的 * А 平面 是 分 量 个 数 为 三 的 所 有 向 B (b. „Бо ‚Ёз TE. 所 有 
СОМ Кар В У Ера аз а. ТВЧ ТЕГ, Э Е 
Æ TEEL НИИ, 2&-— B АРЫЫ ЈА, RIE 
© ЖЕЙК АЛЕ (нр, РУТЕ А ВОЗ КЕРУ. 

ар Еа ар УРИА Ы. КЕТА л 
хп А = 0, ЕЈ [в] {б TIP СО, 56, 0), A 
аЗ а B] (ES: ), Ар Е ЕРЕН M+, 
数 乘 c0 孝 是 零 向 量 ， 都 属于 这 个 空间 ， 这 是 鼠 小 的 列 空 间 。 另 一 个 
特殊 情况 ， 例 如 来 自 # x 单位 矩阵 A = 了。 它 的 列 空 间 是 整个 nn 
维 空间 .每 一 个 nn 个 分 量 的 列 向 量 都 可 以 由 单位 矩阵 的 列 产 生 。 我 
们 限制 分 量 为 实数 。 记 实 维 向 量 空间 为 R*。 在 图 2.1 中 平面 是 R? 
的 子 空间 。 

我 们 用 几 个 前 子 来 浇 明 子 集 和 子 空间 的 不 同 。 以 后 还 要 举 更 多 
这 样 的 例子 。 每 一 个 例子 中 都 要 求 判 断 ()，(i 让 是 否 被 满足 ，。 

т 5 由 一 个 给 定向 量 v， 辟 如 说 《1,4, 一 2 ) BS BUH fs 
组 成 。 5 充满 三 维 空间 R? 中 前 一 条 直线 。 这 条 直线 通过 举 标 原点 ， 
零 信 00 是 v 的 倍数 中 的 一 个 。 这 个 子 集 5 实际 上 是 一 个 子 空 三 。 这 
条 直线 任何 一 个 向 量 的 任何 倍数 ， 以 及 这 条 直线 上 任何 两 个 向 量 的 
和 都 在 这 条 直线 上 ， 

#2 设 3 只 包 食 两 个 向 是 【0.0.0) 和 【1,0.0)。 这 个 3 不 
满足 (ii， 俏 数 5(1.0,0 RAS. GUTH 足 ， эпе 
b, ЖЕЛ (1,0,0), ЖАЬ+РЖЖЕ F S. 

йз 一 条 直线 平行 于 x 轴 ，S 由 这 条 直线 上 的 所 有 向量 组 
成 分 量 * 任意 ,但 ?一 3,z 一 4 是 轩 定 的 。 条 G ар 
集 都 不 满足 。 这 条 直线 上 两 个 向 量 的 和 中 有 了 二 6，z 二 8， 但 它 
在 另外 一 条 直线 上 。 零 向 量 不 在 5S H. AGDE 的 依 数 可 以 是 零 
人 民 ， 四 而 任何 一 个 子 空 间 都 座 该 和 包 食 零 向 量 ， 


ы AEAEE AARRE а адия, Klb+b'=b5'+ba 
xk Ж RI tb, ЛЕП 2 НА E a 


"БФ ` 


г сии 


引 论 可 以 铺 必 了。 几何 上 没有 什么 要 讲 了 ,主要 的 内 容 从 图 2,i 
上 都 看 得 清楚。 

人) 我 们 的 方程 组 4x= 癌 中 所 有 有 有 解 的 5 构成 一 个 二 维 列 空间 。 
АЙШЕ ЖЕ БЕРЩ, РЕР ТЕ ИЗЕЛ ЕСЕ. 

《ii 过 原点 穗 直 于 平面 的 向 量 全 都 在 一 条 直线 上 。 这 些 向 量 也 
构成 一 个 子 空间 ， 维 数 为 .…*。 

上 述 丙 点 从 几何 上 看 都 相当 明 最 。 但 到 月 前 为 止 ， 我 们 还 没有 
用 代数 方法 来 表达 它们 ， 验 证 它们 ， 或 把 它们 推广 到 ja x n 方程 组 
С рт ЧЕ (арно п р), ВИТА 4x 一 8 的 讨论 所 要 
达到 的 两 个 目的 中 的 一 个 ， 

本 章 要 达到 的 第 二 个 目的 与 第 一 个 相 比 是 “对 偶 ” 的 ， 我 们 不 
只 关心 有 解 右 端 b ， 还 关心 可 能 的 所 有 解 x 。 有 端 b = 0 时 恒 有 特 
解 x 一 0 ， 并 可 以 有 无 穷 多 个 别 的 解 ( 当 来 知 数 的 个 数 多 于 方程 的 
Ф n>m), RIKEN Ax— 0 在 平凡 解 = 0 之 外 ,必定 
有 另外 的 解 ) Ах= 0 的 解 也 构成 一 个 向 量 空间 ， 称 它 为 4 的 化 堆 
SE, SAR b 所 成 列 空间 是 Re 的 子 室 间 一 样 ，A 的 化 零 空间 也 
是 R" 的 子 空间 ， 

对 于 前 面 的 例子 , 求解 4x 二 0 不 难 , 也 即 化 零 空间 不 难 求 得 ， 
由 

1 0 u 
1309] 
2 4 

的 第 一 个 方程 得 4 一 0， 代 入 第 二 个 方程 ， 得 v =0。 这 里 化 零 空间 
只 包含 一 个 过 向 量 ， 也 即 在 右 端 = 0 时 满足 4x= 0 的 列 组 人 台 只 
有 一 个 ， 在 这 一 列 组 合 中 一 2 一 0， 

如 果 我 们 把 原来 两 列 的 组 合 加 进去 作为 第 三 列 


* 读 看 这 该 注意 到 了 ， “HA” AEPA, Фп A EHER”, М 
是 有 n 个 分 量 ， 或 者 说 指 的 是 它 为 五 "的 一 员 另 一 种 是 予 空间 的 维 数 ，2 了 将 给 它 下 宇多 
如 :中 的 一 条 真 盘 是 一 堆 于 空间 ， 它 的 点 是 四 维和 疝 量 。 
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ШЕТ, ВУ BETAK a, НА Ж 
两 到 的 和 ， 因 而 也 在 图 2.i 的 平面 内 。 但 新 矩阵 B 的 化 零 空 间 就 不 
АТ. CEAR (1,1, —1) KHERA 

1 0 1 с 0 

КЫП 

2 4 6 — с 0 
р, ВЕКЕ О [ш Ж—ЖЕФ,ШЕ ТОНИ дх=с, У= с, 
2 一 一 0 ，6 为 一 ce，co 之 间 的 任何 数 。 与 芷 何 子 空 间 一 拌 ， 这 条 
直线 通过 原点 。 这 个 一 维 化 堆 空 间 有 一 个 稚 直 空间 《 — 3 ) 。 
该 垂直 空间 与 得 阵 的 行 有 直接 关系 ， 有 着 特别 的 重要 性 ， 

总 之 ， 对 任何 一 个 方程 组 Ax=b， 我 们 都 要 求 出 所 有 有 有 和解 大 
端 b， 求 出 Ax 二 0 的 记 有 解 。 世 即 ， 我 们 要 计算 出 上 述 空 间 的 维 
数 ， 和 张 成 上 上 述 空 间 的 适当 的 向 量 和 集合 。 EEREN, RPR EF 
清楚 四 个 子 空间 ， 上 的 列 空 间 ，A4 的 化 零 空 间 ， 以 及 这 两 个 空间 各 
自 的 垂直 空间 。 这 四 个 空间 彼此 之 间 及 这 四 个 空间 与 4 都 有 密切 的 
ЖЖ, 

练习 2.1.1 ЖИНАЙ] ЕЙ, SE R G), Gi) 是 彼此 独立 
的 ， 请 构造 二 维 空间 的 两 个 子 集 ， 

Са уж БЕЛИТ ЇЗ ТЕ ЖЕ, BARRERA, 

(RRHH, {НАГИ Кр], 

练习 2.1.2 ТИКТЕ 28 F 25 R. 

(a ) 第 一 个 分 量 D == 0 ПОТЕЗА Зр. 

(b )bi== 1 ЛӘРЕ b P ЕЗЕШ. 

(c bib, = 0 的 向 量 b (AA Fb, = 0 fE Mb = 0 这 两 个 
EEHEEHE р), 

Са) b = (0,0,0), 
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(е) и = (1,1,0) о (2,0,1) АНЕ. 

(7) 满足 63 一 bs 十 3b1 二 0 ШИШ (bi, ba, bs). 

练习 2.1.5 验证 4 的 化 零 空间 是 予 空间 ， 也 邯 验 证 任何 齐 次 
方程 组 Ax= 0 Ш х, ХИНА ПКВ АК ЕТ, 20-40 а 0 时， 
4% 一 b 的 解 不 是 子 空间 的 例子 . 


§2.2 mxn 方 程 组 的 解 


对 于 方 隆 ， 消 去 过 程 我 们 已 经 很 熟悉 了 ， 对 于 长 方 害 阵 ， 消 涛 、 
过 程 ， 我 们 只 需 举 一 个 例子 ， 就 可 以 解释 清楚 。 正 向 消去 没有 多 大 
з= 91, БЕШ) {МАИ ЖЛ [б], 

举例 之 前 先 看 一 下 方程 ox= b .这 是 一 个 未 短 数 的 一 个 方程 ， 
最 见 有 三 种 可 能 ， 

(i)a 三 0。 此 时 对 任何 的 5 都 有 解 x =b/a, 而 且 这 个 解 是 唯 
一 的 。 这 是 非 奇 异 的 情形 。 

Cii)a = 二 9 ，48 二 0。 此 时 有 无 穷 多 解 。 任 何 * 都 满足 0x 一 9。 
这 是 不 确定 情形 ， 解 存在 ， 但 不 唯一 。 

Gii)a =0, b 关 0。 此 时 无 解 ， 没 有 x 可 以 满足 =b, RE 
不 相 容 情形 ， 

对 方 阵 ， 这 三 种 可 能 都 可 以 发 生 。 对 长 方 阵 ， 册 不 可 能 有 情形 (i)， 
即 不 可 能 对 每 一 个 b 解 都 存在 且 玲 一 。 
我 们 选择 一 个 不 太 明 曙 的 例子 。 先 不 管 右 端 而 单独 地 考察 3 x 
4 ЖЕ 
1 3 3 
A= 2 6 9 g! 
一 上 一 3 0 
主 元 ol = 1 RAF, RARUA БИИ ЕЛЕ ТО ОЈ E 为 
=, 1% 
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1 3 
a-f 0 0 3 i |. 
0 о 6 2 
第 二 个 主 元 为 雷 ， 它 下 下方 的 元 素 也 为 零 ， 行 交 扩 无济于事。 如 果 
ЈГ, АГ ЯЕ А ар УР ВО, ЧЭ ЕЕ, РКУ 
РЕАК, АСЕ]. НОЕ 8. MEZI 
ЖЯ, 19 


1 3 3 2 
c=-| o 0 3 :| 
о о о 0 


第 四 列 主 元 处 的 元 素 已 经 为 零 ， 正 向 消去 完成 ， 

最 终 得 到 的 已 是 一 个 上 三 角 阵 ， 或 者 更 确切 地 说 是 一 个 上 阶梯 
阵 。 主 对 角 线 下 而 的 元 素 都 为 零 , 非 零 元 素 u 的 让 ,满足 所) 
对 长 方 了 少 ， 这 些 非 零 元 素 挡 成 的 区 域 是 一 个 阶梯 形 。 由 图 2,3 可 见 ， 
对 一 般 长 方 阵 ， 世 的 非 零 元 峙 所 成 区 正 的 下 沿 是 台阶 状 的 。 圈 中 章 
图 的 昨 表 示 非 零 主 元 ， 星 表示 可 以 不 为 零 的 元 素 。 

我 们 将 图 2.2 的 特点 陈述 如 下 ， 

@) ж о ^ ж е жа ® ө 

О[@ + е жожо 
1=je00@r + ++» * 

000000 о ole 

0000060000 


图 2.2 ГҮ ЕЛЕЕ 
人 ) 非 零 行 集中 在 土方 否则 进行 交换 ) ， 非 零 行 的 第 一 个 非 
零 元 素 是 主 元 。 
(i 站 主 元 的 正 下 方 是 消去 法 得 到 的 堆 ， 
{ii) 每 一 个 主 元 都 位 于 它 上 一 行 主 光 的 右面 ， 这 就 形成 了 阶梯 
J. 
ТЕ 


练习 2.2.1 2.2 的 阶梯 形状 是 在 一 些 可 以 作 主 元 的 元 素 为 
零 《 图 中 第 3 列 和 第 5-8 列 就 是 ) 的 情 说 下 形成 鸭 。 试 着 出 主 元 都 
不 为 堆 情 况 下 5X9 拖 阵 的 阶梯 阵 世 。 试 举例 证 明 ， 即 使 在 2 x 2 情 
更 于， 两 个 阶梯 阵 的 和 也 可 以 不 是 阶梯 阵 ， 世 即 两 个 阶 阐 阵 相 地 可 
БН Е. 

我 们 是 从 有 4 直接 得 到 U 。 读 者 会 问 ， 这 里 的 UU 和 有 A ， 是 不 是 也 
与 前 而 一 妊 ， 由 一 个 工 和 联系 ， 即 4 一 工 辽 呢 ? 没有 理由 不 是 。 首 
姑 放 去 步骤 是 一 禅 的 ， 每 步 同样 禾 是 从 一 行 减 去 另 一 行 的 展 数 。 其 
次， 每 步 还 原 也 与 前 轩 一 样 ， 是 把 嗪 掉 的 倍数 加 回去 。 各 步 的 还 原 
可 以 总 起 来 由 一 个 工 一 次 完成 ， 


l 0 Q 
-| 2 1 o] 
— i 2 1 


读者 应 该 验证 4=ILU。 请 注意 三 不 基 长 方 阵 而 是 方 洗 。 它 的 阶 数 
一 3 ， 等 于 A 和 口 的 行 数 。 

我 们 的 和 例子 中 没有 进行 行 交 换 ， 一 般 情况 下 是 要 进行 的 。 与 
$I.5 一 样 , 那 航 杰 引进 置换 矩阵 P 。 先 用 了 P 左 滋 4 ,就 得 到 经 过 了 所 
有 行 变 换 的 矩阵 。 对 新 得 到 的 于 阵 就 可 以 顺利 地 进行 消去 法 。 册 于 
这 里 在 一 列 中 选 不 到 主 元 时 ， 可 以 转 到 考虑 二 一列， 因而 不 要 求 肝 
ЧЕЗ Ж. 

直面 是 率 节 主要 定理 。 

28 ”任何 一 个 m x n РУ SERIE Р, 一 个 主 对 
角 元 为 ! 的 下 三 角 阵 工 ， 和 一 个 上 阶梯 阵 上 ,使 得 PA=LU， 

我 们 的 目的 是 在 解 存 在 的 情况 下 ， 写 出 4x= bp 的 解 。 

RERIK, A b = 0 的 情形 。 此 时 行 运算 不 改变 方程 右 端 
的 0 ，4x 一 0 化 障 为 Ux== 0, 

1 3 3 


2 соц 
Ох | 0 0 3 1 | U "| J | 
0 o 0 0 а ) 
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Anku, о, w, AAMA, Ш Е, НЕ ЩТ 
w pis 种 一 ， 第 三 列 的 主 元 不 为 零 ， 央 而 站 ，W 就 是 基 
Ж, aa EI BA B ， 由 零 主 元 所 在 列 的 变量 组 成 ， 第 二 ， 
аи, 

Ж 7х 0 (Ах 0), ЕН НАЕТ. 
我 们 就 取 ”和 ?为 插 意 值 。 这 样 基本 变量 就 完全 确定 了 ， 就 可 以 用 
RHIA, RRELA HEARREN. MRA 


出 swty= 0 得 w=- y. 
Н utot gwt 2у=0 得 и=—30—у, 
ВЛА Н р, VADRA, ЕН “ЖУ”, 
通 解 为 组 合 


:一 30 一 了 ; 7—3. I 
КИИ o 
ЕИ о 2-2 (3) 
| | | | | | 
y ! ! . 1! 


我 们 来 考察 Ax= 0 的 写成 了 形式 (3 ) 的 解 。 向 量 ( 一 3,1,0,0 ) 是 
自由 变量 一 1 ，? 一 0 时 的 解 ， 向 量 ( 一 1，0 ,一 万，1 ) 是 自 
Но = 0, у= 1 时 的 解 。Ax= 0 的 一 甸 解 都 是 这 琴 个 解 的 
线性 组 含 。 这 与 24 为 情 形 类 似 ， 那 里 所 有 应 解 的 右 端 都 是 矩阵 
两 列 的 组 合 。 这 里 把 4 的 两 列 痪 成 了 有 的 化 零 向 量 《 好 Ax=0 的 
解 ) ， 解 向 量 以 4 的 列 数 为 维 数 ， 分 量 个 数 是 不 是 加 。 

几何 上 ， 在 所 有 可 能 的 向 量 x 所 成 的 四 维 空间 中 ，Ax 一 0 的 解 
构成 一 个 二 维 子 空间 一 一 和 4 的 化 零 空间 。 可 以 把 这 个 化 零 空间 看 成 
由 向 量 ( 一 3,1,0,0 ) 和 《1，0， 一 计 ， 直 所 成 的 一 个 “平面 ” ( mi 
不 出 玛 维 图 形 来 ! ) 这 两 个 向 量 的 组 合 构成 一 个 集合 。 该 集合 对 加 
沁 和 数 冬 封 前。 这 丙种 运算 构成 这 两 个 向 量 的 大 量 组 合 。 所 有 这 些 
组 合 构 成 化 零 空间 。 
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我 们 奇 以 介绍 一 个 极 重 要 的 定理 了 。 考 虑 一 个 列 数 天 于 行 数 ， 
Bln Sm IER, H Fie o bl rm ERER ( 每 行 一 个 》， 因 
шри тн, АТЦ тни, U 
AARGH, ИРЖИ, АШ АБО ETM, 
让 一 个 自由 变量 取 任 何 代 ， 可 得 如 下 结论 ， 

2с ”未知数 的 个 数 多 于 方程 的 个 数 时 ， 齐 次 方程 组 Ax= 0 必 
有 非 平凡 和 解 。 即 必 有 x = 0 以 外 的 解 x， 

解 * 的 任 信 倍数 cx 都 满足 АСсх) = 9 ， 国 而 我 们 的 结论 实际 上 
EARLIER., BAS- TARER, AFRUA n 维 空 间 中 
一 条 直线 。 化 零 空间 是 维 数 竺 于 自由 变量 个 数 的 子 空间 。 

非 齐 次 ， 即 5 a O 时 ， 和 请 形 就 很 不 癌 了 . 回 到 我 们 的 例子 4x 一 
pb 。 对 它 的 两 端 进 行 化 A 为 U 的 运算 ， 得 上 阶梯 形 组 Ux 二 с, 

l 3 3 2y u 1 b, 
оо 3 1 ] о -| b, — 2b; |. 
ооо 0 | w | b, — 2b, Ы. (4) 
L > 
1н руа c ARHAR, Ы 6, e=L- lb, 

该 方程 组 是 否 有 解 还 不 清楚 首先 在 第 三 个 方程 ， 它 的 左 端 为 
零 ， 因 而 ， 如 果 Bs 一 26; 十 581 站 0 ， 该 方程 组 就 无 解 。 换 全 话说 ， 
有 解 右 端的 集合 不 是 整个 的 三 维 空间 ，。 即 使 变量 的 个 数 比 方程 的 
个 数 多 得 更 多 ， 也 可 以 无 解 。24 讲 了 考察 这 种 廊 程 组 的 男 外 一 种 
іб, Ах= b 当 且 仅 当 属于 及 的 列 空 间 时 才 可 解 ， 有 A 的 列 空间 
由 有 态 的 列 ( 不 是 可 的 列 ) 


УИ 


张 成 ， 昌 然 这 里 是 由 个 向 进 ， 但 它们 的 线性 组 合 只 充满 三 维 空间 中 
一 个 平面。 这 是 因为 第 二 列 是 第 一 列 的 3 倍 ， 第 四 列 等 于 第 -- 列 各 
上 第 三 列 的 二 (注意 ， 相 关 列 第 二 列 ， 第 四 列 恰 是 没有 主 元 的 列 )， 
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ТАЕ О АРЗИ АТАРУ ОВТ, 3181, AE 
ZJ RA З ОЕТ Ti, з, 24 ТЕТЕ ЛУ, ОХРИ АТ 
ЛКИ. 21- fi, LR: U W Б Б-ты tab = ОЙДО, 
52, ba) ЖЧ ВЕЛЕШ, WJ Сб а), b BEDA Д АЈ pg 
京 。 读 党 会 相信 和 这 两 个 平面 是 相同 的 ， 妇 的 四 个 列 向 量 都 满足 这 一 
2I, JLE, RIDHA HII CS, —2, 1) E É ТЕЖЕ, 
因 谢 也 就 釉 直 十 A 的 每 一 列 。 

、 ”假定 5 在 上 述 和 平面 上 ， 基 而 属于 及 的 列 空 间 , Ж А Ax= b BS 
解 就 容易 求 得 。 方 程 组 ( 4) 的 最 末 一 个 方程 已 经 为 9 一 0 。 司 前 面 
—, ЕН НУ о 和 3 丈 任 何人 和信， 那么 反 辐 代入 


从 34dy=b b, f v =-———7+—р—(®,—?Ь) 


FMA vt Swt 2y=b, 得 一 一 3 一 和 十 351 Dza 
ЕЗИ ТАТУ Ай, Ши, уро, УКЕ, ШОШ ОУ 


— 3 n ` 3b,—b, | 
| ° | 
ы 7 воз | (5) 
- 23) 


зиз 3 ун, 这 里 加 上 了 lJ E (36, —b:, 0, 
+Q —2bi), 0). 该 向 入 是 A% 一 b 的 特 解 。Ax=b5 的 通 解 x 是 
Ax— b 的 一 个 特 解 与 4x 一 0 的 通 解 之 和 。 几 何 上 ， 这 些 解 又 是 在 
好 维 空间 的 一 个 平面 上 ,但 基 它 们 不 构成 子 空间 。 因 为 这 个 平面 不 
通过 原点 。b 三 0 上 时，x = 一 0 不 是 4Y 一 的 解 ， 壤 平面 与 前 面 的 化 
TeRM, ETES., CRA Hp HRR Г — БЕ. KAERA 

= 0 ОЙК ЗЕ]. ER RERA = bB SEO T н], 
Ан b, Ах! =b, WARECKA” A EA = 20, 

注意 ， 我 们 的 特 解 是 所 有 解 所 成 平面 上 的 一 个 点 。 该 胖 面 上 任 
何 另 外 的 点 也 何以 作为 特 解 。 我 们 的 特 解 对 应 于 自由 变量 的 特殊 信 
v=0, Y=0, 
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现 糙 Gatss 消 去 法 用 于 长 方 隆 所 得 结论 总 络 如 下 ， 

2р 假定 m x 3 证 阵 4 已 经 前 过 初等 运作 和 行 交 换 化 成 了 阶梯 
EU, 及 假定 上 有 ?个 非 零 主 元 ,局 最 后 的 机 一 ?行为 堆 ， 那么 对 应 
于 有 主 元 的 列 将 有 ?个 基本 变量 ， 对 应 于 没有 主 元 的 列 ， 将 有 n 一 + 
个 自 出 变 其 。A% 二 0 的 解 所 构成 的 化 过 空间 有 作为 独 守 参数 的 2 一 + 
个 自由 变量 。 如 果 + =n, ТН ЛЫ, (Каз АА 
х= 0, 

НАХ r= mil Ax= РД b ЖЕЙ. ШЇ ЗД: ло И A 
m, ОТУНОТ, TAARE 代入 解 Охес, кт, UA 
mri RET, E A Ах=р TR, bwi mort 
这 加 一 rf 个 约束 由 Ux=6 的 最 后 m 一 + A. WRA BE 
太 % 王 5 的 任何 一 个 解 都 是 这 个 特 解 与 区 的 化 零 空间 中 一 个 向 量 的 和 。 

г EE A iyik. 

练习 2,2.2 选 一 个 未知 数 的 个 数 多 于 方程 的 个 数 ， 但 无 解 的 
最 小 方程 组 。 


练习 2.2.5 È 
1 2 0 1 
a-l 0 1 1 0 | 
1 2 0 1 


的 分 解 式 LID。 决 定 基本 变量 和 只 出 变量 , 求 旦 Ах= 0 的 通 解 ， 并 
将 它 写成 类 似 于 (3 HER., HAPEE JL? 
练习 2.2.4 RIER 
| 0 1 4 0 | 
A= 
0 2 8 O 
МИРЕ, 3542558, ННН Ax= 0 的 通 解 。 然 后 对 Ax= 
b 《bb 的 分 量 为 b,，b， ) 应 用 消去 法， 有 求 出 4xY= 一 bp 相 容 《有 有 和解 ) 的 
条 件 和 (5 ) 形 式 的 通 解 。 又 4 的 秩 是 几 ， 
练习 2.2.,5 将 扯 阵 换 为 前 一 题 的 转 置 矩 阵 
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ANID, ba, bo, bu, ВН, 
练习 2.2.6 Ж 


1 2 2 j ||! 
2 4 5 ”| | 
зу 
的 通 解 ， 并 照 (5 ) 懂 样 把 它 写 成 4x 一 5 的 特 解 与 4x= 一 0 的 通 解 之 
和 


练习 2.2.7 根据 将 第 三 个 方程 变 为 0=0【( 消 去 法 完成 之 
后 ) 所 加 在 b 上 的 约束 ， 写 出 


HAR Am bR. MEJL? 
练习 2.2.8 求 出 c RI, EFF NEOA EA t 
utot?w= 2 
2u+ 30-—1у= 5 
зи+ 404 w= c 
E. ЕФ, АЭРО ЕТНО, MEKE 
ВЕЛИ Е, ТАН ВОДА Др ч, Н ETIR =E зо ТЕ 
行 ， 使 主 元 为 十 1 。 另 一 点 是 将 主 元 正 上 方 的 元 素 也 化 为 零 。 对 本 
节 中 的 4， 更 简 阶 梯 阵 为 


i 3 0 1 
| 0 0 1 $ 
оо о о 


Ер жЕ А YE П ВГ ЕЗ S А L. ТВ Е E Я 
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Gauss-Jordan k т RÉI. Gauss-]Jordan 法 实际 在 计算机 上 使 
用 人 起 来 ， 这 算 量 杰 大 。 但 最 简 阶梯 阵 作 为 4 的 一 种 “标准 型 ”， 它 
确实 有 着 某 种 理 沦 上 的 重要 性 。 示 管 初等 运算 如 何 选择 (包括 行 交 换 
和 行 除法 ),4 最 终 的 最 简 阶 梯 阵 总 是 相同 的 。 


82.3 ААЖ, ЖЖ 


тян В ТЕРЕКА. E— WJ x a = 
Ф104), 但 第 三 行 实际 上 是 前 两 行 的 线性 组 合 、 消 去 过 程 变 第 三 行 
为 去 行 ， 它 对 齐 次 问题 4x 一 0 不 起 作用 。 第 四 列 也 冰 独立 。 第 二 
和 第 四 列 都 是 第 一 ， 第 三 两 殉 的 线性 组 合 . 因而 列 空间 退化 为 二 维 
空间 。 

2DD 中 出 现 的 秩 * 是 一 个 重要 的 数 。 在 那 显 是 用 纯 计 算 的 方式 
”下 进 的 。 它 是 正 向 消去 过 积 启 得 非 替 宇 元 的 个 数 ， 等 价 于 正身 消去 
所 得 答 阵 UU 中 非 零 行 的 行 数 。 讨 算 机 可 接 此 定 义 将 秩 计算 出 来 。 
秩 右 戎 简单 而 直观 的 意义 ， 它 基 和 矩阵 4 真正 独立 的 行 的 行 数 。 
下 而 我 们 给 昌 秩 以 及 与 秩 有 关 的 另外 几 个 基 从 理论 上 而 不 是 计算 上 
的 定义 。 

先 定 头 线性 无 关 。 给 定 一 组 向 量 2， ，…，v， 我 们 考察 它们 的 
RPE ECU, HeU Бс, He 部 为 零 的 学 用 姐 侣 显然 为 堆 
бо, + 00, 0 。 问 题 在 于 是 不 是 有 另外 的 组 人 台 记 为 堆 。 

2Е 如 单间 拓 w ，…， 友 的 所 有 非 平 及 组合 都 不 为 堆 ， 也 了 即 ， 
Асі, +, со | 

суш есь = 0 (6) 
FRE, Mo 6, VREDN, MZ. WRATH c1，*…， 
EC EEL: WPR, e, URTE., Eo e, о ир 
在 一 个 可 以 表示 成 其 余 向 其 的 组 合 . 

йт 一 组 向 量 中 只 要 有 一 个 为 伶 ， 这 组 向 量 就 线性 相关 。 设 
ом, с. 3 ， 取 其 余 的 ci 都 为 零 ， 得 到 的 就 是 一 个 为 零 

+ 83 ， 


= 


的 非 平 儿 组 合 ， 
2 рғ 


А = 2 G 9 5 
= 1—3 š 0 
ВОГЕЗИ, EITE AW vi, Vs, оз, Mj 50—20 оз 0 (E 
ЗА ЖОШ ЕЛДЕН ЖЕТИ ЕНТ, 49008964), H 
右 端 第 三 个 分 县 正 是 这 一 纪 合 。 在 那 正 ,该 组 台 为 零 ， 方 程 组 WUX= 
cAi, TUM). 
H3 nxn 单 位 矩阵 


оо о | 
Ии 
ВАТЕ PR А. ТРН ЕГЕР e r, >, е0 W фр Sk ЙЧ IJ 
Ж, CPET m Eh А {у In] И 
e =(1,0, 1,0), e,=(0,0,- ,1) (7) 
证 天 无 关 常 用 的 方法 是 ， 先 假定 一 个 线性 组 合 汶 零 ， 再 证 明 假 定 的 
组 合 中 权 c 都 必须 为 零 。 本 例 中 我 们 有 
суе tee eem (ерсе) 
假定 该 组 台 为 零 问 量 ， 亚 然 c, 都 必须 为 塞 。 多 为 没有 非 溯 凡 组 合 为 
Ж, ВМА Ке, ，…，8e 是 无 关 的 。 
例 4 设 忌 基 一 个 呈 X 瑟 的 上 三 角 阵 ， 其 对 角 线 上 的 元 素 ( = 
元 ) 全 都 不 为 稚 ， 则 蕊 的 行 线性 无 关 。 我 们 用 铺 3 的 方法 进行 证 
时， 假定 区 的 行 的 组 合 光 零 ， 即 c. do s= 0, ШЖ ИУ ПО, 
的 第 一 个 分量 中 只 有 bi 074, В с.о + со, = ОЈ 
8 усо: 0. о, 428538. eQ суа 0. соф Беко, 0 
的 第 二 个 务 量 为 ctursT 二 crr = б, ИШЕ НН Y с == 0 ， 题 给 v,， 
Ф935, с = 0. ЗЕҢ Б, Eite КЕ, BELU PJ 4TBJ 
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组 合 只 在 权 c, 例 帮 为 零 时 才 为 零 。 证 得 口 的 行 线性 无 关 ， 

司 样 的 方法 应 用 于 已 的 列 ， 因 为 王 元 全 都 未 为 堆 所 以 矩阵 吕 的 
列 线性 无 关 。 进 一 步 ， 该 推理 方法 亦 可 应 用 于 任何 一 个 阶梯 阵 中 主 
元 不 为 云 的 各 行 才 列 ) 。 从 而 得 如 下 结论 ， 

2F 阶梯 阵 品 的 + 个 非 零 行 级 性 无 关 ， 会 有 非 零 主 元 的 列 也 
RETK. 

我 们 强调 指出 ， 线 性 元 关 的 定义 与 坐标 无 关 。 弹 定 & 维 空间 中 
个 点 ， 从 原点 到 这 下 个 点 的 向量 能 咨 组 合成 一 个 零 向 量 ， 这 与 坐 
标 轴 的 位 图 全 无 关系 。 椎 标 轴 旋转 将 改变 点 的 举 标 ， 但 对 相关 与 奏 
不 产生 影响 。 

男 一 方面 ， 维 定 了 任何 一 组 向 量 V，*…，v， 它 们 的 相关 与 否 
显然 是 要 通过 计算 来 决定 的 我们 讨论 的 对 象 是 сао oD. 
将 v1 ，-…，vs 写 成 以 vw 为 和 i ПОНЕ А, ЗЕБО Сс, 5, сь) 
为 c， 则 

к о» | И спо +оо. 
| Cr |! 
Ho, s, DM {ЭҢ A= 0 有 非 平凡 解 时 是 相关 0. Ас=0® 
否 有 非 平 凡 解 用 消去 法 来 决定 。 当 和 的 秩 为 天 时 ， 没 有 自由 变量 ， 
也 就 设 有 化 零 空 间 (除了 e = 一 0)， 癌 最 z ，…， 呈 是 线性 无 关 的 。 
在 的 秩 小 于 kk 时 ,至 少 有 一 个 自由 变量 ,让 它 取 非 怜 慎 ， 此 时 询 向 
量 是 线性 相关 的 。 

方 一 种 特别 重要 的 情形 ， 息 定向 量 的 分 量 个 数 为 m , B k> 
т. Emm x КРА НОЕ ТАЕ U k ， 非 零 主 元 的 个 数 绝对 不 能 
赵 过 抱 几 的 行 数 。 徐 一定 比 六 小， 从 而 来 知 数 个 数 儿 于 方程 个 数 的 
齐 次 方程 所 Ac== 0 ERER 0, 

26 kk 之 加 时 ，R* 中 的 个 和 馈 基 必定 相关 ， 

请 读者 比较 一 下 ，2G 和 2C 实 质 上 荐 一 风 事 。 
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А12 
арво 


HEF, R*rh НЕЕ ЕРЕ SI St. 我 们 来 求 列 的 为 零 的 组 


合 ， 解 4c 一 0 
l 2 ， 
A— D = . 
0 1 ] 


ФА Н Ес 1, 0с 0 进行 反 疝 代入 ， 物 ci: 三 一 1 , e ,= 
I, 由 求 得 的 ci ， С, с. 1, 第 一 列 减 第 三 列 ， 再 加 上 第 三 列 得 


Ж, 
练习 2.5.1 ШЕ ‚ Сі, Ca, Са 的 办 法 判定 下 列 向 量 Ж 否 线 
性 无 关 
1 ` 1 | 0 ; 0 | 
| | | | 
-| 1 | _ 0 _ D |р 
= 0 г | 1 | Us =, | v= 0 
o} \% 1 1 ! 


记 线 性 相关 ? 
练习 2.5.3 АШ 


о о 
вла TAE, ЙН. 
练习 2.5.4 MIRU, о, RIENA, FPlwi=ui+u,, w= 
о Боз, Ws 一 V2 十 Vs 是 否 也 线性 雹 关 ? 
本 章 开 始 部 分 在 这 样 的 话 ， 4 的 列 空间 四 和 的 列 张 成 ， 下 面 我 
们 给 “ 张 太 ”这 两 字 正 式 下 定义 ， 
2H EAE AVA р] ау, с, уа ЕА Л. 我 们 
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就 说 这 些 向 量 张 成 这 一 空间 。 换 名 话说 ，wWi，…，Wr 张 成 了 表示 
V 中 的 每 一 个 向 量 5 者 可 以 表示 成 w: e, wR TEAG 

u =e + cw, e bh — EEA (8) 
对 应 于 同一 个 向 量 5 Жср — 8; РИИ — ， 这 是 
[К Ети К, кен {шд Эр нр. 

#6 шїъз=(1,‚, 0, 0), w=(0 , 1, 0), w = 
(一 2 ，0 ，0) 张 成 三 维 室 条 中 一 张 平 而 《和 3 平面 wi, м. 
张 成 这 同一 张 平 面 ， 而 WwW;，ws 则 张 成 一 条 直线 ， 

ЙТ A 为 加 x ир. АВ ан А АЈ КЕ, E RE m ЯЕ 
空间 及 "的 子 空间 《 当然 ， 它 可 以 是 整个 空间 及 "” у, 4 的 行 空 间 ， 
EREL AREER" 的 子 空间 ， 古 由 4 的 行 张 成 的 《我 们 把 
行 看 成 是 民 " 的 成 员 ， 有 虽然 它 的 分 重 是 横着 写 的 ) mmn, W 
么 行 空 好 和 列 空间 就 都 是 R* 的 子 空间 ,它们 就 至 再 以 是 同一 个 空间 、 

例 8 RUPERE 

ei=(1, 0, +, 0), +, e,=(0, ,0, 1) 
ERR ОШЕН 6, АЙНЫ НЧЕ ЕЩ — х (х., 
жа, се, OR ене. EKE., ахан 

x=x e,--x,e, tt Xe, 

EA, Ee, ，…，e* 是 线性 无 关 的 。 粗略 地 说 ， 这 组 向 
基 中 设 有 客 剑 的 。 例 5 的 抢 阵 中 有 一 列 是 客 余 的 ， 它 不 给 列 空间 增 
ИЧ. EAE, AER. НН е, ЕАК 
ВК", ЗНАЕ Н SRA ЖЕЛЕ. 

2 о ЗЕЕ НА T 31] 8 2 PE ER BJ 15] 2н 

C ) 它 线性 无 关 ， | 

(2 ) 它 张 成 向 量 空 间 ， 

这 两 条 性 质 作 为 总 体 ， 对 种 量 空间 理论 是 基本 的 基本 。 它 意味 
车 基底 廊 张 成 的 空间 由， 每 一 个 向 量 ” 都 可 以 叭 一些 表示 成 基底 的 
1, vsa, te Бао, C ЩЩ ЖЕЛКИ. 当然 每 一 个 向 量 都 可 
以 表示 成 基底 的 组 人 台 ， 旭 时 还 有 有 别 一 种 表示 一 biyi 士 … 十 paas ， 

. BY • 


那么 ， 相 减 得 0 一 Sfa 一 pz。 由 基底 线性 无 其 得 (a 一 Pi) 都 为 
零 。 这 证 明了 癌 基 表示 成 基底 组 台 时 ， 权 是 叭 一 的 ) 。 

19 ЖИ АЈА узри (042.3), ЕА? Айо, Ж 
© ТЕЛ. О ВКК АК, О, v, us ЧАТКА? 
А ЕА ТЕЛ ЖН, Ж = Ер з НОЕ рТ ДКЗ 的 基底 。 
基底 的 两 条 性 质 它 们 都 具备 ， 它 们 联 线 性 无 关 又 张 成 六 3 017 39 
入 ， 向 量 室 间 的 盐 底 不 唯一 。 


y 


m 2.5 — # šj F 2 y Bs Т0 
例 10 25382 二 4 所 对 应 的 阶梯 阵 
l 3 3 3 
u= o 0 3 1 
0 0 0 0 
UD 的 四 判 当然 张 成 避 的 列 空间 ， 但 是 这 四 列 不 是 线性 无 关 的 ， 基 谋 
的 取 法 有 多 种 可 能 。 我 们 建议 取 非 零 主 元 所 在 列 ( 本 例 是 对 应 于 基 
本 变量 的 第 一 、 第 三 两 列 ) 为 列 空间 的 基底 。 让 2F 中 我 们 指出 了 ， 
这 种 列 是 线性 无 关 的 ， 易 知 它 们 张 成 列 空 间 。 事 实 上 ， 本 的 列 空 间 
HEER piix- y FE. 


] 2 
练习 2.5,5 用 请 言 或 在 #-y 平 而 上 作 图 表示 出 4 一 | J 
3 6 
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烈 空 间 和 行 空间 。 并 写 出 它们 的 基底 ， 
练习 2.5.6 根据 主 元 求 出 


r Ü 1 4 3 
Ü Ü 2 — 2 
= 
0 Q 0 0 
0 0 0 Ü 


的 列 空 间 的 基底 。 并 将 韭 基底 列 表示 上 成 基底 列 的 线性 组 合 。 表 求 出 
区 的 行 空 间 ( 它 是 R' 的 男 外 一 个 子 空间 ) 的 基底 ， 

8525.7 假定 我 们 把 每 一 个 2 x 2 证 阵 都 看 成 一 人 “(nj 
天 ”。 虽 然 它 们 并 不 是 通常 意 尽 下 的 向 量 ， 但 我 们 也 有 着 矩阵 加 法 
їп ЖЕЕ ЕАО И, ТЕШЛЕ ОХ ҖЕ ДЫ, зр ЫЈ 
量 空间 的 一 个 基底 。 义 问 由 所 有 阶梯 阵 U 张 成 的 子 空间 是 什么 样 
的 ? 

练习 2.3.8 尽 : 中 前 两 个 分 量 租 等 的 向 量 徇 或 一 个子 空间 。 试 
求 出 该 子 空间 的 两 个 不 癌 的 基底 。 

练习 2.35.9 试 举 出 下 面 这 段 话 的 一 个 芭 例 ， 如 果 og 00, о, 
是 向 量 空 间 R! 的 一 个 苛 底 ， 叉 如 果 厂 是 一 个 子 空间 ， 那 么 0 … 
24 的 革 个 子 集 构 成 四 的 基底 。 

尽管 基 诬 无 穷 案 ， 不 只 一 ， 但 一 个 向 荆 空 间 的 所 有 基底 却 有 着 
共同 点 。 这 共 问 点 是 向 量 空 间 的 本 质 属 性 ， 

2) 丫 基 空间 VY 的 任何 两 个 竺 底 所 含 向 量 个 数 都 相等 基底 的 
HRT, ERVE AAE” BAR, AVRE. 

当然 局 一 空间 的 基底 所 含 癌 莉 个 数 相 等 ， 这 一 事实 需要 证 明 。 
首先 ， 我 们 要 求 读者 回 过 头 去 看 看 举 过 的 几 个 例子 ， 看 看 它们 的 维 
数 。 图 2.3 中 的 x-y 竺 面 ， 它 的 登 一 个 基 席 都 含有 两 个 向 量 ， 维 数 是 
2 。 更 一 般 地 ，R" 的 维 数 是 n， 些 标 向 量 e: 姑 R" 的 用 起 来 最 方便 的 
Жл, phop, VETERA ER ETEN, AE p ER ДЕ 
FEH, PHAS 0 看 些 转 殊 ， 它 的 列 空 间 和 行 空间 都 只 依 有 一 
ARHAR, АА ШЕ TR UR, SPEER, HEZE 
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空间 的 基底 是 空 集 ， 

基于 维 数 的 定理 ?27 等 价 于 如 下 定 迎 ; 

2К 01, o, оир, c, wih- HERAV ВО W + 
ЖЛЕ, Шт п, 

证 明 ЖИЗ Ж, Hamen, imna, ARAE 
EHTE, MESE Hm= в, I ui, +, о, EB 
ИК ШУ, ИША», ГДЕ ор, +, отт 


т 


— 
Му at; +++ аы9 „= > Q, jUja 


Iel 


当然 ， 我 们 不 知道 权 &,;， 但 我 们 还 是 可 以 考察 wj; 的 组 合 


си ECW = x c| 5 au, | 
j=l “1 
= pop (9) 


该“ 二 重合 ”的 这 一 改换 次 序 ， 相 当 于 求 定 阵 全 体 元 素 之 和 时 ， 是 
将 先 按 行 加 再 按 列 加， 改 成 了 先 接 列 加 再 接 行 加 ， 

ЖЕН Басу 0, i= 1, 56, т, WA — m x иэ 
ЖУН, {НЕ Тт<п, AMERI FA fesl, o, 
c.)。 将 名 qjscy 一 0 代入 (9)， 得 到 以 该 非 平 几 解 为 权 的 组 合 

cw tew 0, 
RKR Em З ВЕЛЭ, ЖАУ EERTE., RAE, 
ут аут n їй TB yE hiwa, AER Гт= и. 

这 里 的 证 明 方 法 ,与 证 明 2G，R" 中 任何 可 十 (480163 p, E 线 
性 相关 ， 所 甫 的 方法 是 一 样 的 。 事 实 上 ， 更 一 般 的 结果 是 ，k 维 子 
空间 中 ， 个 数 多 于 的 向 量 组 必定 线性 相关 ， 个 数 少 于 的 癌 量 组 
必定 人生 不 成 EK 维 子 空间 ， . 

Урт “АМА” жш, ЖИРДА H Pp А. CERT 
UE- HREP ARDA ЕЈ, 

` то . 


2L YY 中 任何 一 个 线性 无 关 织 ， 者 可 以 加 上 必 有 于 的 向 量 使 它 成 
为 基底 。 

友 中 任何 一 个 母 组 ,都 可 以 去 掉 多 余 的 问 量 使 它 成 为 基底 。 

练习 2.5.10 BER PR Ex, у, 2 足 Y 十 ?十 2 一 0 。 问 
xXx、y、z 记 张 成 的 子 空间 的 可 能 的 维 数 是 什么? 对 每 一 种 可 能 内 出 
—#Bx, у, z. 


l 2 1 
练习 2.5.11 А] | Алтаа KHR 
4 


ER, ЖА АУЕ ТЯН ЛОНЫ ЕР 的 基诺。 

9232.35.12 己 知 VV 的 维 数 为 k ， 试 证 《可 用 对 偶 定 型 2 ) 

i) VV 中 任何 k 个 无 关 向 量 都 攀 成 一 个 志摩 ， 

Qii)、 张 成 VY 的 任何 下 个 向 量 都 铭 成 一 个 苇 底 。 
这 表 镶 ， 铅 和 量 个 数 等 于 空间 维 数 时 ， 基 底 的 两 条 性 质 等 价 。 

练习 2.5.15 求 3 x 3 对 称 年 阵 空 间 的 维 数 和 一 个 基底 。 

练习 2.5.14 试 证 ， 如 果 站 和 环 是 Rs 的 两 个 三 维 子 空间 ， 则 Y 
和 全 必定 有 共同 前 非 零 向量 。 握 了 示 ， 考 碟 这 两 个 空 疝 的 基底 .共有 
六 个 应 量 。 

基于 线性 代 歼 用 诸 的 一 点 注意 ，“ 诈 阵 的 基底 "，“ 行 空 间 的 
秩 ”，“ 基 底 的 维 数 ”， 这 三 各 话 我 们 都 没 使 用 过 。 它 们 是 没有 意 
义 的 。 我 们 用 过 这 样 的 话 ， 行 空间 的 维 数 等 于 算 阵 的 秩 。 


32.4 四 个 基本 子 空间 
前 一 节 讲 定义 ， 没 讲 构造 方法 ， 齐 了 什么 是 基底 ， 没 讲 怎样 求 
出 基底 。 现 在 ， 我 们 从 子 空 间 的 措 述 出 发 ， 讲 基 谋 的 求法 . 
描述 子 空间 的 方式 通常 有 两 种 ， 一 种 是 给 出 一 组 向 量 ， 由 它 张 
成 子 空间 .对 行 空间 和 列 空 间 都 是 这 样 描述 的 . 另 一 种 是 给 出 子 空 间 
所 应 受 的 药 束 。 此 时 告诉 我 们 的 ,不 是 娜 些 向 量 属于 子 空间 ,而 是 子 
空间 中 向 是 所 应 满足 的 条 件 ， 例 如 化 零 空 间 就 是 由 满足 4x= 0 的 向 


a Tl» 


量 组 成 的 ， 方 程 组 ax 一 0 的 每 一 个 方程 狂 是 一 个 欧 训 。 在 第 一 种 方 
Жн ЫА ЖЕТИК, ТЕЙ СОЛУЙ н ЛГ ТЕ ДЕРЧА, ТЕ 
两 种 方式 之 下 都 不 能 直接 写 出 基底 ， 都 要 求 有 进一步 的 具体 方法 。 

读者 可 能 想得到 ， 这 其 体 方法 是 : 根据 消去 过程 中 产生 的 了 和 
U ( 以 及 P 来 求 与 和 有 有 关 的 葵 子 空间 的 基底 。 讲 过 具体 方法 之 
М, Б ИЕ, ЖТ ЗЕ ЖЕР ЖИНИ Ж. 

СӨ r = R, ERIT A лїп pes B ЖИНИ ЇЗ А, 

(11) гаен ет к =т= и, ШЇ EE 226 РЕВ, 或 
АЯ С, ТО ЕА HJE, 

下 而 我 们 对 四 个 基本 子 空 间 逐 个 进行 讨论 ， 这 多 个 子 空间 都 与 口 有 
关系 ， 部 容易 求 得 。 我 计 的 问题 是 描 出 他 们 与 原 给 阵 上 的 关系 。 

l. АВИТ WAHAR, URT ERT 
BERTH EKETA, EREU r 个 非 零 行 。 幸 运 的 是 ， 
关于 态 的 行 空间 也 同样 的 简单 。 

2M ARTZA URTZE, CHEAR Ar, ЛЕА 

同 ， 岗 为 这 两 个 行 空间 档 同 ， 
两 个 行 空间 所 以 相同 ， 古 因为 基本 运算 不 收 变 行 空间 。 新 矩 活 避 的 
每 一行 都 是 原 些 阵 站 的 行 的 组 台 。 纤 还 得 知 ， 王 的 行 空间 包含 在 4 
的 行 空间 之 中 ;又 得 到 口 的 每 一 步 都 可 以 用 另外 的 基本 运算 复原 回 
去 ,办 而 4 的 行 空间 包含 在 驯 前 行 空间 之 中 。 

А йт РАТ 25 Н]. WHL, {ПП ДА АНт{ т {ит — г 
8 з [и] ЫЛЕ, JHI S T ХЕЕЕ E LD НЕШ 
WJ. ИШ, ЗТЯ, MÆR U HIERIE А RNI [Н] Ж 
ЖЕ, ARRE, 

这 一 推理 也 可 解释 前 面 关于 秩 的 定义 。 前面 定 义 秩 + 为 口 的 非 
霍 主 元 (或 非 零 行 ) 的 个 获 ， 并 未 考虑 不 同 的 消去 运算 可 以 产生 不 同 
的 阶梯 阵 品 。 现 在 我 们 知道 了 ， 这 不 同 的 每 一 个 阶梯 阵 的 非 零 行 都 
奸 以 作为 生 的 行 空间 的 此 并 。 所 有 这 些 莫 席 的 成 员 个 数 都 相同 。 因 
此 ， 我 们 可 以 重新 定义 + ; 秩 是 行 空间 的 维 数 。 

. 79 - 


2. 4 的 化 零 空间 ”消去 法 本 来 的 且 的 是 , 把 线性 方程 组 化 简 ， 
保持 解 不 变 。 伍 容 动 求 出 ， 方 程 组 4Ax= 一 和 被 作成 Qx 一 和 , Tü PL ix 
-- 过 程 可 到 还 原 。 由 此 可 知 ， 汪 的 化 零 空间 与 世 的 化 零 空间 相 网 。 
放 个 方程 4x 一 0 给 予 化 堆 空 间 的 本 个 约束 中 具有 个 是 独立 的 。 态 
的 在 何 上 个 线性 无 关 行 ， 或 者 更 确切 的 ， 忆 的 个 菲 零 行 就 是 这 
个 独立 的 约束 。 品 的 ?个 非 零 行为 "个 独立 的 约 东 这 一 л, EER 
们 一 个 求 化 零 空间 基层 的 方法 。 

2N 和 妥 的 化 零 空 间 ( 记 为 :ACA4 0) 的 维 数 是 一? , 它 的 基底 可 
ИЉАОх= ФЕ, Ux=0 中 对 应 于 不 会 韭 零 主 元 的 列 有 一 r 个 自 
HER., KEEK- TARRE., ЖАНН Н Ж 6 
F, НЕРИКАИОх о, н — r КАА (A) 的 Ж 
Ж. 

在 28 后 型 的 例子 中 ， 自 由 变量 是 v 和? ， BRE 


『 一 31 — 1 

р = | ` jo v= 0 
X = : x | =l _ l. 
У = 0 | 0 | У = 1 I 5 | 
, 0 | 1 _/ 


易 知 在 本 例 中 以 及 在 一 般 情 况 下 ， 这 样 得 到 的 向 量 *; 都 十 线性 无 关 
В, Е с.х, Бех, HA о 5с, РЕ У ус, , B 
而 只 在 ec; =c, = 08, 才 育 cyx1 十 Cs%  =0, 这 两 个 和 何 量 张 成 化 零 空 
E, Aaus, Бух. EAR, Kin r = 4 — 2 个 向 量 x, 就 是 基 
JE, 

各 的 化 零 空 间 也 称 为 4 的 核 。 化 零 空 间 的 维 数 简称 零度 ， 记 零 
度 为 ?4(A)， 它 与 各 的 秩 的 关系 是 

VASA (АУ И nr, 

5. Азр ica урут [и] AACA), GREH А МИИ, 
通常 的 函数 了 涉及 定义 ， 定 交 域 ， 值 域 。 值 域 是 函数 值 f(x) 的 
Zik, A EAJ x ANTEE LP, ER, Б 数 (x) = Ах 的 
定义 域 是 R" 的 所 有 向 量 ， 值 域 是 所 有 可 能 的 向 量 A% AR, 

了 3 . 


ATEA =b ОЬ), RRG, IBRAH T RE 
HAET, {Н АШ ДЕ ЖҮН], RERA S ар, EEA 
WERA)". 

RPEN AERA ERE, AAAA, ， 让 
А BIARRA Уу — ARERI, MARA A R 3 E — tT [Н] 
了 。 这 另 一 个 矩阵 是 4 的 转 置 第 阵 47 。 由 于 4 的 列 是 47 的 行 ，4? 
就 是 一 个 n x 有些 阵 。 转 置 把 4 的 每 一 个 元 素 都 变 到 了 e FH P, b 
“镜像 ”位 置 上 《 以 主 对 角 线 为 镜面 ) ADAR., ВЕ, А 
人 
鹃 (477。 邮 把 4 的 行 空间 记 为 47 的 列 空 间 。 这 样 行 空间 就 成 了 Si 
空间 ， 

省 然 ， 我 们 可 以 把 47 化 为 行 梯 阵 ， 从 而 玲 实 上 对 A& 的 列 空间 
BETR, MRTT. ARG NEA, AR k jë 
H. ААТА ВЕ, ЖЕЛТ БЫ, 31072128 A A 的 
m, n Br ERRE BNE, 

贫 强 调 指出 ， 和 的 列 空 加 与 也 的 列 空间 是 未 相 同 的 。 消 去 过 程 
保持 行 宅 间 和 化 零 空 间 不 变 ， 但 不 保持 列 空间 未 变 ， 比 较 一 下 


1 3 3 2 l 3 3 2 
^+ 2 6 9 s | 和 | 0 0 3 1 ] 
一 一 3 3 0 0 0 0 0 


的 列 ， 可 以 清楚 地 看 出 它们 的 不 同 ， 然 而 它们 的 到 空前 的 基底 之 所 
却 有 着 可 助 我 们 利用 的 关 么 ， 这 关系 是 ， 它 们 梅 成 基底 的 列 折 处 位 
置 相亲。 人 锁 如 吕 的 列 空间 的 基底 册 忆 的 第 一 ， 三 两 列 组 成 ， 生 的 列 
空间 的 基底 也 由 4 的 第 一 ， 三 责 列 组 成 。 所 以 有 这 样 的 关 款 ， 这 原 
Н, ЛЕ 0х 0 和 4x= 0 等 价 ， 有 着 相同 的 解 。 根 据 算 阵 Ж 
法 ， 对 每 一 个 解 ，4x 一 0 ,，Ux== 0 都 十 由己 的 列 的 以 关 的 分 量 为 
Н 5, ИШ, АНЕЛЬ, АШЫШ 


ЗФА г, ЕНК Ур 
- ТА * 


应 的 列 也 必 线 性 无 关 ， 反 之 亦 然 *， 在 我 们 的 4 和 也 中 ， 最 后 一 列 
都 等 于 第 一 列 如 上 第 三 列 的 三 分 之 一 ， 第 二 列 都 等 于 第 一 列 的 三 
售 。 

RA, RIERA HERRER TRU KISER 。 
2F 讲 过 了 ， 忆 的 列 空 间 的 基底 由 坪 的 合用 非 堆 主 元 的 列 组 成 。 我 们 
把 这 一 结果 转 到 4 上 去 ， 就 得 到 

20 ” 列 空间 络 (4) 的 维 数 等 于 4 的 悉 ， 等 于 4 的 行 空间 的 维 
数 。 也 即 无 关 列 的 个 数 与 亚 关 行 的 个 数 相等 。 名 (4) 的 基底 由 和 的 
r 个 列 组 成 ， 这 > 个 列 对 应 于 口中 合 有 非 零 主 元 的 列 。 

行 室 间 、 列 空间 维 数 相同 ， 这 是 线性 代数 中 最 重要 的 定理 之 
一 。 常 常 反 它 简写 为 “ 行 的 秩 一 列 的 秩 ”。 对 于 任意 一 个 L0x 12 的 
和 矩阵， 上述 结 果 是 不 十 分 明显 的 。 

为 再 一 次 说 明 忌 的 列 空 间 的 维 数 为 * ， 我 们 考虑 一 种 + = 3 的 
情形 ， 阶 梯 阵 有 三 个 线性 无 关 行 


id, ж + x РЯ » } 


o 0 jd, * + 
U= 0 0 0 0 0 ds 
:0 0 o 0 0 0 
lo o о ó ú O 


我 们 断言 它 有 三 个 无 关 列 并且 只 有 三 个 ， 就 是 含有 非 零 主 元 的 三 
a. Ai, MERDEER AE (8 e. 四、 六 列 》 
Зв, Жии СТА GIEREK, BERZI 
Ж 8 + >Ë 


| Ф: | + | + ` Ü 
е. е 
с; 0 Г“ 0 e а, M 0 
oJ (o: о, lo | 


+ IN E k h Е ЕТАР НЕШ» ШИ БНТ ООН EEA qk 为 
ЖЕЖ, 
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ВТЕ, Заз а 0 得 cs 必 为 零 ， 再 由 号 所 0 得 cs 必 为 等， 
最 后 得 cs 二 0 。 这 就 证 咀 了 这 三 列 线性 无 闫 ， 也 即 它们 构成 基底 。 
Ps А Aro, RINIKA (IE 在 本 全 
ЙЛ ЖИН А ) ne Vd. 2232220 A 853838. 

下 面 我 们 来 讲 第 四 个 子 空 有 S = КФ Ж ЕЛГЕ, {НҢ ЕЦЩ) 
= САТ), РСА), 更 (4A)， 我 们 不 难 想到 这 第 四 个 子 空 
EHA CAT), 

4. A7 的 化 零 空间 CEROT, HE A7y= онар 量 
y 组 成 。 记 即 下 有 的 列 组 成 ， 这 些 列 以 yw ，%a 为 权 组 合 起 来 成 为 
零 列 。 由 于 A7 的 列 是 4A 的 行 ， 我们 可 以 变 A?y==0 为 行 向 其 的 方 
程 

етте |?” 
А 


ЖЕ ЖАКЕ КТ Уу” АШКЕ ЧЕЗ ЫЕ, ABIIT Uy, ++, ya 
权 组 侣 起 来 成 为 零 行 。 
-ACAT) 的 维 数 容 易 求 得 。 人 性 何 一 个 逢 阵 ， 莫 本 变量 的 个 数 加 
上 和 扎 出 变量 的 个 数 都 必定 等 于 总 列 数 。 换 名 话说 
秩 十 零度 一 列 空间 的 维 数 十 化 零 空 间 的 维 数 
一 列 数 。 (10) 
ЯАНА, "Ж т», Тї =] gk = r ， 我 们 
得 到 
r 十 .ACAT) 的 维 数 = m, (11) 
2P Zika Е]. САТ) Орт r, 
为 了 求 得 基底 ， 我 们 考 虞 PA=LU 或 L-' PA 一 UU 的 最 后 ik 一 
r 行为 办， 因此 Lm"!'P 的 最 后 m r 行 就 是 左 化 零 空 间 的 基 谋 ,这些 
FREAR, 
四 个 空间 的 维 数 我 们 都 知道 了 。 现 归 总 列表 如 下 ， 
线性 代数 基本 定理 ( 上 ) 
1. (Ат) = ABAN, Еу r 
* T6 ` 


ЛСА) = АПИЗА ЩЩ, Исул 
(А) = АШУ р, Ё r 
4. AA) 二 下 的 左 化 零 空间 ， 维 数 汐 一， 
练习 2.4.1 如 集 玉 =m ， 则 4 的 化 零 空 间 等 于 左 化 零 空 间 。 
问 这 一 结论 威 立 知 ? 
练 避 2.4.2 试 求 出 习题 2.2.4 中 矩阵 
0 1 4 0 
[ааа] 
的 四 种 子 空间 的 维 数 ， 并 和 攀 造 出 它们 的 基底 ， 
练习 2.4.3 试 求 册 下面 矩阵 的 四 种 子 空间 的 维 数 和 基底 


© га 
А . 


i 2 Ü 1 
a-| ° 1 i | 
1 2 0 I 


练习 2.4.4 试 描述 下 面 征 阵 的 四 种 子 空间 
ото 0 
o 1 O 
оо 11 
lo ú o v 
练习 2.4.5 WIE, ЭШ ТОН ШЫН, AB=0, W 
卫 的 列 空间 包含 在 4 的 化 零 空 间 之 中 。 
练习 2.4.6 Ж, УНА ВЛА КЕТА MERRI BJ 
候 4x=5 才 可 解 ， 如 是 把 5 如 到 4 上 记 成 的 定 阵 .提示 :和 铁 是 列 空 阅 
的 锥 数 ， 方 程 组 当 且 仅 当 !5 在 多 44) 中 时 才 可 解 。 


| O 
A= 
“0 


ADIER 

给 本 一 个 复杂 的 东西 ， 怎 样 证 明 它 是 由 一 些 简单 的 东西 组 成 
的 ， 这 是 数学 上 一 个 基本 课题 。 我 们 看 到 的 下 三 角 矩 阵 工 是 若干 基 
本 算 阵 的 习 积 ， 就 是 一 个 这 样 的 例子 。 现 在 我 们 把 秩 的 天 小 作为 简 
单程 度 的 标准 ， 并 引进 秩 为 1 ， 即 + = 1 зе, Заре 
= 77 ° 


] 

> 

4 | 
р. 
Ж ДЗ НЕ t, Вр ARES TA ШЕЛ 
FEAE.. PRE, ВИТА КПВ 
АЯ 


F © A ТО 


1 

4 
—2—1— 
АХІНЕ хз Шш Аа x 3 年 亩 ， 积 的 秩 是 1 。 我 们 指 
出 ， 该 托 阵 的 列 也 都 是 一 全 列 岗 县 的 倍数 ， 列 空间 的 纵 数 为 1 ， 为 
一 条 直线 。 

任何 一 个 秩 为 1 的 扯 阵 4 都 可 以 分 解 为 4 一 xo7 这 样 一 种 简章 
形式 ， 基 行者 基 同 一 个 行 向 量 o7 的 倍数 ， 列 痢 是 同一 个 列 高 最 区 的 
EET 

最 后 一 节 我 们 讲述 怎样 把 一 个 秩 为 7 ВАЕ ЕАУ ЕВЕ r ARA 1 
的 年 阵 的 和 。 

练习 2.4.7 а, b, cP, Ba> 0, жа, 使 


的 秩 为 1 。 在 求 得 的 @ 之 下 ， 将 4 分解 为 az。 
练习 2.4.8 试 求 出 秩 为 1 矩阵 


2—2 | fı 1 2 
a-f 4—4 | 和 B= з 3 6 
0 Ü 


的 积 4B3。 将 和 4 和 了 旦 分别 守成 wo7 和 wzr-， 并 验 让 积 4B 是 zzz 的 车 干 


» + 


го 


5, REREN Bow, 

练习 2.4.9 xy E КИШИДЕН АНОД ЕТ 2 eR 2 [н], 

MERITE 

MSLSRIJTHZAGE, А ШЕП ЖШН (BA=I), X 
HAWER C AC= 27), WARAN ОНА, Ве В(АС) = 
(BA)C=C, MET LR НЕВЕ ДЕ НАЦИЯ b — ЛУ SE ВЕ Ж Ж 
Жж. ЖӨ И. ВНЛ, ЕРЕ, 34 ВАУ ОВК PI f B) Ez 
КЫ, Arm. 

Ж КЇН гин, кєп, тх п H ЗЕТ 
不 能 多 于 六 ， 无 关 列 的 个 数 不 能 多 于 m 。 我 们 要 证 明 ,如果 к= 
т, ДИЖЕ: Д r= RK ， 则 有 左 道 矩阵 。 在 前 一 种 情况 下 
45<5 必 有 解 ， 在 后 一 种 情况 下 ， 解 如 果 存 在 ， 则 必 唯 一 REF 
FERF, SHURA? =m, Arcen, YW B АЕ И 
ЖЕ, Ах ВЕЕТ: УНЕ 

20 存在 性 ” 当 且 仅 当 和 的 列 生成 R" ， 也 即 一 由 时 ， 组 
Ax 一 p 才 对 每 一 个 b 至 少 有 一 个 解 。 此 时 在 在 一 个 Rn Xmw 右 北 适 阵 
C, WISAC=I,, I 为 机 阶 单位 矩阵 。 只 在 世态 Rn 时 , 才 可 能 有 
这 种 情况 。 

叭 一 性 ” 当 且 促 当 和 的 列 线 性 无 关 ， 也 即 > = и В, Ах 
ЖЬ 至 多 有 一 个 解 。 此 时 在 在 一 个 n x тй В, E 
49ВА=1,, hJ п Wr iñ a EBE, H Em ni, 才 可 能 有 这 种 情 
m 


在 前 一 种 情况 下 ， 一 个 可 能 的 解 是 %Y=C , ЫНА х= Cb 我 们 有 
Ax=ACb= b 。 人 但是， 如 果 和 有 巡 外 的 右 道 矩阵 ， 那 就 将 有 另外 
的 解 。 

在 后 一 种 情况 下 ， 如 果 4x= b 有 解 ， 这 个 解 必须 是 x = BAx= 
B85。 但 是 可 以 无 解 *。 


O 在 “唯一 ”的 情况 下 ， 解 的 个 数 是 0 或 主 ; 在 “存在 ? 的 请 况 下 ， 解 的 个 ЖО 
іо, 
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例 考虑 秩 为 2 的 2 хз MH [EE 


400 
И 
0 5 0 
Щр =т= 2 ,定理 保证 用 道 阵 C fel. TEB 
e. Суз Ë | 
АС = = 
[| cn 0 i J. 
Сз: Саз] 
FKE, ПАЯЗОВ, СЕЛУ 1t E 


m 
£ ° 
c= 1 
° 
"Car Cs, 
这 是 存在 但 不 唯一 的 例子 ， 


作为 另 一 方面 的 例子 ， 我 们 考虑 4 ВЕНЕ ATE 3 x 2 
EE, Жа 2, CENAA ETAREN 
1 O 
T | 


bii Вуз "J: Ü 
05 
bzi фа» baa lo 0 
DE, wei B HRA, EXE, B М СГ Ё 
E, 
这 个 例子 局 示 我 们 关于 构造 BB ，C 和 关于 证 明 28 的 一 般 方 法 。 
下 放 我 们 对 “存在 ”和 “唯一 ”两 种 情况 分 别 进 行 讨论 ， 
(1 1) 存在 ”已 知 和 的 列 张 成 R"， 从 而 秩 (《 列 空间 的 维 数 ) 为 
т. E, рН b 都 可 以 表示 成 4 的 列 的 线性 组 合 ， 当 然 ， 
ЖЕШ Җе,, e, е, ШАБ, РЁ, ЖЛ 一 个 1 一 1.…， 
m, RÖTA E ASR fF Ах, ех, НХ. Е 主 列 的 Xm 矩阵 
Юй, ЖЕТЕТ ЖЕТИ ЖН ЕС, 
AC=A(x,, зе, X .)=(e,, эе, е), 


вл 
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(2) — ВА н ARETE, ЛН, AR HAH 
由 变 证 ,化 零 空间 只 也 会 一 个 0 。 这 样 ,如 果 4xX 一 5 右 特 解 ， 它 就 是 
唯一 的 解 . А ЕА Б АДЕ РЕЗЕ ВАТ, Е 个 有 XX 
тш, Hj: E ИГЕ КВЫ, ME E Fk 28 Р FTP. 这 
样 ， 我 性 就 可 以 对 47 应 用 本 定理 的 存在 部 分 。 从 击 少 AWERO 
为 8 0 存在， 使 得 47Q==J,。 转 置 得 87A 二 1,。Q?7 就 是 我 们 所 要 的 
Лә ЕЕ В. 

р НЕ, Т КН КОА. 把 也 和 C 写成 

В=(АТА)- А? 和 С=АТ(АА?)! 

ЧЎВА=1, АС=1, {Н(АТАУ {ПС ААТ) 的 存在 并 不 那么 明显 ， 
需 衣 加 到 列 空间 上 的 条 御 给 以 保证 。 后 面 3 GEENA 的 秩 为 4 时 ， 
ATARIN, АЖ ут А АТ. 

把 和 看 成 从 民 " 到 民 " 汐 一 个 变换 是 很 间 然 的 ， 任 给 民 " 中 一 个 向 
量 ，4 者 把 它 变 成 R" 中 的 向 其 Ax， 祭 阵 乘 法 规 则 告诉 我 们 4Kcx 十 
dy) 一 c4x 十 d.4?。 这 就 是 说 这 个 变换 是 线性 的 ， 这 是 它 的 最 重要 
的 性 质 。 囊 林 附 录 4 讲 线性 变换 与 矩阵 之 间 的 关系 。 在 "存在 ”， 
Шет, # ЛЕ И Гр, И, А” i b 都 至 少 是 册 
R" 中 一 个 x 变换 而 来 ,Ax 二 5, 值 域 ( 列 空 间 ) 是 Se 4 R". E "ME 
一 ”， 妇 +? 二 hn 时 ， 变 换 为 一 对 一 的 ， 每 一 个 b 至 多 由 RR* 中 一 个 x 变换 
而 来 ,我 们 举 一 个 非 线 性 变换 的 例子 , 变 R :为 R1! 的 函数 y 二 x: 就 不 
В БАЈ, у= —– 4 不 能 由 任何 x 变 来 ， 它 也 不 是 一 对 一 的 ， 辕 
МК y = 4 Ах = ГУ АҢ х = РЕ, Щй У = хэ 
В ВО 0 НВ КЧ — р, ШЫ 
它 的 立方 xs 之 间 的 一 一 对 应 ,也 可 以 说 实数 ?与 它 的 立方 根 》 直 之 则 
的 一 一 对 应 ， 这 里 第 二 个 变换 是 第 一 个 的 《双向 ) 道 变换 。 可 道 变 
换 等 价 于 一 一 对 应 ， 哇 是 一 对 一 的 又 是 揣 上 的 ， 

一 个 长 方 阵 只 能 具有 两 条 性 质 中 的 一 条 ， 不 能 兼 有 田 一 条 ， 
非 线 性 函数 也 是 如 此 ， 习 题 中 村 求 读 洗 举 一 个 这 样 的 例子 。 但 是 
ЗЕТ АТ. теп, ААА Н ЕВ 
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怪 才 有 志 道 出阵 ， 此 时 在 在 就 意味 兰 哈 一， 唯一 就 意味 次 存在 ， 由 
ТАЕ АО АЧ ЕЕ, АЗЕ, ЭТЕ Ау 
Шве СА: AETR ЕЕН НИЦ 的 最 大 值 ，r=- 
т=п, ЖАА, FAA ВЕТА р ЖАТПА ВЕЗЕ Ар 0 ЖАТ 
Р. 

СТ)ЯНКХЕ", АХРЫ, Ах, 

Со), ААХ 0 HRS 0. 

ЕЛГЕ ИЕЛЕ Н Я Ка ТЩ ЖЕ Е АКА НЕ Р ВЧТ, ОСА ИР ВД 
К. ФЛОТЕ АКОН 985, ЕЕЕ А ЗЕЕ. 

{3 )4 的 行 张 成 R"， 

(4 ) 行 线性 无 其。 

(SAIRE E А9: А0327, W PA=LDU, dit 
Q i=], |, n 

(6) {ЕШ ГБ АТ!, IFAARA A= 

(?)4 的 行列 式 非 零 ， 

Св ) 零 不 是 4 的 特征 值 。 

(9 )474 是 正定 的 。 

(DAAT EEZ], 

REE- h h iB УН, HENA Epl. ЕЩ 
т їй, б, ДОУ и 1 ЙДЕ S P(t==0 , ia 
i 阶 多项式 不 能 ns 个 根 ， 这 唯一 性 《 它 意味 着 存在 性 ) 可 陈述 为 : 
任 给 p,，…，b, 都 存在 一 个 # 一 : 阶 揪 值 多 项 式 ， 合 P(t) 二 = b, i= 
1, +, n, ЖЕ, WEPOS x, dx; tF tat), WHARE 
Р(#)5) Hi EJE sÉ у 


Шр т, # е орт: га: -Di 
1 fy Ło e ppm? Е b, 


: : : ;: : =Ë 1 1 
Li nR Boo бз], D 
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ЖАР xen, WEAS. RIRA, В 4Ax 一 0 只 
Трах о RA, PG+)= 0 只 在 Ps0 时 才 有 可 能 ) 得 4 非 
Зр, ШАХ РЕА, Ш И ЛОН. ТАТИ 
ЖАШАШ ТУА, ETAF., 

HRE, АЗРА, ТАТРИ ЫЕ, {ПЫ ЕН ЇН. БИЖ. 
我 们 不 仅 可 以 对 任意 的 b 解 Ax=b， 亩 且 可 以 对 ой А7у= с, 。 后 一 
方程 组 素 自 完全 不 同 的 应 用 。 假 定 我 们 寻 冰 状 如 


[1да Уу) 


BR ilay tas, MAENT АА НОНУ О) ДРЈ, 
仅仅 根据 na 个 点 处 的 值 来 选择 系数 mm， 这 样 得 到 的 数 值 公 式 不 可 能 
对 所 有 有 的 冰 数 都 适用 ， 旧 可 以 对 所 有 的 nz 一 1 阶 多 项 式 f 一 PP 都 适用 。 
ые, f=t, ++, Fest 的 近似 公式 ， 我 们 有 


ауу 


f ауу, 


1 
j {аре у: e у^! 
1А 


RERS Н) сз АТУ, БЕТЕН, AUTA 求 得 系数 y，。 
从 男 一 个 角度 看 ， 我 们 说 因为 # 一 1 RENAR An- 1 4848, В 
近似 积分 公式 存在 

练习 2.4.10 和 完 造 一 个 非 线 性 函数 py(%》， 是 一 对 一 的 ， 但 不 是 
瑞 上 上 的， 再 构造 一 个 非 线性 函数 ， 是 山上 上 的， 但 不 是 一 对 一 的 。 

练习 2.4.11 当 且 仅 当 对 4? 唯 一 性 成 立时 ， 对 4 存在 性 才 成 
立 ， 反 之 亦 然 。 试 解释 ， 这 是 为 他 各? 

练习 2.4.12 А =(1 1 0)， 试 构造 妨 和 A7 的 所 有 可 RENJEN 
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RARR. 
52.5 亚 交 向 量 和 正 交 子 空间 
木 节 第 一 步 先 求 向 基 的 长 .在 二 维 情况 - ,打量 x 的 长 上 x% 站 等 于 


一 个 直角 三 角形 的 冬 进 长 (图 2.44)。 直 角 三 角形 余 过 长 的 计算 公式 
Ba |x | taxi xš, ERAU Pythagoras RH tri i 


图 2.4 —++ц= 0 E 65 E. 
ЕАН P. Врха (ху, Xi, xa) 是 一 个 长 方 体 的 对 角 
线 《 国 2.45)。 长 方 体 对 角 线 的 长 可 以 通过 两 次 应 用 Pythagoras 公 


式 求 出 ， 先 求 出 底面 对 角 线 O4= (|, х,, 0 ) 的 长 , 得 OA 一 
mia. D4 与 坚 校 人 0，0，xs ) 构成 直角 三 角形 【在 04，4B 所 决 
定 的 平面 内 ) 0&B， 它 的 斜 边 08 就 基 向 长 %, 洒 用 一 次 Pythagoras 
公式 ,得 
| x | ®==ОА°+ AB: =x x1+xš, 
推广 到 n 维 商量 x=(%,，…，%,) ， 得 
|x = xi x, (12) 
ШК р ШЕЕ | x | S My BEF Jy NR TR, RES, JLi 
上 这 相当 于 应 用 了 pa 一 1 次 Prthagoras 公 式 ， 每 次 维 数 增 1 .在 一 
维 情况 下 ，r= 1 ， 向 党 长 等 十分 车 x; 的 绝对 秆 ， 
给 了 我 们 两 个 向 量 x 和 yy 图 2.5)， 人 怎样 判断 它们 垂直 与 否 虽 人 % 
` 也 可 阴 是 级 及 人 给 出 的 ， 上 后 来 Pythagoras 给 出 了 征明 。 


= 84 ° 


х: 


x 
В 2.5 ых, Ex- YAA sp R = JJ 
也 就 是 说 ， 正 交 人 性 的 判别 准 刚 蚌 什么 昵 * 在 二 维 平面 内 我 们 可 以 用 
三 角 来 回答 这 一 问题 。 对 R" 中 情形 ， 我 们 也 可 以 从 x，2 所 张 成 的 平 
面 入 手 进 行 讨论 。 在 这 一 平面 内 ， 如 果 #* 垂 直 玫 >，xY，? 就 构成 一 个 
直角 三 角形 ，Pythagoras 公 式 
áx] + уй = j| x—yl (13) 
就 应 该 成 立 。 利 几 公 式 (12)， 得 到 (13) 成 为 
CF 
HARA 
Caite Ех у—2(хуу, tee Fay, d t (y2+ etri. 
RF. 8х, yE, MAIRIE, Mo 
Xx iy (Too х,у. = 0 (14) 
《4) 可 以 写成 一 个 1 хл» (ITET ) 与 一 个 n x 1 EE 
(ПЫ у ) Ех? | 
NI y= RN) [уу =x,y Ау 
| | (15) 
У 
ЖИН 319014) 5 Жу, ЛУНЕН Л, МЕСЕ, 


都 要 用 到 这 一 霄 达 式 。 有 了 时 称 它 为 两 个 省 量 的 纯 量 积 或 点 积 ， 记 为 
(x ，y) 或 x'y。 我 们 称 它 为 内 积 ， 并 使 用 沁 号 x”y， 


. #5 > 


2R ху — хум JL 仪 当 甚 
РАВА" ШЖ э 


RUHRI КЕ, РАЛАТ у хїх= x pe Бх, = | x 
| EERE- KEER, FARE AE 26 АЈ 
HE, r= 0 GR PAARE, 

练习 2.5.1 Ж х=(1, 4, 0, 2)", y=(2, —2, 1, 3Y7UJ 
长 度 和 内 各 。 

我 们 已 经 证 明了 x 和 y 在 而 且 只 让 共 内 积 为 零 肝 才 正 交 。 下 一 尼 
将 更 详细 地 讨论 内 得 *。 下 一 章 杰 做 的 事 还 有 。 对 非 正 55 向 量 进行 
讨论 ， 用 内 积 给 由 内 积 空间 中 祭 弱 的 定义 ， 用 内 和 确 宏 两 个 向 是 之 
向 的 夹 角 等 。 本 节 所 讲 的 虽然 也 还 吓 四 个 子 空间 ， 但 要 探讨 的 性 质 

ІЕЕ, 

Hi, 2151635627 пра ЛАНО, ЗЕ Бо, + 
vs， 和 如果 彼此 正 交 《 其 中 任何 一 个 都 与 其 余 的 每 一 个 正 交 ) ， 则 必 
线性 无 关 。 

证 明 假定 clo 士 … 十 ceos 一 0 ， Ж NAN Нн, 的 内 积 ， 得 到 

u T(e,u + deo ) 0,700 (16) 
Hi Fu, ++, vE, (1693080 0 u,?eí0 =0, ВЕЛЕ ИНД 
ЧЕ, uo 5-0, Ас, = 0 hu ЖЇК Мо, U 都 得 到 
cF, ARER, оу, се, о ЮНАН ТОКЫ} АИ NR, 
这 就 证 得 了 它们 基线 性 无 奖 的 ， 

К°З ДАБАН Re, с, еда EE KUU ERSE, È 

们 是 单位 矩阵 的 列 ， 它 们 构成 R' 的 最 简单 的 基底 ， 它 们 REM 
位 向 量 { 长 度 都 为 1 ，1e 目 = 1 ) .上 几何 上 它们 大 坐标 町 上 的 点 。 
将 该 贺 量 组 旋转 就 得 到 一 个 新 的 正 变 级 ， 狐 的 一 组 后 此 正 变 的 单位 
癌 基 。 在 平面 上 ， 吧 二 给 情况 下 ， 这 一 旋转 产生 前 两 个 正 交 调 量 为 

u = (со55, 5180), u,=(—sin0, cos2) 

&5)2.65.2 MÆ R" 中 先 举 出 一 纽 线性 无 Z; IB ПЕЛЕ} 
TETEE TEEN 
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疝 量 ， 从 而 就 证 戎 了 上 述 定 理 的 道 定理 不 成 立 。 再 举 出 一 组 彼此 正 
变 但 砂 是 线性 无 英 的 向 瑟 ， 从 而 说 明定 理 中 非 堆 这 一 条 体 不 可 雯 。 
练习 2.5.3 АТЛЕТ, ЗЕЛА ЕЛЕКТ, 如 果 互 可 
垂直 ， 则 斜率 的 积 为 一 1 。 试 将 这 一 点 应用 于 和 问 量 x= (x,, х, ) 
у= (у, у), EKR EA: 7x1 和 yy/y1， 从 而 再 一 次 导电 
EXA тус 0 
练习 2.5.4 MAIE, ТЕЛЕ] B RERE t ДЮ}, 
练习 2.5.5 指出 下 列 向 量 中 正 变 的 对 


® “м 
r 1 4 r 1 
| 2 0 一 1 
Я ЫЕ 4p д 
l 0 1 


92.5.6 WARBER pC, 1, DMO, —1, OREX 
Eren. JAA EA T a aR Е ДЕР? —. 4 
彼此 正 交 的 单位 向 量 组 。 


正 交 子 空间 


下 面 我 们 来 讲 子 空间 的 正 交往。 在 一 般 的 三 维 空间 内 ， 可 以 用 
过 原点 的 直线 或 平面 表示 子 空 间 。 极 端 情况 的 两 个 子 空 间 是 单个 的 
原点 和 整个 的 空间 ， 子 空 疗 40)} 与 一 急 子 空间 都 正 交 .一 条 直线 与 
另 一 条 直线 或 与 一 张 平 面 都 可 以 正 交 ， 但 平面 与 平面 不 能 正 交 * ， 
全 空间 R* 具 与 0} 正 交 。 在 ns 维 空间 中 基本 定义 是 


25 7 和 多 是 同一 空间 R 的 两 个 子 空间 。 如 果 站 的 任何 一 全 向 
量 s 与 瑟 的 任何 一 个 耐量 w 都 正 诡 ， 也 即 wzw 一 0 对 所 有 的 和 全 都 
зл, ЖКУ ТИИ Е ЈЕ2 А, 


例 УНО =U, 0, 0) Яо, =(1, 1, 0, 07 生 成 的 平 
m. МУ Нау = (0, 0, 4, БЕ АЕ. НА. 与 v :，vs 都 正 


‚ИА АСЕ s KRE ЕИ ШЕ P, пат 定 名 它们 不 是 ! A 
AB uB BLS I ЛЕН TA EM ЕЛА» H we 
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з, НЕМ ЕСРИ Е 26, 

练习 2.5.7 ХЭА, КОК, TES Hy, ws 
所 生成 的 平面 出 与 WY 正 交 。 理 求 一 个 v8， 使 得 由 zi ，vs， Us 生成 的 
ZETTA h R REWE, 

练习 2.5.8 斌 证， 如 果子 空间 Y， 殉 正 变 ， 则 它们 共同 的 唯 
= J АЕР, ШУП М = {0}, 

В {ЕЗЙ ПЕ ARE ASHER. ФПИ, MEE Е 
үр АМ: Ае е [н] т, BT C ЧГ = [н]. лян АТ 入 
RITZ, HAAR p., SPREA јар, [ЖОМЕ 数 外 ， 

重 间 的 事实 是 他 们 正 交 。 

2T ХЕ mx n А, ROPER RIA (А) 5 ti= Bl 
(ADER; R": hZ {ЕЁ САТ) Ја СА) 17, 

ШЕТІ 设 w 是 化 堆 空 间 .A4) 中 任何 一 个 向 重 ， 风 Am 一 0 
该 方程 组 可 展开 成 

Wi Ü 


ісе 
Aw= | 0 (17) 


Хра Wad 0 
ЖООК ИО, -DARA R, Mh Е РАНО ВЯ 7, 
或 者 说 正 交 于 4z 的 第 一 列 。 第 二 个 方程 开明 w 正 交 士 As 的 第 二 列 ， 
类 挫 下 去 ， 得 w 正 交 于 4? 的 每 一 列 。 从 而 w 正 交 于 由 这 些 列 所 生成 
的 整个 空间 ， 忆 即 正 交 于 A7 的 列 空间 的 每 一 个 向 量 z。 这 对 化 零 空 
间 的 每 一 个 w 者 成立。 这 样 ， 我 们 就 证 明了 .A (ALECA). 

定 现 的 第 二 部 分 是 .人 (A7) 1 纹 (4)， 这 不 过 是 把 第 一 部 分 用 
FA? (前面 证 明了 第 一 部 分 对 任何 矩阵 都 成 立 ， 当 然 对 4 的 转 置 盾 
阵 也 成 立 ) 。 我 们 换 一 个 方式 ， 考 虑 左 化 零 空间 中 的 ?， 那 么 ， 从 

КИИНЕ 0-0) 


і R 


我 们 得 到 ? 正 交 于 4 的 每 一 列 , 从 而 它 也 就 正 交 于 这 些 列 的 每 一 个 组 
. 88 - 


合 ， 岂 即 - 久 45 中 的 每 一 个 ?与 锅 14) 中 的 每 一 个 ww 都 正 诡 。 

证 明了 我们 不 有 愉 疝 其 考 虑 ， 而 是 鞠 体 地 进行 证 时 。 作 为“ 拙 
象 ” 与 “具体 ” 扒 吾 方法 煌 对照 的 特例 ， 从 比较 中 读者 会 获得 益 
Ж, ЖШ S ОРЕ ТЕН НДЕ, ТЕЕ L 

HE wJ P.C (A), oj Tap At) А Aw=0, WHEA 
* 把 0 写成 v= 47x《( ERP p, од АТ 2) 0, Жз, `", 
SEER), МП 

мтр 7 ( Ах) = (w! А х= (AW) x= 0 x= 0 , 


(18) 


B BARR.. НЕ 


0140 0140 
А == — [I 一 
0280 60003, 


Jt t p|, Ои Нанна, МЕКЕН 
1 解 Cx 一 0 ， 我 们 得 到 三 个 向 基 ， 它 们 村 成 4 的 化 零 空 间 的 基底 


1 о. 0 
o| =a |0 
18 ро 
ol oj ul. 


талаа Е РАЙТ. 

4 的 列 空 间 是 一 维 的 ( 行 的 秩 一 列 的 秩 ) ,由 Ж ж 1 | 张 成 。 
另 一 方面 ，A4 的 行 的 组 合 产 生 可 的 零 行 ， 织 全 的 系数 构成 化 零 空间 
的 向 量 。 由 (一 2《 行 19 二 (1)( 行 2)==0 知 y” 一 (一 2，1 ) 属于 
左 化 零 空间 、 定 理 断 宫 它 正 交 于 列 空间 


【一 2 1) | 
|, 


现在 我 们 要 求 读者 再 多 一 点 而 心 。 化 零 空间 正 交 于 行 空间 ， 这 
是 当然 的 。 但 这 话 未 完全 ,. 除 -人 (A4) 的 向 量 正 交 于 行 空间 之 外 ， 还 
应 可 上 一 和 名 正 交 于 行 空间 的 向 量 宅 在 -人 (4) 中 ,化 零 空间 由 Ax= 0 
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的 所 有 解构 成 。 

2U 定义 ”给 定 Y 是 局 的 子 空 间 ， 风 由 正 交 于 Y 的 全 体 向 量 所 
构成 的 空间 称 汶 站 的 正 变 补 。 记 为 ' . 

л, а ИСА) САТ) ВЕЗЕ ИСА) = 
(#САТ УУТ, Б, БАА, Та НСА) ТЕПЕ T 4.38 
ж#н] АГЕ, А ДЕН ВАЧ, ОТЕ АХ 0 时 ， 我 们 考 
虑 的 是 行 空间 ， 求 的 是 正 痰 于 行 空 闻 的 向 是 * 的 全 体 ， 现 在 要 反 过 
来 ， 假 定 尺 " 中 其 向 量 的 z 正 变 于 化 零 空 间 得 不 属于 行 空 间 ， 那 么 拒 z 
作为 A 的 额外 行 加 上 去 ， 这 使 行 空间 扩大 但 不 改变 化 誉 空 间 。 可 姑 
我 们 知道 有 六 定 的 公式 r 十 (n 一 让 一 n， 或 着 

行 空洞 的 维 数 十 化 零 空 间 的 维 数 二 Ж}, 

因为 加 上 新 行 不 改变 等 式 中 后 两 个 数 ， 从 而 第 一 个 数 也 就 不 再 
能 改变 。 鱼 论 是 正 交 于 化 零 空 间 的 向 量 全 都 在 行 空间 中 ， 受 (047 ) 
=(P CA). 

[Г] ЁШ) ЕЖЕН TA, RIERA НЕЕ В. RAA must 
SIERRA А ТЕЛКА. Хай БЕБИ T SR EIN SK EA 定理 的 后 半 
部 分 。 前 半 部 分 给 出 了 出 个 基本 子 空间 的 维 数 ， 包 插 行 空间 的 维 数 
与 列 空间 的 维 数 相等 ,现在 我 们 知道 ,它们 不 仅 重 直 , 并 互 为 正 交 补 。 


2V 线性 长 数 基 本 定理 ( 下) 
W (AY=(22(A))1:, ФАТ) = LALA), 
САТ) = (Ф@(А))\!, (А) =CAN LAT. 

最 后 一 个 等 式 表 明 , Ax 二 bp 当 且 私 当 b 正 交 于 .A(A7) 时 才 有 解 ， 当 

且 仅 当 #5 正 交 于 转 警 齐 次 方程 组 479 一 0 的 每 一 个 解 y 时 ， 8 才 在 列 

空间 中 。 


ЯН, ТИРА рУ ЯДУУ АГЫ КОЈЕ, ТОЛЕ ТЕ 
交 补 。 在 三 维 空间 中 ，(1,0,9) 生 成 的 直线 VV 正 交 于 (0，0 ，1 》 
生成 的 直线 WW， 但 不 等 于 W*。W 的 正 交 补 是 一 个 二 维 子 空间 ， 
含有 全 体 状 如 (x ，x:，0 1) 的 向 量 。 直 线 V 只 是 多 :的 一 部 分 , 它 的 
维 数 趟 够 大 .如果 维 数 够 大 ， 则 两 个 正 交 子 空间 必定 互 为 正 交 补 , 行 
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空 向 和 化 零 空 间 就 是 维 数 驶 大 的 进一步， 如果 你 =Y! ， 那 就 保 
证 了 维 数 合 平 要 求 ， 也 就 有 VV 二 W+。 如 图 2.6 所 示 ， 空 间 被 分 成 了 
垂直 的 两 部 分 V 和 W , 


Е 2.$ 空间 只 ?的 正 实 和 分解 


到 2.8 所 吉明 的 定理 为 

如 采 Y 和 琵 是 尽 " 的 子 空 间 ， 那 么 下 面 的 每 一 个 条 件 都 保证 它们 
互 为 正 变 补 ， 

《1 多 一 【全 由 正 挛 于 Y 的 全 体 向 量 组 成 )。 

《2 )y=W:( VH ESE FW BJA КЕ), 

(3 VSIWSAIESE, НУ ЕЕ ЖЛ БУУВ Арн, 

这 三 个 等 价 条 件 中 只 要 有 一 个 满足 ， 每 一 个 向 量 * 就 都 可 以 玲 
一 地 分 解 为 x*=v 十 ww，v 和 让 分 属于 VV 和 W 。 分 解 成 的 两 部 分 ， 也 即 
ПУЛУ АЗ ТЕУ, отур р, 

РПА ЖАУ — Ej- ЖО SER ТЕРИ 
作用 。 前 一 节 得 到 了 四 个 基本 子 空间 指 维 数 ， 特 别 , (725 RA) 
和 列 空间 及 (4) 的 维 数 都 是 rz。 本 节 完 成 了 给 这 四 个 子 空 间 定向 。 
R" 中 的 两 个 王 为 正 痰 补 ，R* 中 的 两 个 也 互 为 正 交 补 。 图 2.7 是 对 算 
阵 刀 的 作用 的 一 种 表示 ,任何 一 个 向 量 x 都 可 被 分 解 成 ,十 x,, ЭЕ. АЛЕ 
行 空间 向 量 x, 为 询 空 间 中 向 莉 Ax, 二 Ax, 变化 零 空 间 分 量 %, 为 登 *。 
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x, Ах, "dr 


图 2.7 АЕТ 


2W Ма ра бар Яа ЯЕ Ар АЈ, s m iS, ГИ), 
Jiem PRAA КЪК ТЕ], 3EB FLOR +T а B]— d 
Ж, 

证 明 216 ГЈ, ЕЛИП T Ax. ЛАА, + 
x。，x; 和 zx, 分 别 属 行 空间 和 化 零 空 间 АХ, = Ах, РА. = Ax=b, 
从 而 得 到 5 来 自行 空间 的 x,。 如 果 丰 男 外 一 个 向 量 x, ， 也 属于 行 空 
H, BAE Ax’ r=b, I A A(x, 一 x',) =b 一 b= 0 。 这 是 说 ， 
Xr 一 xX/ , 既 属 于 化 零 空 间 又 属于 行 空 间 ， 这 使 得 它 正 奖 于 自已。 因 
EERE, х, =x, 

许 阵 4， 当 它 可 以 被 理解 为 共 基 个 r 纵 子 空间 腻 447) 到 另 一 个 
维 空间 过 (4 的 变换 的 时 ， 它 是 可 道 的 。 作 用 于 正 交 补 -f (A), А 
EREM., BH, АТА БЛУА, MAORA 的 十 道 变 
Ў. APERE A EARDER, A FALHA Ax, MARERE 
(RAE З.А НН F, E A ADE ) EAn, 


* ВПЛ КЕШЕН Л — r AS {ЕЛЕ T 空间 。 МАЕ 
MEREREZH, WATEA, цат. 


HaT kA TAREA EE рир, HRANU, олет ы] ру Жл Жн j, #F3y 
ERA LAT) 
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练习 2.5.9 求 旧 向量 ( 1，1，2 ) 和 (1，2，3 BEBE 
的 平面 的 正 交 补 ， 求 法 是 用 这 两 个 向 景 作 有 4 的 列 ， 和 解 4 一 0 。 我 
们 记得 记 求 正 交 补 是 一 条 直线。 
练习 2.5.10 构造 一 个 齐 次 方程 ,未知 至 的 个 数 为 3 ， 解 为 商量 
《1，!，?2) 和 (1，2，3) 的 线性 组 侣 。 这 是 上 上 一 题 的 反 间 题 ， 
全 这 两 个 古旧 实际 了 上 是 一样 的 。 

练习 2.5,11 线性 代数 的 基本 定理 ,常常 Fredholm A АЖ 
Жу. ХРЕН ЛА ць, HEA 

(з )Ах= (2 )АТу= 0, урт 0 
中 必定 育 一 个 ， 并 且 只 石 一 个 月 解 。 换 铝 活 说 ， 或 ЖЬ 属于 列 空 间 
HACA), REA (4) 中 用 3， 使 得 y72 关 0 „ЖЫ ЎА АЕ 
化 零 空 间 分 量 ， 就 得 到 一 个 所 要 的 ?。 

练习 2.5.12 Ж 

18 | 
А == 


114 
的 化 零 空 间 的 基底 ， 并 验证 它 正 变 于 行 空 间 。 帝 定 x=(3 ,3 ,3 )， 
试 将 它 分 解 为 行 空间 分 量 x, 和 霉 空 间 分 车 x%,。 
练习 2.5.13 试 让 VV 十 WW 的 正 交 补 是 玉 的 正 交 补 的 全 的 ТЕЛКА 
的 交 ， 即 (十 W)?2=V+ 人 NY!'。( 现 个子 空 间 的 和 的 定义 见 2Y ) 
练习 2.5.14 A EALA REE, FARERNE, AH 
E2. TAA RAAE HE THEE. 


RRERSERER ER 


H2 SARRA АН ЖИЕ ИЛЕ K Kirchhoft( 3828 8 у 
定律 ， 
Сз 7) 芷 一 节点 处 流入 和 流出 的 电流 强度 的 总 和 都 相等 。 如 在 节 
点 工 处 7 一 了 十 1。 + 
《2 ) 每 一 闭合 回路 中 压 降 的 和 都 为 零 。 记 下 沿 得 导 方向 的 还 降 
Ек, МА, ，4，3 为 顶点 的 三 角形 网 MON, WERD 
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B 2.8 ШЖ 


#E,+E,+Es= 0. 
sI EBE IN SY Жый лох Ж E te, MIRRA bl р Bl h 
画 法 《节点 的 连接 方法 和 第 号 的 方 岛 ) А ТАЛИЯ BJ, {Ң АҢЫҢ 
《 或 电池 ) 的 大 小 而 改变 *。 节点 之 闻 的 连接 可 由 网 络 的 关联 矩阵 
完 金 表达 出 素 ， 关 联 矩 降 每 行 对 应 于 一 个 节点 ， 每 列 对 应 于 一 条 支 
路 ， 每 一 列 中 十 1 和 一 1 分别 表示 节点 为 支 路 的 起 点 和 终点 ,图 
2.8 所 示 网 络 的 关联 拢 降 为 
1 0 一 1 1 0 0, 节点 1 
—1 1 0 0 1 Q | 节点 2 
M=| о-у 1 0 0-1) 节点 3 
0 0 у-1-1 1] 节点 4 
我 们 看 M 中 对 应 于 节点 1 的 第 一 行 。 一 I 表示 节点 1 是 支 路 3 的 终 
点 ， 两 个 十 1 染 示 节点 1 AEK 和 4 的 起 点 。 出 Kirchhoff 第 
一 定律 外 下 = 下 十 用 征 阵 把 这 一 点 表示 出 来 就 是 : 沁 6 个 电流 
所 构成 的 列 癌 量 为 了 ， 则 MT= 0 。 这 是 一 个 合 6 个 未 知 数 四 个 方程 
的 方程 组 。 


* RARR, Kichholi Ek PREE”, ЕИБ = IRENE 
的 补充 。 
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HAERERE К, RAETH A ! 的 电位 
P= 0, ЖМ Rim] Anai, IAEA ВНЕ ) 的 压 降 为 电 
{ү жЕ=Р,—Р,„ BLER, BAA. BEE 
表 承 为 ,任何 一 条 支 路 上 的 压 降 P, 一 忆 , 禾 等 于 该 支 路 所 对 应 的 列 乘 
上 电位 向 量 p。 由 列 的 构造 我 们 知道 该 支 路 所 对 应 的 列 上 ， 节 点 ;处 
为 十 1 ,节点 j 处 为 一 1 。 找 各 访 说 压 隆 FE 是 M7p 的 分 基 ， 

这 样 ，KKirchhoff 定 律 就 可 雇 莘 单 地 陈述 为 ,I 在 计 的 化 零 空 间 
中 ，E 在 计 的 行 空间 中 。 由 于 任何 对 的 这 两 个 空 凶 都 正 交 ， 从 而 我 
们 就 证明 了 电路 理论 中 的 Tellagen 定 理 ，E”I 一 0. 

A ”假定 我 们 把 一 个 20 伏 特 芍 电 油 接 进 第 一 支 路 ,产生 电流 了 1。 
ВОИ, пор УА З 流 回 ， 一 半 通 过 节点 4 流 回 ， 不 
EHER, = 9 ДЕТИ ААК = 5, 我们 可 以 验证 上 二 
2 ,一 Js 一 一 1 一 1, 二 1 。《 注 意 ， 稍 导 指 向 随意 ， 它 只 是 给 电 
路 标定 一 个 方向 ,1 一 一 1 表示 世 的 流向 与 入 号 相反 ) 电流 通过 底 
部 电阻 记 产 上 生 的 压 隆 为 二 IR 二 10《 伏特 ) ， 通 过 电阻 2 ，3 ,4. 
5 所 产生 的 压 降 都 是 5 伏特 ， 总 压 降 等 于 电池 的 电压 2 伏特 ， 可 见 
基 尔 答 赤 定律 是 泣 中 的， 电流 数值 是 对 的 。 

练习 2,.5.15 ЖИК ЕЕЕ, ЕР, = 0 ， 求 电位 
Р,, Р», Pae ШИЕТІ = 0. 

练习 2.5.16 试 画 出 关联 矩阵 
: 1 0 O—i 1 0 
І-т 0 0 0 0 1 

0—1 1 ü —1 0 

й 0—1 1 0—1 
所 表示 的 网 络 。 设 在 支 路 1-3 中 接 入 一 个 6 伏特 的 电池 ， 又 设备 支 
路 的 电 限 都 为 1 ， 求 各 支 路 上 的 电流 I MERE, 


k 


М = 


"а ОБ + 


$2.6 FÆ AtA AE E y RA 


本 章 的 目的 是 讨论 线性 方程 组 4Ax 一 5。 前 面 每 一 个 新 的 概念 和 
定义 【 纪 揪 向 基 空间 和 线性 无 次 ， 菇 底 和 维 数 ， 秩 和 零度 ， 内 积 和 
EA) 都 尼 为 着 这 一 讨论 面 引入 的 。 下 面 我 们 回 过 头 去 看- 下 这 些 

概念 之 问 的 另外 几 种 关系 "。 

RIPER ITECA ARACHAR ARR, MEAT 

空间 或 两 个 矩阵 之 间 的 关系 。 这 坚 关系 大 包 都 很 简单 。 我 们 要 看 
的 第 一 种 关系 丰 

2 X ”如 果 V 和 W 是 某 个 向 量 空 间 的 子 空间 ， 部 么 它们 的 ЖЖ 
也 关 该 空间 的 子 空间 。 

证 明 是 简单 的 ， 设 x 和 和 x%: 属于 YY 门店， 也 即 它们 既 属 于 Y 又 属于 
W, JZ H VJIW ЖУЖЕ ЛЕГЕР л [Н], Ri 得 知 x 十 x 和 ex 也 都 既 
BA FV+ ТҮ, ЛШ РУЯТ НЛ, JLA L YS ДЇ AAN 
个 平面 ( 或 R" 中 十 个 超 平 疝 ) ВОЛЕ 5 [а], # R E 697601 
空间 的 交 也 是 子 空间 。 

例 1 从 个 正 交 子 空间 Y 和 镀 鸠 交 是 子 空间 {0}。 

例 2 nxn 炬 阵 的 金 体 是 一 个 向 量 空间 ， 视 上 三 角 和 矩 阵 全 体 和 
下 三 角 炬 隆 全 体 为 它 的 子 空间 VY 和 斌 ， 则 VY 和 全 的 交 Yun x п] 8 
阵 全 体 。n Xn 对 角 短 阵 的 全 体 当 然 构 成 子 空 间 。 АРДЫ Н Ж ЖШ ЕЁ 
条 上 一 个 数 得 到 的 仍然 是 对 负 和 矩阵 。 

з 设 P 是 上 xn 算 阵 和 4 的 化 零 空 间 ， 研 古 1x nn 矩阵 B 的 化 零 空 
5]. ШУ ПУЈЕ ШАКЕ ВЕУ ВТ АБ ВЕ 


ДЕ 


{ЛЕ = 18, 证 ; 设 x 属 十 C 的 化 零 空间 , 则 当 且 仅 当 Ax= 0 Н. Bx==0 


。) 2 区 和 2 YM жек E ЖЗ RB ЕЛАТА E 5 着 理论 上 的 需 
8, OPERATERA. 
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时 省 有 有 Cx 一 0。 

Ha Biv, 是 RR 中 的 一 个 向 量 集合 ,考虑 全 有 这 一 集合 
的 雇 有 有 子 空间 ; R" 是 这 种 子 空间 中 的 一 个 《和 伍 一 个 岂 野 窑 间 部 是 它 
自己 的 子 空间 ) ， 还 可 以 有 身 氏 的 这 样 的 子 空间 。 认 有 这 些 子 空间 
的 全 体 的 变 是 含有 所 给 加 其 的 最 小 子 空间 ， 这 最 小 子 空 间 是 赎 v，， 
tu PERITZ, 

WAE TA REDERE ТЁК ЕҢ PRH ER eE 
Trap, KHAR ERA, AATE {нй У UWA 不 
Х-Р Ы), ФЕ ERER x 381 y gh, ПЕН aR -— F 
于 空间 ,但 是 它们 的 着 不 是 于 空间。( 1,0) 与 (0，1) 的 和 
既 趟 在 < 轴 上 也 不 在 了 和 轴 上 。 企 难看 出 ， 除 非 一 个 子 空 量 含 于 另 一 
个 之 中 ， 和 否则 酒 个 子 衬 间 的 并 己 不 为 子 空间 。 一 个 含 于 另 一 个 之 中 
时 ， 它 们 的 并 《与 上 大 站 一 个 重合 也 是 一 个 子 空 间 ， 

这 里 我 们 也 还 基 吾 拒 两 个 子 空间 合 在 一 起 ,但 沽 虚 的 不 是 它们 
RJE, MEAE EWES H., 

2Y RV RW AAE АТ 2 ЇН], METH 是 该 
空间 的 字 空 间 ， 和 六 十 镀 由 所 有 可 能 的 x=v 十 Ww 构成 '，v 和 了 加 分 别 
ДЕУ EW ERARI Ы, 

V +W. EE H V ШМЕК ЖЕНУ FO B. EENAA V AW 
的 最 小 空间 。 关 办 和 了 了 轴 的 和 是 整个 x-? 平 曾 ， 一 个 二 维 平面 和 
一 条 不 在 该 平面 上 的 几 线 的 和 基 一 个 三 维 空 间 。 

HS АРИУ AWENE}, WEN VAWR", 
Ser 都 是 它 在 了 中 的 射影 z 和 它 在 W 中 的 射影 WW 的 和 ， 

He ШУ. wiht. FS BEBE Pre EIN, ШУ 十 W 是 
全 体 和 矩阵 所 成 空 阅 。 每 一 个 矩阵 都 可 以 写成 上 、 下 两 个 三 角 答 阵 的 
各 。 写 法 有 多 种 ,因为 对 角 线 的 琅 法 不 唯一 ， 

BT БУЛА 2 нр, РЕ В А] 25 а], У + 
УААН О=(А BRAZAL У-У ТТРКЕУ 的 维 
нуу НОД, ВУ siw W ШЖ, (НРК 
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(V +W)BJ#Ë B = ООЁ (19) 
HARRERA, ПУЕ ОК ЛИЕ, {ЙЕН T 3 
оі, сз, Uw), +, w, ERRIA T E BJP BJ ЕЛЫ, 
HRA, е, сурду, е, wR Ж — 1° 
和 相等 是 不 够 的 ， 莫 至 这 两 个 空间 相同 ，Y ==WW， 它 们 的 基底 也 可 以 
EREL 
BARRIA ERARA, tt, Ur, Wio е, ил P BU AERE 
о, Жщо йиз 8.170), 我 们 将 证 明 ， 由 这 一 化 零 空 馈 的 
基底 可 以 导出 Y 门 克 的 基底 ， 姑 果 是 这 两 个 空 刹 的 维 数 相 问 
(VV) 的 维 数 二 .AOCQ) 的 维 数 . (20) 
独 (19) 与 C20) 两 式 相 如， 香 
(УБ) AO ПУР) А = О ЕК О а ВЕ 
这 是 一 个 重要 的 公式 。 从 对 四 个 基本 子 空 间 进 行 的 计算 , 我 们 知 
道 秩 加 .上 零度 等 于 列 数 。 具 体 到 这 里 ， 日 的 列 数 为 所 十 L, Wk 等 
ГУРИ И, 1 等 于 义 的 维 数 。 从 而 我 们 得 到 
(V +) ИЕ К+ (СУ | W) ПЕ 38 
= V RE Sk L W BJ Ж (21) 
这 也 是 一 个 有 用 的 公式 ， 
例 8 ЕТ=Ж BE B] V 和 WW 的 维 数 都 是 n(n 十 1)/2， 爹 体 
n x n 算 阵 所 成 空间 VY 十 WW 的 维 数 为 4?， 对 角 引 阵 所 成 空间 V nW 
的 维 数 为 xn 。 和 作为 QQ21) 的 一 个 例 了 于 我 们 有 sn: 十 n=n(n 十 1)/2 十 
nnt1)/2. 
现在 我 们 对 (2 人 过 行 证 明 。 此 处 更 注重 的 是 证 明 技 巧 ， 而 不 是 
实 味 计算 。 这 是 本 书 中 级 有 的 一 次 。 将 一 个 空间 与 另 一 个 相 比 较 ， 
从 而 引出 该 空间 的 性 质 ， 在 这 里 是 导出 有 用 的 公式 (21)}， 这 种 比较 
法 本 书 中 也 只 用 了 这 么 一 次 ,首先 注意 8 的 化 零 空间 是 Rtt: 的 子 空 
间 ， 商 站 让 丈 赴 有 "的 子 空间 。 我 们 要 证 明 的 是 这 两 个 空间 的 维 数 
相同 ,方法 大 做 下 面 的 对 应 关系 将 两 个 空间 进行 比较 ， 
对 昌 的 化 零 空间 中 的 任 一 向 是 x ЗЕ ЕРУ Ох 0, Bu 
°“ 98 . 


xat FW 二 从 


或 
x 9 i i bi 

жоК, ШЕУ 中， 石 问 在 WW 中 。 从 而 它们 所 找 天 的 周 
Boy V WE. ARI T.C (Q) rh 65 x ЧУ N W У — [н] 83 
一 种 对 应 。 易 知 ， 这 种 对 应 关系 经 过 加 法 和 数 乘 保 持 不 变 ， 世 即 如 
果 x 对 应 于 了 》，x! 对 应 半 y ， 则 十 了 对 应 于 x Hy, cx Ж] pz T 
ex’ 。 进 一 步 我 们 知道 VY 广 剑 中 的 每 一 个 ?> 都 来 自 .A GD) 中 的 一 个 
而 有 是 崔 一 的 一 个 x， 攻 可 题 2.6.5 y, 

这 是 两 个 向 量 空 间 同 构 的 一 个 极 好 的 例子 。 这 是 不 相同 的 两 个 
空间 ， 但 对 各 种 代数 关系 来 说 ,他 们 是 完全 一 样 的 。 可 以 完全 对 应 
起 来 ， 线 性 元 关 组 对 应 于 线性 无 关 组 ， 一 个 中 的 基底 对 应 于 另 一 个 
中 的 基底 。 由 此 知人 也 们 的 维 数 相 竹 。{(207 和 (21) 的 证 明 世 就 完成 
了 。 这 是 代数 中 常用 的 方法 ， 把 具有 基 些 相同 点 的 两 个 未 同 对 象 看 

是 一 样 的 。 数 域 和 《 有限 ) 维 数 都 相 局 的 任何 两 个 空间 都 恒 [А 
构 . 银 (QD) 和 站 分 表面 上 差别 这 么 大 的 两 个 空间 ， 可 以 被 看 成 
ЖАҢ, УХШН ЕЛАН], 

例 9 ШУИ ЕН 


4 2 0 0 
Q= o 3—6 0 
ооо i 


HARA ЛТЗ Е ЕЈ, ЕК О ЕЗИ О = U , 让 由 变量 
( 没 在 主 元 的 列 ) 是 第 三 个 、 因 而 第 一 、 二 、 四 列 张 成 了 十 本 ， 它 
的 叭 数 为 3 ， 它 吉 应 该 是 R 。 为 得 到 7 阴风 ,我 们 先 算 出 8 的 化 零 
空间 ， 令 自由 变量 xs 一 1 ， 用 反问 代入 法 求 得 基本 变量 为 x .,= 0, 
X,=2 , xm 1„ Q,= 0 的 这 一 个 解 为 x 二 (一 1 ,2 , 1, 0), 
ERA (Q) УУ П W Z [А] КУ IPE] Et У 

y 一 (一 二 (第 一 列 ) 二 (2 )( 第 二 列 ) 
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ЖАУ ПАА, 

练习 2.6.J 让 全 体 4 x 4 НЕВЕ ТҮ Н, АЛАЙН T E 
HAV, ЖЕ: аууу, ЗА 2 T 空间 VY 十 W 和 YY 个 
TV 十 WW 的 成 员 是 上 Hessonberg 算 阵 ， 请 验证 公式 (21)， 

练习 2.6.2 BEV П 10), Wh (21)15 ЖЯ] (V 十 W) 的 维 
BTV ау еи ЕЛМ ВНЕ З, ТАЛЕ У р Н Гр МЕ 
ERR хои, Ито ЕУ, АЕ На, НАЙ, ЯП ДЇ 
x=” tw, WAWES, мер", ТЕКНА F, H TV D 
人 = 一 10}， 称 YY 十 你 为 了 和 你 的 直 和 。 首 时 记 直 和 为 了 个 。 严 交 
了 空间 的 和 司 为 直 和 ， 作 和 何 两 个 子 室 间 ， 如 果 堆 风量 是 它们 唯一 的 
JAHE, MARETE MAAE N, 

练习 2.6.5 人 概 定 下 尽 出 分量 为 (1 ,1,0,1) 和 (C1,2,0， 
3) 的 殉 疝 量 张 成 的 。 试 求 子 空间 多 ， 使 Y ФК, Б У 
见 练习 2,6.?， 

练习 2.6.4 Vilo,=(1,1,0,0), 2=(1,0,1,0) 3 
成 ,WHO 10.1)，ws 一 0.0.1,，1) 张 成 , 试 求 和 
V + УЛЫК. ARIY A иШ ПЫ. 

ЪЫ2.6.5 Bi *V ПИРУ ОКН (О) 中 唯一 
К" РАКЕ y 给 册 求 唯一 可 能 的 x 的 方法 ， 


积 4B 的 基本 空间 

前 面 我 们 讨论 的 是 成 对 的 子 空 间 ， 现 在 我 们 转向 讨 论 盾 阵 的 乘 
积 。 对 目 阵 乘积 进行 讨论 时 ， 我 们 把 兰 眼 点 提 识 了 一 层 。 提 高 到 了 
行 并 量 或 到 向量， 而 不 是 傅 跟 于 单个 元 索 ， 乘 积 4 具有 4，B 所 
其 有 的 一 些 性 质 。 有 时 我 们 不 天 虚 可 以 张 成 能 反映 整个 舌 降 性质 的 
子 空间 那么 多 行 或 列 ， 
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丰 ，B 和 有 AB， 它们 各 自 者 有 这 个 基本 子 空间 。 我 们 去 讨论 的 
主要 问题 是 ， 这 些 基 本 子 空 间 之 间 有 着 念 样 的 关系 。 这 些 关 系 中 菇 
紧 的 让 四 个 。 播 一 钉 ，A ，B 和 AB 都 可 以 是 算 形 的 。 

OABL RZA GA B EHLE B], 

. NAB EN (B), 

(Ci)AB 的 列 空间 含 于 有 的 列 空间 ， 

(АВ) (А), 

САВИ ВА ПАИ |Ы, 


A C(AB)7 EAN (AT), 
GOABR GANES T BM, 
ACABE RCB"), 


证 明 是 很 简单 的 | 

G)#Bx=0, ШАНХ=0, KMA (B) 的 每 一 个 元 素 都 在 
A (ABP, WEN СВ) Е (AB) 

Giit b ABAAA з [в], ЗЕЕ А A АВх=Ь, JE А 
Шу=Вх, Ш Ау = b, 1816 ÆA 的 列 空间 中 。 这 就 证 明了 
S(AB)= (А), 

ШНА ERRA, АВ ЕУ] ОЕ A BJ И] 05 
线性 组 会 。 

СН) Н T (ABY = ВТА", WB, AHO P ЮА, B, 这 第 
三 条 就 成 了 第 一 条 。 

tivr)? 类 似 地 ， 第 四 条 就 成 了 第 二 条 。 也 可 以 由 矩阵 滋 法 直接 导 ， 
H. АВЖ i TE B ЯЛ GNA, ЩЕКАХ ЖАШ S ¿i? 的 
WR. ЮЕ АВТ х |] & P B 的 行 空 间 ， 

练习 2.6.6 WREN, (1) АВИ EZER EA FA 的 
化 零 空 间 ,，《ii)4B 的 列 空间 不 一 定 含 于 了 3 的 列 空间 。 

推论 ” 黎 ” 和 零度 "满足 关系 

(ADELA), r(AB)-.Zr( н) (22у 
УСАВ):22>у(в) (23) 
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4B 的 列 空间 售 于 和 的 到 空间， 而 秩 等 于 列 空间 的 维 数 ， 出 此 
Я 91А В) СА), ЖШ, 用 (үз #1 8 2! САВ) 
r(B), С) atan Ж АП (23). 注意， 我 们 没有 试 
ELR4EULOCABXZy(A), АКА ХЕЕЕ ERY. 

练习 2.6.7 IRAY Tr GREEN Пу Н РЕ, vOAB) 可 以 
АТСА), 

上 述 甘 系 有 一 种 特殊 的 应 用 。 设 各 为 一 个 各 X n ДЕ, ЖАИ 
ЗЫ РА= РО ( iZA= PILU ) 。 我 们 知道 上 的 最 司机 一 + 行 全 为 
零 ， 把 这 全 为 零 的 行 去掉 ， 余 下 部 分 为 + xn ER, WEU (H 
т 等 于 wm 时 ， 就 不 存在 为 零 的 行 ， 此 时 可 =U ) 。 现 在 我 们 来 看 
ЕЕЕ 


лошо], (24) 
Ü 


PLI REM- r 别 是 与 U ЇН НО 9 96 ТОНЕ, PQ ЇЇ Ri 
可 以 把 这 mw 一 + 列 也 去 掉 。 记 剩 下 部 分 为 工 ( 实际 上 应 为 P- 工 7) 。 
工 是 P71 的 前 7 列 ， 这 样 去 掉 (24) 中 为 零 的 部 分 我 们 得 到 一 个 新 
的 分 解 式 4 二 LU， 
由 关系 Ci 让 知 44 一 工 世 的 列 空 间 包 含 世 的 烈 空间 。 我 们 又 知道 
А 的 列 空 间 的 维 数 为 x 。 荆 只 有 ?7 列 ， 它 的 列 空 间 不 可 能 更 大 ， 从 
而 得 知 这 两 个 列 空 间 是 相同 的 。 工 的 列 空 间 导 4 的 相同 ,可 的 行 空 
间 与 4 的 相间 ， 
练习 2.6.8 试 将 矩阵 
-[° +>] 
A= 
0280 
分 解 为 & 一 天 百 ， 并 验证 工 的 列 拓 4 的 列 空 间 的 基 谨 ， 
练习 2.6.9 ”将 矩阵 换 成 


© b = © 
O Фф N о 
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月 做 上 一 题 ， 这 里 用 到 置换 府 阵 己 。 
#312.6.10 САРЕ АРАТ, ВЕЕРА = 
ОЧЫ ЖОН ААО RI, ШЕ 


I 3 3 2 
A= 2 6 9 5 
—i—3 4 9 


的 秩 为 ? 。 试 梅 造 出 它 的 三 和 QU ， 将 它 分 解 为 个 秩 为 1 ERER 
Яп, 

ЕЕ bat Л.т САБЕ {Е Н E 4T) ЯП ЖОЛ, ЎЇ 
C 也 可 以 保留 原 有 的 列 ) ВАО РЕС, ЖС 的 秩 我 们 有 

2Z йпхпӘ[ АШ Ыт, Ш 

(让 每 一 个 子 阵 C ЮЕ. 

(i) 至少 有 一 个 r x r WJ PE, АЙДАШЫ. 

证 明 ”我 们 分 两 步 将 4 化 为 如 。 第 一 步 保 持 列 数 不 变 ， 只 从 人 
ЖЛ ЕТ С 的 行 。 记 这 个 中 闻 矩 阵 为 B， 则 B 的 行 空间 最 然 仿 
于 六 的 行 空间 。 从 市 B 的 秩 志 不 的 苇 一 + 。 第 二 步 从 互 中 去 掉 不 食 
Tenn. С] 22 а В 37] E Ia, 从 而 C н< в ERS 

GES. 

为 证 Gi 让 ,假定 8B 十 由 和 丰 的 rr 个 无 关 行 构成 的 ， 那么 B 的 行 Б 
间 的 秩 为 + ， 了 的 列 空 间 的 秩 也 为 + ， 再 假定 如 是 由 互 的 > 个 无 关 
JRA, MWACHIE Ar. ДТС О hr. GE 
完 ， 也 即 每 一 个 牧 为 ? RRRA — г 的 非 奇 异 子 矩阵 。 

例 10 ”我们 再 一 次 考虑 秩 为 2 的 3 ха 

л 
ШШ s 26 sene з) 
一 1 -3 3 0! 2 9 I 
ABS 3 x 3 子 拭 降 中 只 有 CC 是 非 奇 异 的 ， 其 余 的 全 是 坷 异 的 。 

该 定理 不 值得 过 分 强调 。 表 面 上 看 它 有 些 象 上 节 末 是 的 定理 

2 WW，2 人 是 一 个 重要 的 定理 那个 定理 说 ， 每 一 个 4 都 旦 一 个 从 
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A= 


它 的 + 维 行 空间 到 它 的 ? 维 列 空间 的 下 道 变换 ， 六 两 个 空间 和 一 个 
ТАА, ЧАРИ ИИ ОЕШ, ИЖЕ 
定理 只 是 一 个 求 可 道子 矩阵 C 的 门 题 。 求 得 的 CC 也 并 无 件 各 特 中 的 
地 方 。 在 其 体 的 例子 中 可 以 有 很 多 个 男 好 的 rf 阶 可 道子 矩阵。 从 本 
定理 中 我 们 得 到 的 种 航 匹 和 的 一 个 新 的 乱 价 守 义 ， 悉 是 最 关 非 奇 这 
ТРН ЕГ. 


1 2 


3 
练习 2.6.11] *a=| | orrara, 


3 6 9 

“Fm ЛУ 38 ЕЗЙ н р ЫШ, ЖШТШ НЕШ ДЕЛ 

练习 2.6.12 Wa, BAD Amx идин x m Н ,‚, ncm, 
试 证 它们 的 积 4B8 是 奇异 的 。 

练习 2.6.13 ІАЕСА + BOKSA H+H ВЕ, 

练习 2.6.14 BA САВ) =. ОВ), ARER У Е TZB) 
LETA (A) WEY = 0. 

练习 2.6.15 BRAAI EDP, WEARER У. 177 
ТЕАТ В, фк, АГА :与 48 的 积 应 用 2 Z 中 的 关系 (i)， 

83J2.6.16 “FIS IH jk 2 x 2 ЖЕ в Br 31 pç 65 pu 28: [6] Et 25 ја] 
Y。 设 4 是 一 个 特殊 的 朱 阵 ， 按 每 一 个 2 x 2 ЕВ ВРЕ 成 AB 
这 样 的 方式 进行 变 疼 ， 则 8 变 成 它 贞 已 。 如 时 4 可 道 ， 则 该 变换 没 
ТАЕ а [а], ЕЛУ И: (С AB= 0 ) 是 第 阵 B= 0 ， 


Ü 
GOE A = | ‚ ||. ott etpp as Qan AB =n 


所 有 的 吾 记 成 的 空间 ) ， 并 求 出 它 的 维 数 【《 HERE SE iF. Th OR JE 
АЮ ИЕ), 
GRAHAM EHA (КОБ раз р, ШЕП {КОШЕ АЛ ДТ 
1 0 
кеш, вде, ‚ |. Saman), энин 
к СЛЕР Н, ТО А ПОК), ЮША SE = УЕ 
数 。 
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2.1 RR TENPE TERT, = zs = rga 


1 2 0 z 1 
A f- 1-2 1 1 1 
1 2-8 - 7-3 
ТАЖ АТУ БЕТ Ж F KO Ts ЛУНЕ, 
2.3 MÆR ЫА RSU H FEM, ж ЖШ От £ £ ЕВ 
с1,0,0 7, Со, 1,0 Со, о, ЧЕ, 
2.4 ОКНА ФРЕЕ F Z [ul 


001 
< 
111 


2.5 ВЕТА, ДИЕ НС 0 зт, 
2.6 ИРЕ, ЖОЙ ЗУ ЗЕ O DJ. 
СОТА лү, o о РУУ 5, WS ДУ Ер т. 
«ноу REEN ЗГ E ij Н) 22 Д БЕЛЕ s ñ, 
"О Ак= Ду, == y, 
чу) A 的 行 空间 有 堆 一 的 基底 ， 可 以 册 化 和 为 阶 撞 阵 的 方式 求 出 来 。 
(YY) 若 方 阵 和 的 列 线 性 无 光 ， 则 .42 的 列 也 毛竹 无 闫 。 
2.7 试 求 出 A，B，C 它们 渭 自 前 四 个 巷 本 子 空间 的 基 诬 ， 
12- ro 0 1100 

4 | ,J ер, „] © L 1011 

2.8 ЖШни+о+и= lL, иеше 2 ЕЕ 


2.3 共 行 空间 包含 C1 1 127, 其 化 零 空间 包 合 [C10 027, [АРАШ 
РЕЛЕ ТЕ? 


2.10 求 出 正 变 于 《 1,2,4,1) 300 2,9,8,2 0) ЕТ, 
2.11 RR (0 1.2,1), C0,1,3 8 (C 3,.,7,0 ма ly T Rs 
所 的 同一 张 平面 上 ? 如 给 是 ， 请 准 志 正 父 平 这 张 平面 的 一 个 向 县 。 
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2.12 Ar= b, DS HI b ТЕКА КТАН Anf, ik 
ARMA Ma 
2.13 WRON F Piy fE ЕГЕТ 
111 x, 24 fill ктуу yê 
EJERE EH 
зт xs 4- 811 =a бо, 
2,14 @ & (1,1,8), (2.8,6 ff. 1,4,8 RR S HRR? 
的 一 个 基底 ? 
2.15 斌 求 出 年 阵 4， 使 4z= b 的 解 的 个 数 为 
DORI, 决定 于 b，; 
di 1 о, Ж РЬ; 
(HD 0 800, HETH, 
ОУУ, Fb Ek 
2.16 МЕНЕН Fe утап А е 
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第 三 章 ” 正 交 射 影 和 最 小 二 乘法 


£ 


53.1 内 积 和 转 置 


我 们 已 经 知道 两 个 向 量 %x 和 ?了 的 内 积 是 一 个 数量 *7 оу. ІЕМ. 
我 们 感 兴趣 的 仅仅 是 此 内 积 是 否 为 堆 。 换 和 旬 话 说 ,两 个 向 量 是 否 臣 
正 交 的 。 现 在 我 们 将 允许 内 积 辐 以 趟 为 零 ， 也 就 是 说 ， 夹 能 可 以 不 
其 直角 ， 并 将 解释 内 积 与 炎 角 的 关系 。 在 第 一 节 里 ， 我 们 将 腊 清末 
内 积 与 转 置 之 间 的 联系 。 在 上 一 章 中 ， 转 置 是 由 把 抢 降 如 薄 烤 饼 一 
样 番 转 一 下 而 得 到 的 。 而 这 一 节 则 必须 把 它 解 释 得 更 严格 一 些 。 

如 果 我 们 也 试图 园 述 一 下 本 章 的 其 余部 份 ， 那 么 一 个 不 可 回避 
的 事实 是 正 交 的 情形 是 晤 最 重要 的 ， 假 设 在 3 维 空 间 中 给 定 一 个 点 
b ， 我 们 希望 求 出 它 色 一 条 给 定 的 直线 ， 例 如 : Ца 的 方向 的 
直线 的 距离 ， 也 就 是 说 ， 我 们 要 在 这 条 站 线 上 找 出 一 个 点 了 т 
距 间 最近。 那么 ,正如 众所周知 ,连接 这 样 一 个 点 了 与 加 的 直线 (图 
3,1 中 的 虚线 ) 一 定 与 原来 的 问 量 a 相 番 直 。 这 个 事实 使 我 们 能 找 
出 最 近 点 了 ， 并 求 出 它 到 6 HER., RAER a ñi b 不 是 正 
交 的 ， 可 是 问题 的 解 却 自 然而 然 地 引进 正 交 性 ， 

如 果 我 们 给 定 的 不 是 一 条 沿 a 方向 的 直线 ,而 是 一 个 平面 ,或 
者 更 一 般 地 给 定 R* 中 的 一 个 任意 的 子 空间 S ， 情 形 是 一 样 的 ， 课 题 
仍然 是 求 子 空间 S 中 的 一 点 了 ,使 它 距 点 最 近 ， 面 且 访 个 Apt 
仿 然 是 b 在 这 个 子 空间 中 的 碾 影 。 当 我 们 由 8 点 出 发 副 一 条 直线 与 
SEEN, РАЙХА УТА А К. ШЛЕМЕ, 
KERTA b Pj-f sz al S ZER R E T A Ы ЖА B5 lB) 8 nu АЈ š 
||. BEEREK JU Ala] Ж ВЕ B РАА, 

CR DRR ТЕЗЕ БЕУ ЛИТР ҖЫ Щ puq 
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9 3.1 


COMA ft, WETER S АЛЕ 
IER ES TERA ) 95 RA E DU, MATT 
КК ШЕ 

СЗАО ОЯТ, 是 否 有 一 种 使 用 这 个 公式 来 确定 了 点 
的 数值 上 稳定 (numerically stable ) 的 计算 方法 呢 ， 

昔 酚 个 问题 的 回 管 当 然 是 肯定 的 。 我 们 的 课题 ， 有 虽然 了 止 此 只 是 
出 几何 的 术语 来 表述 ,但 它 恰恰 是 甘于 一 个 用 最 小 二 笋 法 解 起 定 方 
BAAS. HE b 式 东 由 一 系列 的 实验 和 调查 所 给 出 的 数据 ， 由 于 
这 焉 实验 或 调 咨 包含 有 不 少 的 误 闭 ， 以 致 在 给 定 的 子 空间 中 不 可 能 
找到 这 组 数据 。 换 名 话说 ， 我 们 不 能 把 b 表示 成 子 空间 5 中 的 一 个 
丫 量 ， 因 为 我 们 所 过 到 的 方程 组 是 不 相 容 的， 因此 是 无 解 的 。 这 样 
Ж, ДАЯ УОН ЛХ р ТЕУ КЕГЕ ЕНЕ, ЈАУД ЕЕ 
ВОДО ВЕТ", 

эй шй, Бї. ЯЯ АК p КОЛТО ра, MER 
Д ОЧЕВА А. ТЕА Е. ТЛ Л 
МИАТ Ф Јн ДБ, М НЫЕ АРА Л 


ТОЕ ОРЕН В, 


— MU M: ( PK 323 2 PL 
ТКА Ы р 
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说 的 内 积 与 灾 角 的 关系 问题 联系 起 米 ， 所 幸 的 是 ， 在 投影 到 一 个 高 
维 子 空间 时 ， 只 要 这 个 子 空间 是 革 一 组 基 所 给 出 的 ， 关 于 p 点 的 公 
式 则 仍然 保持 有 简单 的 形式 。 这 书 然 也 是 最 重 灾 的 情 浆 。 它 相应 于 
FEADR. RRE 8 3.2 中 去 解决 。 这 样 还 剩 下 两 种 
可 能 性 要 特别 加 以 注意 ， 

Са) 5 是 由 一 个 张 成 它 的 向 进 组 来 描述 ， 但 这 个 向 量 弓 是 
线性 相关 的 。 这 种 条 件 的 放宽 导致 了 确定 点 公式 的 失效 。 虽 然 点 
D 作为 距 b 最 近 的 点 仍然 是 唯一 确定 的 ， 但是， 作为 一 组 线性 相关 
生成 元 的 组 合 它 可 用 未 同 的 方式 米 表 示 。 了 于 是 为 把 它 表 为 一 种 特殊 
的 组 合 ， 就 要 求 石 一 种 进一步 的 法 则 ,而 这 种 法 则 引导 我 们 在 $ 3.4 
中 引出 矩阵 的 广义 道 知 阵 来 。 

(b ) 假 定 描述 5 的 向 量 组 不 仪 古 线性 无 关 的 ， 而 且 相 蕊 正 交 ， 
在 这 种 非常 有 利 的 情形 中 ， 关 于 了 点 的 公 武 变 得 特别 简单 -- ШЖ 
际 上 思 为 在 一 条 直线 上 射影 这 种 简单 的 情形 ,而且 致 值 计 算 世 局 梯 
变 得 简单 了 。 这 个 事实 提供 本 如 下 的 想法 ， 应 该 预先 准备 一 组 基 ， 
使 得 它 的 元 素 是 两 两 正 交 的 。 任 何 一 组 基 都 可 转换 成 一 组 正 交 其 ， 
在 $3.3 中 将 描述 这 个 简单 的 “Gram-Schmidt 过 程 ” 它 可 实现 这 
个 正 交 化 。 

ТАА АТ, р, БЛ тр К 
到 数值 稳定 ? 由 于 下 列 的 理由 可 知 ， 这 个 间 题 不 是 那么 容易 的 ， 子 
空间 5 是 由 一 组 张 成 它 的 向 量 来 刻 划 的 ， 如 果 这 些 向 量 非 常 接近 于 
线性 机关， 那么 在 数值 上 确定 它们 是 千 相 关 ， 事实 上 是 不 可 能 的 。 
换 名 话说 ，S 的 维 数 《 无 关 向 量 的 个 数 ) 是 很 不 稳定 的 ， 从 而 使 得 
ГЕТА р 本身 也 是 不 稳定 的 。 在 少数 特殊 情 JE di, S 3,2 
的 “正规 方程 ”是 求 p 的 她 简单 的 方法 (而 Gram-Schmidt 正 交 化 
或 者 8 3.4 中 的 奇异 值 分 解 则 是 最 可 靠 的 ) 。 


内 秀和 S$chwarz 下 等 式 
现在 我 们 青 簿 到 六 积 和 实 前 的 讨论 上 来 。 读 者 将 很 父 就 会 看 到 
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小 大 夹 贡 本 和 导 而 是 性 角 的 余弦 与 内 积 更 直接 地 联系 背 。 央 此 ， 为 了 
Вен, АЫ е, Е АЕ ПО ПЕЕ. СА 
3.2) Вада 与 x нн, н Та Еа 也 就 是 三 角 
形 OQaQ 的 身边 的 长 度 ， 因 此 角 a КЕЗ АЗДА 


ie 一 一 2 a= y 
sin | а |! COS | a f 


这 个 事实 对 b 及 它 的 相应 夹 角 也 是 村 的 ， 1ЕЗЕДЁЪ,/ ЬН 86 
是 bu/ | bl. ЖЛЕ, HA 0 角 就 是 8 一 0 ， 它 的 余弦 可 出 三 角 恒 等 
式 得 出 ， 


cos0= cos · cosa+ sinf’ ва үү АР 


(1) 
在 这 个 公式 中 的 分 子 恰 是 & Pj БОШ, АНП ДЖЕ 
=, 
зА IE Bi F p] 8 2 |Н] ЗЕ 03 25 32 JE: 


eos түтү (2) 


В тё. b) 


>> 2 * (01,03) 
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请 注意 ， 这 个 公式 当 忆 相差 一 个 非 零 常数 倍 时 仍 是 正确 的 ， 如 果 b 
的 长 度 扩 天 一 伴 ， 则 分 子 和 分 母 都 扩大 一 倍 ， 因 此 余弦 信 不 变 。 另 
一 方面 ,政变 b 的 符号 ， 则 cos8 的 符号 随 之 改变 ,因此 夹 角 改变 
180°, 

注 ， 在 三 角 学 中 还 有 一 个 定理 ,余弦 定理 ， 它 也 直接 推出 模 间 
的 结果 。 它 不 邵 € 1) 中 的 公式 那样 不 易 忘 记 ， 但 是 它 与 任意 三 角形 
三 边 的 长 度 相 联系 ， 

16—01] = |b] + 1012—2001 ` lal + cosh (3) 
моти, ЖЕНЯГА БЕН, АЕРО н П Т, 表达 式 
16-а | пру (ьа) (ьа), РАСЗ ) 式 成 为 

b'b—2?2a"b+a!fa=b'b+ala—2] bl] - lal cosh 
НУГЕ rB Bl ise Bi ЕАО, ASW RNS 3] kuyak (2), 
ЖЭ: БОЙЫ T 维 空间 中 的 余弦 定理 ， 因 为 我 们 仅 须 涉及 平面 
三 角形 Oop ， 

现在 我 们 希望 找到 射影 点 了 。 这 个 点 必定 是 给 定向 量 g 的 某 个 
全 数 P 二 xa， 因 为 在 这 条 直线 上 的 每 个 点 都 是 a КОЕ, B 此 问 
题 在 于 计算 这 个 系数 忒 。 为 此 我 们 所 需要 的 全 部 就 是 下 述 JL 何事 
R, b SREAP = хак азга. 


(b— ха) а, Жа хХа)= 0, REN = ар . 


а 


šB 点 了 在 由 向 量 & 张 成 的 直线 上 的 射影 ? РААН 
p= z a (4) 
H X ЯЕ ВОВЕ 5 ( 的 平方 ) 是 


z = -ee f amb Jara 
1 


a a'a 


bh T š 
— С (a (ат bE (5) 
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RARA RMR., EJAT PRILA E, ) 。 


LIARA ИЧИРЕ, АЖЕ ЗЕН ka ERR 
FA CARRADA REKEL T {ШНЕК ЗЫ РАЖ 
的 ， 它 记 等 价 于 所 请 三 让 趟 等 式 ， 见 练习 3 ,1.1)。 这 个 结果 本 壬 
看 上 去 荆 不 密 是 关于 一 个 点 到 一 条 直线 的 卫 离 ， 也 就 是 bp 到 XxX a 之 
间距 离 的 公式 (5 ) 的 一 个 附带 的 推论 。 这 个 距离 以 及 这 个 距离 的 平 
方 肖 定 大 于 或 等 于 零 。 于 是 ，(5 ) 的 分 于 必定 是 菲 负 的 ，(b76) 
(aTa Cab ?之 0。 如 果 在 两 边 帮 加 上 {ab)*， 然 后 取 平 方 根 ， 


结论 可 改写 为 下 列 形 式 ， 
С ” 任 柯 两 个 向 二 都 满足 Schwarz 不 等 式 
lh < 1а]. Hbl (6) 


ЊЕ. 按照 公式 (42 )，Schwarz 不 等 式 贾 按 之 比 恰 是 jcos 由 。 国 
ARE RREME’ 1 之 肉 ， 一 1 委 cos9g 失 十 1， 这 就 给 出 
(6 ) 式 的 另 一 个 证 明 一 -一 而 旦 在 某 种 意义 下 是 更 容易 理解 的 证 明 , 
岗 汶 余弦 是 非常 熟知 的 ， 但 是 我 们 强调 我 们 的 证 明之 简明 性 ， 它 只 
相当 于 对 方程 (5 ) 作 机 械 运 算 。(5 )? 式 左边 的 表达 式 非 仙 ， 而 且 黄 
至 当今 后 我 们 对 向 量 的 长 度 和 内 积 吉 入 某 些 新 的 可 能 性 时 ， 它 仍 保 
持 非 负 。 于 是 45 HRUNA LEFI, АЛОХ НМ 
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知识 ，Schwarz 不 等 式 就 被 证 明了 *， 

有 最后， 还 应 该 咎 出 , Се) знав ач НАИ ЗЧ ра 的 信 
式 。 首 这 种 情况 下 ，5 与 了 点 重合 ， 从 让 点 与 直线 间 的 距离 ( 5 ) 25 
零 。 


реи 


HERNE HEHE., HHA., ATERA EAHA 
W Ex ЗЕБ 01940, А ДАТАТА ЧУКА ТЈ 
11. ИИЙ, АТ i GA] PERERA, i) 638. 

(AZ), = (А) (т) 

转 置 有 一 种 更 深刻 的 含意 ， 它 来 源 于 它 与 内 积 的 密切 联系 。 事 
实 上 ， 这 种 联系 可 被 用 米 给 出 转 置 的 一 个 新 的 而 且 很 抽 义 的 定义 ， 

šD 转 置 47 可 以 由 下 列 性 质 来 确定 ，4x 与 ?的 内 积 等 于 x 与 
有 A?y 的 内 积 。 形 式 上 ， 这 直接 表示 为 

(Ах)Ту=<=х? Ат у= хТ( АТУ) (8) 
这 个 定义 有 两 个 含意 . 

《这 它 告 诉 我 们 ， 当 用 其 它 的 方式 来 定 尺 内 积 时 ， 转 置 应 该 E 
样 变动 。 这 一 点 在 复数 情形 中 具有 重大 意义 ， 这 种 新 的 内 积 将 在 5 
5.5 中 给 出 ， 

(ii 它 使 我 们 可 以 不 经 过 对 上 和 吾 的 各 个 元 素 的 所 有 下 标 进行 
讨论 而 直接 计算 有 滋 积 48 的 转 器 。 这 个 法 则 完全 等 价 计 道 符 阵 Ву ЎА 
知 的 法 则 (4B) = BT'A 1, 

ЗЕ AB 的 转 置 是 这 些 转 妖 按 相反 次 序 的 乘积 ， 

(Ав)Тт= В? АТ (9) 

证 30, (CAB)x5j y ARET x S (АН)Т.У AR. 5 
一 方面 , 它 也 是 A(BX) 与 3 的 内 积 ， 册 3， 它 又 等 于 Bx 与 Атуй 
AR, HABD, CEE x HBAR., WR- TREA, 


- ZARF ать о llb li ШСансһу TSR. ЖЕКА ЕК 2 3 
Cauchy -5сйзтат2-буңяковский л аў. pG cE d J ЖЕШ, 
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我 们 发 现 CA4B)"= B87A7?、 或 许 谈 省 还 需要 一 个 具体 的 例子 ， 
-| | i JE i | 
А В = 
Ü 3 P 01 B Ü 3 
0 ` j 1 ú B G 
| 16 А М. 0 
1 1 5 3]. 

还 有 一 种 矩阵 也 是 为 我 们 所 需要 的 。 对 于 到 一 条 直线 上 的 射 
影 ， 数 97?g 出 现在 分 母 中 。 面 对 于 到 一 个 于 空间 的 射影 ， 这 个 数 就 
蛮 成 了 一 个 定 阵 474 -一 -而 它 的 秩 是 可 以 事先 确定 的 。 

ЗЕ {ГЇ Ж r 的 xXH 和 所 阵 ， 乘 积 474 吕 一 个 对 称 矩 BR ， 而 
HEKRA T. 

Wi, RERA TE ЕЕЕ, RARR) 
ЖИ ЖАТ АЙ 8, 

(АТ А)? = АТ( АТ)? (10) 
TR Wiska РЕН REDKE, ЖШ А, Hie, GORNA 
端 就 是 hrA， 从 而 这 个 等 式 说 朋 474 等 于 它 的 转 署 ， 换 馈 话说 ， 
474 是 对 称 的 。 

为 求 出 它 的 秩 ， RA HERH А ATA Am. РЦ РЕК 
ШКЕ АЕ k STI —— 4 (0) п, ТОНА УАТАЖ n 
#|-—— {ЕНЕН Т HE PEB РК ВАНА О. WO, 3 x #E АП 
ж, ШАХ 0 Н АТАХ А700, ВЕ х ШАТАН, 2] 
ШЕ 9-26, ЖА" Ах=0, ШР хрр, 

х АТ Ах=0, Й | Ах || ®=0, Ах 0, 
Мх f A 062 rR; ОТЧУ ВН ТА ВЈ, 

一 种 最 一 般 ， 最 重要 的 特殊 情形 ， 即 当 4 的 列 向 量 组 线性 无 
жЕ}, ш Уен, DJPESRE3F, nxn EAT AN EEn. M 
HIDA ДЕР ИЙ), 

šG WF ARRELS HAH, Ersa, A АД&— Ü 
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АЖ Игр, 

给 一 个 简单 的 例子 ， 

[ 4 14 7 
# A= 201, mara=[ J 1 
3 1 T 1Т 

这 两 个 矩阵 都 有 无 关 的 列 向 量 组 ， 秩 都 为 2 ， 而 且 核 均 为 零 子 宰 
М]. 

练习 5.1.1 (а) 任 给 两 个 正 数 %* 和 y》, Е Eosi, 
Vy), Жа (VZ Y, мх), 利用 Schwarz 不 等 式 比 较 * 和 的 
算术 平均 值 与 它们 的 下 何平 均值 的 大 小 ， 

练习 (Cb) 设 我 们 有 一 个 从 原 点 到 点 %* 的 向 量 ， 再 加 上 一 个 册 
ХЖ У Прах у, СЈАЕ А ЈЕ н 
3 十 3 连 鱼 而 成 ,三角 不 等 式 断 言 ， 这 个 距离 永 大 于 前 两 者 之 和 。 

|lx+yl= y 

两 边 平 方 之 后 进行 化 简 ， 由 此 推出 Sechwarz 不 等 式 。 

4 53.1.2 对 图 3.3 中 的 三 角形 Opp， 使 用 (5 ) 式 来 求 bp 的 长 
度 ， 从 而 验证 勾 股 定理 ， 

练习 5.1.5 在 连接 原点 与 ae 一 (1，1， 间 的 射线 上 求 一 点 p ， 
使 之 距 点 8 一 上，4，4 ) 最 近 ， HA, Ei oR ЕЕ Б a 最 
近 的 点 。 

练习 5.1.4 ERE TFAA Ra, b 同时 在 一 条 过 原点 的 É 
线 上 ， 理 仅 在 这 种 情况 下 ，Schwarz 不 等 式 成 为 等 式 ， 奶 条 它们 分 
细 位 于 原点 的 两 边 有 又 如何 ? 

练习 5.1.5 在 吕 维 空间 中 ， 向 量 ( 1，1，…，!1 ) 3544-8885 
EAIA? 

练习 3.].8 ADEJE a 和 ?事先 化 为 单位 向 量 的 请 Schwarz 
不 等 式 还 有 另 一 个 证 明 ， 


> 0:0; 


| 


lasl $+ ЫД 
ты = <> kil b |< D — s. 
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一 
请 验证 中 间 的 步 怠 ， É: 
#£513.1.71< 通过 把 44- = ПА, BERIE F W АТ 
аа рр АЕ, (a-iyr= (А7), ТЕД, ЗАХ, WA 也 
是 对 称 的 。 
练习 5.1.8 HXI EE A LB, уе 


对 称 的 。 注 意 若 4 和 了 可 交换 , КЕНАН. САВ)" = ВТА? 
= ВА АВ, 


3.1.9 Ж АЖА г, ШИЖ А" (= ИК). АТА 
(由 3F ) АА" (3FL TA 26 的 秩 也 都 是 r 。 给 出 一 个 例子 来 
DEINER MATAN ИГИЙ Н, АА' 完全 全 订 能 未 是 可 道 的 。 

练习 5.1.10 БЕ CH .排列 成 如 下 形式 ， risas asway 
主 四 面体 的 中 心 , 调 四 个 拒 产 子 位 于 顶点 王 。 如 保 顶 点 位 于 (00,0》， 
(1,1,0), (1,0,1), C0, 1,1) 一 -注意 所 有 的 6 条 
校 的 楼 长 都 等 于 v2 ， 所 以 四 面体 是 正 西 而 体 一 一 邢 么 ， 过 中 心 
(+. Z с унде нюр 《 键 角 本 身 大 约 是 
109.5*， 这 是 化 学 家 们 时 已 熟知 的 了 。 ) 


$3.2 到 子 空间 上 的 射影 22835 


到 现在 为 目 ， 一 个 线性 方程 组 4x 一 5 下 能 有 解 也 可 能 无 解 ЭП 
果 首 不 在 列 空间 锚 (4) 中， 册 方 程 组 是 不 相 容 的 ， 有 从 和 而 Gauss 消去 
法 将 失效 。 Ет ( т> 1 ) 个 一 元 方程 姐 成 的 方程 组 的 情形 中 益 不 
多 都 出 现 这 种 情况 。 例 如 ， 联 让 方程 所 
2x=b, 
3x==b; (11) 
4x=b; 
THAAI R 3 42 ШШ] АИЙ. ЛЕ x тту ЕЩ {А h E 
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一 的 ,但 是 仅 当 5 与 向 二 a 二 (2，3， 作 "在 同一 直线 上 时 才 丰 在， 
凡 管 不 相 容 方程 和 不可解， 但 在 实践 中 仍然 存在 而 县 必须 去 解 
Е. А Е УУ АЈ РУАН х, ТЕ Н А ВВА 
Б. АЙТ т {ы ЕЙТ ИННИ ЬН, ОВЕ ОЛЕ ВЯ R S FE 
的 。 JJ HEB ОЕ ЛЗ 18 ЗЕТ a LY МАЛЕ, КАНТ F 
选取 关 更 有 道理 ， 即 最 使 得 由 个 方程 的 池 均 误 瘟 最小。 有 很 多 不 
同 的 方法 来 规定 这 样 一 个 平均 值 ， 但 最 方便 的 是 使 用 举 方 和 
E:=(2x—b,)š+(3x—b,)* (450—6) (12) 
阁 存 在 精确 艇 ax=b， 则 误 八 的 极 沙 值 为 E=0。 在 b 与 a 不 成 比例 
一 般 情 素 中 ， 范 数 巨 :是 一 条 抛物 线 ， 它 的 极 小 值 在 满足 下 述 条 
人 性 的 点 达到 


dE? | 
ау = 2(2x—b,)2-F(3x—b,)3+ (4х—Ь,)4)= 0 (13) 


解 出 x ,疗程 组 ax 一 5b 的 最 小 二 鞠 解 是 
2D,- 3bs-- dba 26,26, ФАБ, 
зд 29 (14) 
xF ажом уь, ЕН RARE, Е, ИЖЕ 
АЕО, AER Жах БАЧ 2, 
E= | ax—b || = (ахь) (anx ba)? È 


х= 


(15) 
平方 一 下 ， 寺 是 抛物 线 是 
ЕЗ = (ax— b} (ах—5) = дах? —2a"bx+bTp (16) 
它 宾 满 足 证 别 条 件 的 点 有 局 小 值 
dB: т т 
ау 29 9—20 b= 0 
3H Ж В ах = БИК bt | ЯЕ ДЕ 
— (17) 
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几何 上 看， 这 个 解 与 射影 是 重合 的 ，p== хам a ñr eee КЇН b EF y 
HJ PA. 
读者 看 到 ， 我 们 允 一 次 问 到 法 小 二 村 和 地 的 见 何 解释 — EH Ж 
的 极 小 攻 。 事 实 上 ， 朋 微分 (16) 式 中 的 抛物 线 下 ， 并 卫 令 导 数 趋 
0 ， 我 们 已 经 用 微 积 分 米 证 实 前 一 节约 儿 何 问题 ， Hi o Pap #9 
пажа вто FIJAR, AT Hi E Uhu 


a (b— Xa) =a" b= —2 a'am 0 (18) 

ШКЕ, RINER ENKER: a=0, а 的 一 团 
入 数 都 是 个 ,从 而 这 条 直线 仅 是 一 个 点 ,十 是 5 天 a .上 的 射影 就 是 p= 
0. BEXT x 的 公式 (17) 恋 成 无 意义 的 0/0， 从 而 正确 地 反 蜡 了 
倍数 x 成 为 完 爹 不 确定 的 这 个 事实 。 事实 上 ，x 的 所 有 值 给 出 相同 
的 误 束 吾 一 上 0x 一 5 ， 所 以 E? 是 一 条 水 平 直线 而 不 人 街 是 擅 物 线 ， 
从 而 处 大 在 唯一 的 极 小 值 点 *。 在 $3.4 中 引入 广义 淫 的 目的 之 一 
а НИЧАВА ИШ, ТЕНОР НЕЛЕ 一 0, 它 看 起 来 至 
PEREEMA рк" л 

练习 #.2.1 ЕТЕ ОАА р З Э АЛО Е, 
САНЕ ДЕВ, =150 bs 二 153 bs 一 150 р, =151, ЕВРЕ 
XF, ТАА EB KRE EI L ЛГ? 

练习 5.2.2 Я[3х:=10, 4x=52 S СЕ, 


多 变 元 的 最 小 二 每 问题 


现在 我 们 进一步 ， 把 射影 到 一 个 子 空间 上 ,， 而 不 是 一 条 直线 
上 。 这 个 几何 问题 是 由 下 列 方 式 产 生 的 。 假 设 我 们 仍 册 -个 方程 组 
Ax 二 5 开始， 但 这 一 次 为 是 一 个 mxn 答 阵 -一 代 茜 内 多 许 一 个 未 知 
E, DAFA а 的 情形 ， 这 个 第 了 泗 有 nn 列 ， 我 们 将 仍 说 想 观 察 
Шю KERER н, PARERE AAAS 机 
容 。 大 概 将 不 存在 x 的 这 样 一 种 选择 ， 使 与 已 知 数 b 完 全 相应 ， 换 句 
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话说 ， 大 概 b 将 不 是 4 的 列 向 量 的 线性 组 台 。 

问题 仍旧 是 选取 %* 使 误差 极 小 ， 而 于 这 个 投 小 化 是 在 最 小 二 乘 
的 意义 下 来 做 有 的 。 这 个 误差 是 E 二 有 上 Ax 一 5 NEER b 3] A 19 
列 空 间 中 的 点 4x 的 距离 (4* 是 列 向 指 用 系数 x1 ,x ,…,%。 作 成 的 绕 
性 组 人 台 ) 。 于 是 寻求 使 误差 电极 小 的 最 小 二 习 解 就 相当 子 等 求 一 点 
Pp 二 A* 使 之 比 列 空 间 中 任何 其 它 的 点 险 5 都 更 近 一 些 .， 

我 们 可 以 用 几 燥 方法 也 可 用 微 积分 来 确定 *， 但 我 们 下 愿意 用 
LAKAR: p 必定 是 “5 到 列 空间 的 射影 ”, 而 上 误 姜 向 量 Ax 一 
b 必 定 垂 直 于 上 述 空 间 ( 图 3,4 ) 。 重 直 于 一 个 空间 可 如 下 来 表述 ， 
A 的 列 空 间 中 的 每 个 向 二 是 列 向 量 组 的 一 个 线性 组 合 ， 其 组 合 系 数 
为 y1，"，ys。 换 名 话说 ， 它 是 一 个 形 如 Ay 的 向 量 , 对 于 9 的 所 有 
可 能 的 选择 ， 平 面 土 的 这 些 向 量 必定 垂直 对 广 差 向 二 Ax 一 6， 

(Ay)'(Ax pb)=0 或 y? (ATAX ATb)=0 (19) 
这 个 式 子 对 每 个 都 成 立 ， 要 达到 这 一 点 具有 一 个 办 法 ， 世 就 是 ， 
揪 号 中 的 向 量 必 有 为 均 向 基 ，474xY 一 478 一 0。 几 人 坷 理论 己 为 我 们 IE 
确 地 导出 最 小 二 生 理 论 的 基本 方程 ， 


44 
pJ 1 > 21 
f; 


到 空间 | 
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引 пиж т ОЕА Ах = БП Р 


АТАХ = Ао (20) 
AR В ТЕРА". ШИШ АНУ НЛ ЕА), ШЇ 
3G, ЖАТАМ, MT, А ДА ЗЕ 
х = (АТА) АТЬ (21) 
T b тле hu Е 
p= Ах= A(A7A3Y71Arb (22) 


Ш (2) ЗНАЯ ЕВ (ATA АТ (х `= Bb) Ak АЛЕ 
BEZ—, ВА= (АТА) ATA =l, АНОРА ДЇ 
QuE Е ТЕТЕ, ТЧ А АО ЛИВ PE ДЕЎ ЕЭС PU, 

ЗАТ Sas], РВВ АГ РАВ ГА, Ж 
ПГ] 20022), БНА ТЕЬ 如 下 给 定 ， 


i 2 
А =| 1 5 
0 б 


因为 这 两 个 列 向 量 都 以 零 为 结尾 ， 妇 的 列 空 间 很 容易 被 确定 下 来 ， 
这 个 列 空间 就 是 三 维 空 间 的 x~y 平 面 。 上 4b 到 这 个 平面 的 射影 将 不 ш 
变 共 xz， 了 分量， 它们 分 别 是 4 和 3 ， 查 是 :分 划 变 成 零 ， 从 而 了 
一 (4，3，0)7。 这 个 事实 也 可 用 公式 (22) 来 证 实 ， 

:2 


iro 

АТА = 1 5 
3 
25 Ó 00. 


ы 


I 
—iÀi 
=] г 
Z 
kw 
5 


我 们 世 订 宜 接 考察 直 相 容 方程 组 
' 120. 


и 020== 4 

uthus 3 

0н-Е0бо=9 
在 这 逢 情形 下 ， 我 们 所 能 做 的 最 好 选择 是 解 前 两 个 方程 《给 出 x* 的 
Pu 和 ”) 而 路 去 第 三 个 方程 ， 这 个 方程 的 误差 永远 是 9 。 

注意 ， 当 5 实际 上 位 于 列 空间 中 时 ， 它 就 可 表 为 列 疝 量 组 的 一 
个 组 合 8= Ах, "ЕНЕ ЕН 

р=А(АТА) "АТ Ах = Ах== р 
ER, ILAP SEE b 本身 
НИНЫ b Lj a BD ER rPH SEKAE3E. ТЕХ} 

情形 下 ，5 RARER TERP, 9С 1ЖЫЛ T 2 [Н] 38 
直 。 这 样 的 玫 何 事实 告诉 我 们 ， 子 空间 中 的 最 近 点 就 是 它 的 原 虞 ， 
b 沿 这 个 子 空间 的 分 量 为 零 ， 所 以 它 的 射影 为 p 二 60， 这 个 千 论 当 我 
们 计算 % 时 也 可 被 证 实 ， 有 A 的 列 身 量 组 就 是 47 的 行 向 量 组 ,而且 
当 吾 与 它们 都 正 交 地， 一 定 有 有 ?6 二 0。 村 是 

ж=(АТА)7!А7р=0  JAmip= Ax==0. 

对 射影 到 一 条 直线 上 的 特殊 情形 验证 一 下 这 个 公式 也 是 有 意义 
的 ， 我们 重新 得 出 早先 的 公式 (17)。 这 时 4 成 为 一 个 列 а, 
A 有 A 是 一 个 数 a"q， 而 (21) 式 中 的 % 恰 是 我 们 所 期 望 的 a7?b/aTa。 

25.2.5 使 用 正 现 方程 ， 求 下 列 不 相 容 方程 组 在 最 小 二 乘 

П oul 
11 [| 
ë 1 
ШЕ 
5 
33.24 (а) 


x=5 


BATEREN.: 
( 
HJ 
0 
同样 了 地， 求解 方程 组 x 一 1，X 一 3 
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10 и 1 1 
H | |, 
.1 1 . 

WE! = ‖ Ax—bp || 2, Нери, о атга, Ш F 
БЫ АЛАН АТАх=АТЬ, АТАЛ — FE RJ Fi ЖЕ E F 
ҮЙ. рон АК T E? KME, 

(7 求 出 解 世 以 及 局 在 列 空间 上 的 射影 p= Ax, 

(с ) 验 证 5 一 5 垂直 于 4 的 列 空 河 。 


HEEE 


我 们 的 计算 已 经 证 明了 距 b 最 近 的 点 是 p 一 AKCA4T74) T A"b, 1 
个 公式 用 和 矩阵 的 术语 表示 出 由 b Ж А КР] AANER A JL FPL ФИ 
Ну, УПОРЕН ЕВЕ, А РЖ. 

Р= А(АТАу-! А? (24) 

这 个 矩阵 将 任何 向 基 b 335925] A В] Жу ре. ЖИА, p= Pb 是 
b ÆFIR RAE, Rb РЬШ H. iZ E IE ZIRA А. 最 《或 
Ж. ВРА ЖШ, CE b 射影 到 正 交 补 上 ， 
ЯРИ (1 — Р)р=6ь-—- РЫ, ) 。 简 言 之 ,我 们 有 有 了 一 个 把 一 个 向 
量 分 解 为 两 个 五 相 垂 直 的 分 莉 的 年 阵 公 式 ，Pbp 砷 列 空间 角 (4) rB, 
IR- ТЭР СГ PIEZEN (AD ци, T ЕЙ RE [=E [Н] Bu ER 
ib. 

РД ЧУА ЕН JLAM АГ ARRAK, CIE 
-RHA tA RERE, WREE, Ua TITER ЕРЕ 
ЖЕ А Ж ЖЕЕ “PPE”  , DE, TREA RDR E 
用 之前， 我 们 党 来 叙述 它 的 性 质 ， 

3J 射影 窍 阵 P 二 A(A7A)-!47 有 两 个 基本 性 质 ， 

GEER, PSP 


- ЖҮРЕ ЧЕН Л СЕБЯ РЖ К) ZERADE В, URHE 哈 基 很 小 
у, 因为 我 将 闫 不 让 这 两 者 同时 出 现 ， 
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Lk 


(i 让 它 姑 对称 的 ，P 二 Pp 人 
反之 ,任何 共有 这 两 个 性 质 的 夭 和 阵 都 是 一 个 到 PP 的 列 空间 上 的 射影 
PEBE, 

证 АЛИЯ IEE ШИГ ДР =P, 这 是 因为 如 果 我 们 由 
ЖЬ 开始， 向量 邢 位 于 所 射 形 到 的 子 空间 中 。 于 是 ， 当 我 们 再 
一 次 射影 ， 作 出 P(Pb) 二 Pp 时， 因为 Pb 已 在 此 子 空间 中 ， 所 以 它 
不 再 改变 ， 这 就 证 明了 对 性 何 b， РР РЬ. МАЯА, 
册 目 式 可 推出 相同 的 结论 

=A(ATA) АТАСА А) А = А(АТА) 147 一 卫 。 
为 证 天 РТИ, ЗАТ БЕВ ЕЕ, ЭРИ В= АТА 
使 用 练习 3,1.7 中 证 明 的 恒等式 (B871)” 一 (B”)"!， 
=(AT)'CCATA) 1) A = AQAA) T) T AT 
= А(АТА) TAT=P 
НАЛАЗЕ АН, Ера ьс. m b F MB Е 
Pb 的 方式 射影 到 子 空间 中 ， 把 6 射影 到 它 的 正 交 补 中， 化 出 (I 一 
P}C， 则 这 两 个 向 民 是 重 直 的 ， 
(PD)TU— P)C=b"PT(I—P)C=0 
由 于 此 式 对 性 何 b ЯП с 都 对 ， 我 们 可 以 断言 
Р7(]— Р) = 09Р" = РТРраўр= (Рр)? = ртр 
FTEP”=P, Ш, PERRE. 

ЖЕНОЙ, ЗН AAAA E p ЖАРЕ АРУ з A 
影 矩阵 。 这 个 列 空间 由 己 的 列 回 量 组 的 所 有 线性 组 合 Pe 所 组 成 , 对 
EAE b , 间 量 Pb 当然 在 这 个 空间 中 这 是 因为 由 矩阵 黑 法 法 则 ， 
Pb 是 上 的 列 向 量 组 的 一 个 组合 。 于 是 ， 我 们 可 以 证 明 ， 误差 一 Ph 
与 这 个 于 空间 正 变 : 对 这 个 空间 中 任何 向 量 .Pc， 狂 质 ( 刘 和 (ii) ШЇ 
&ж 

(b— РЬ) Pe=b"(1— РТ Pe=b"(P— Р?)с= 0 (25) 
因为 b 一 Pb 与 此 空间 还 汉 ， 所 以 这 就 是 我 们 所 要 的 重 线 ， 从 而 了 是 
射影 。 
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练习 5.2.5 Zari TERRI Р Ы) 5 7 Rhu и, lU 


АБЕКЕ b, 
z1 


opi “| 
MUD u, u YIA RADER A ， 来 出 关于 了 空间 5S 的 
$E BEEF P, Abas 上 的 射影 积 它 往 正 交 补 5S' 上 的 射影 . 

练习 5.2.6 WIRE PiE, HIRE g tE D G) 和 
Gi), M-P BAGA E. 

练习 5.2.7 A PEATA RER АЧ E, mii 
来 描述 “反射 中 阵 ” 殖 一 I 一 2P 的 作用 。 从 几何 工 和 代数 上 分 别 解 
#ОБ1Г ДАН =T, 

&513.2.8 ER. Auk, WA P= нит — 
ФЧБЕЖ И. CAERON GD. Au=a/ ial, P 成 为 到 a 
НА & ҺИ, ИРЬД&цр= ха. В МА 一 
ЖАПШЕ eop TR E R 

练习 5.2.9 Wey ЯРУ Н Б x 2 M e А"? 

R ЛОД — ЕЛЬ 


没 我 们 做 一 系列 试验 ， m AA НКУ 最 好 基 输 入 量 t 的 线 
65, у=с+рг, Ип, 

С) Бену, а рК ВОД А ВВП 
ЮМ. ИЧИНИ F, + АШЫШ, УВЕ, T BEBE: ВЕ Т. 
{ЖЖ JJ KAKPI. KA ШАУ El R ME {Н ООЖ ДУ V {ЕЕ su, 
y=y БУҒ 

(oR ABEE BP Pj Eú З, 3EDU E HOT PS E 
的 形变 。 在 这 个 试验 中 ，。 t 是 负载 ， 调 了 是 形变 仪 上 的 读数 。 排 除 
人 负载 过 大 ， 使 得 科 料 变 得 可 塑 外 ， 按 阅 性 理论 ， 将 保持 线性 关系 
=C+ Dt, 

《 3) 在 经 济 和 商业 中 ， EP: k a. En. ИТН AE 
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在 放 复 基 的 联系 。 尽 管 如 此 ， 在 一 定 的 范围 内 ， 它 们 的 联系 可 能 接 
近 十 线性 的 。 例如， 印 制 记 本 杂志 的 成 本 是 y1; А: ГРАН, ER 
市 fs 本 的 成 本 为 y:， 如 是 等 畦 。 于 起 ， 出 版 商 可 以 假定 y=C 十 Dt， 
竺 用 已 厂 的 数据 来 司 计 CC 和 DD， 由 此 来 预测 未 来 一 周 中 它 的 成 本 。 
系数 卫 - 一 -每 加 印 一 本 的 消耗 , 或 者 称 为 限界 生产 成 本 ( marginal 
production cost 》， 常 常 化 间接 成 本 (overhead cost) C 更 能 
评价 它 的 决策 。 

现在 的 问题 是 如 何 由 这些 试验 的 结果 来 计算 系数 C 和 卫 ? ШЖ 
KERERE, HARER, MEA, ERA tAE 
ТЕН y Ж жш 8 Нус, rj LEFT S ЖЕ— Bp 试验 的 
ШЖ ТТЕ FE. FARZ, MARIE AEE x BL SR BJ Nj 
位 ， 则 必 肥 准备“ 平均” 泊 有 的 试验 ， 谓 且 找 测 一 条 估计 的 直线 
-一 -请 不 要 把 它 与 在 前 面 儿 页 中 我 们 把 48 HR E: Ву EC A HHB 
请 .事实 上 ， 因 为 和 两 个 未 知 数 C 和 卫 需 被 确定 ， 我 们 将 涉及 一 个 
到 二 维 子 空间 上 的 身影。 最 小 二 乘 问 题 直接 由 下 列 试验 结果 来 得 
H: 


С+ рғ, =y, 
С++, = у; (26) 
C-FDt, = Yn 
这 是 一 个 超 定 方程 组 ， т Б.Е ЕЈ, ТОНН. В 
занн. ЖНА X SDN TOE C р. 
1 t; < С yi 
L n [$ ]- ЗЕ Аҳ= (27) 
рї Ya 
l. 1 tx 


ЕИ F üJ НЕЕ ИЛЕ gh k Bo ТА ЭТУ mak 8] 裤 小 的 向 
Rk. СрО, EE 
E = |b- Ax E = (у C Dt Ht aC Din)’ 
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送 到 极 沙 。 用 上 矩阵 的 语 害 来 说 ， 我 们 选取 X Бн p= Ax E b yá 
Fah ñ rj 9 ТЕРЕ S 0 JE ny = C+ реА 8, 我 们 来 选择 一 条 ， 
使 之 与 所 给 的 数据 最 为 咖 侣 【图 3.5 y. TET, WEAH H #& 
的 垂直 距离 ?一 C 一 了 +。 正 是 这 些 距 离 被 平方 。 求 和 并 极 小 化 了 . 

例 下 列 数 字 给 出 四 次 试验 结果 《图 3.5 ) Hre, y=0, 
当 t 1 时 ，y 一 1， 


图 5.5 AAN 


当 上 一 3 时 ，? 一 >， Мр = 4], y= 5, 
注意 ，t 值 的 选取 并 不 要 求 是 等 间 陋 的， 试验 者 可 以 选取 任何 方便 
的 值 ( 如 果 试 验 多 许 玻 负 值 的 话 ， 记 可 以 是 负 值 } 而 不 受 数学 形式 
的 任何 影响 。 外 应 的 方程 组 是 


EB 
lllp 

з) 
Ll 4 


ЭП Е ЩАТА Е Ня. 


л b ке б) 
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4 ёз А 13 一 4 
АТА=| | (АТАЛ 1 一 -| | 
826 一 


РЕ х: (АТА) ЗАТЫҢ TRR Ш, 


2А 


р 
оу г 2 
U] Wini 10 
20 {4 2 0134 2 11 
L 5 10 
=— 2 p} 
最 侍 真 线 为 ? =— t-g 


注 : 我 们 用 站 线 来 吻合 数据 与 最 小 二 乘法 本 身 并 没有 什么 特殊 
的 关系 ,在 许多 试验 中 ， 没 有 理由 期 望 存在 一 种 线性 关系 。 而 且 寻 
求 这 种 关系 将 是 徒劳 的 ,例如 ， 假定 我 们 测定 某 种 放射 性 材料 ,输出 
值 ? 是 Geiger( 盖 格 ? 计 数 器 在 在 同时 间 上 的 读数 。 如 果 我 们 知道 这 
种 科 料 是 两 种 放射 性 元 素 的 混合 物 ， 而 且 还 知道 这 两 种 元 囊 的 半 训 
MH REME) 但 是 不 知道 在 这 种 材料 中 它们 备 占 多 太 的 比例 。 如 
洒 这 两 个 未 知 量 分 别 是 CC 和 忆 ， 则 交 格 计数 器 的 读数 将 类 似 于 两 个 
指数 的 和 ”( 而 不 像 症 一 条 直线 ) : 
у= Се! De "' (28) 
ERP, ГАМИ J e А АШИ] јар бара, рд ВАО О 
形式 发 射出 来 ， 因 此 法 则 (2z8) 不 可 能 下 计数 器 精确 地 反映 出 来 . 实 
际 上 ， 在 不 辐 的 时 刻 tf, ，…，t。， 我 们 得 到 读数 y,，*…*，y。s， 而 闫 
系 式 (28) 近 似 地 满足 ， 
Се- hi Detti y, 


+ 容 绕 计 和 经济 中 ,它们 相应 于 丙种 贷 物 ， 苍 阐 以 由 了 Poisson 定 午 给 出 前 要 ЖА Hi 
ЖФА, ШЕЛ ПЯ ЮН, МЖЖ Ит Ж, АДИ Ж Бу}. 
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Ce ha De - ta ñ y, (29) 

如 果 读 数 多 于 两 个 ， 出 抽 之 2 ， 出 与 前 一 样 ， 作 为 C 和 也 的 方程 处 
能 解 ， 便 是 最 小 二 乘 诛 飞 将 给 册 佑 计 值 C 和 五， 

但 是 ， 妇 果 我 们 知道 如 和 呈 的 精确 值 ， 而 试图 去 求 册 衰减 率 4 
和 站 时 ， 情 训 就 完全 丰 同 了 。 这 坏 一 个 非 线性 蝶 小 二 乘 问题 ， 它 的 
求解 比 线 性 问题 要 困难 得 多 。 我 们 仍 将 作出 误差 的 平方 和 E: 并 极 
AMEZ. BERE 4 和 天 的 二 次 沼 项 式 ， 从 而 令 它 的 导数 为 零 也 给 
ЖИЖИ ТЕ КЕГЕ, АРТ а, НЕР 
БРВ ФЕВ JA 3 ара, 

练习 5.2.10 ЕНН, Ху, сз. JH— ЖЖ 
AR (ЖИИ, О У 一 свака HELT 
HRES, EEIE 

c= YY. 

(与 练习 3.2,1 比 较 ) МИТРА ЖИ, E E = (ysyt et 
《yn 一 2? 极 小 化 的 选择 y 是 样本 的 均值 ， 而 所 得 的 E? 是 T 
ox. 

练习 3.2.11 求 下 列 测 明 值 的 蝴 佳 直线 氢 舍 ， 并 简 述 解 管 ， 

当 上 = 一 1 时 3 一 2”，1 一 0 时 ?一 0 t= HM Уш—3, 
t 一 2 时 ?一 一 5 ， 

练习 5.2.12 БАТЛАН у= Сре Er ЖО 
含 上 述 练习 中 的 数据 。 那 么 在 由 虽 组 测 基 值得 到 的 不 相 窗 方程 组 
A4x 一 5 站 ， 系 数 矩 阵 4 ， 未 知 问 量 x 和 数据 向 量 B 各 是 什么 ? 不 又 
ЖХ, 


83.3 ЕЖ, ЖЖЖ [ЕЯ 
Gram-Schmidt E 5 4, 


ЕЕ ЕМ, ао ОЕ ТБ р, ЧЕЙ 
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将 继 疆 说 明 它 的 重 杰 人 性 。 的 确 ， 主 记性 有 一 种 重要 性 开明 引力 ， 它 
Eebe БЕУ. RIA x-y 平面 或 三 维 
sehr, Q LAE EPIA ПАА РКЦ, CUTER A, 
称 之 为 原点 。 丰 仅 如 此 ， 想 象 中 物 造 的 坐标 轴 总 是 应 变 的 。 在 给 “ 
-yE MERA (о РБД НАБ БН Д-У ) 村 ， 我 们 总 十 
ARAE, 

WERU, ЕЕЕ ЕН p 1ё арау JLA Ж! REER Же E З HË 
ЖЕУ — НЕ, ЖАЛЫ: АН ER AERA ЗАРЕ ЛЯ 
EEIEIEE O A OE m 3115. у ОЯ e, ВИ 
Жы Sa ИТЕК, HER ВОДЕ, E EER A TE 
的 ， RELA AWER aah E, EA EAE ЕЖЕ a R q. 
ARRA Н RRT ШИН ДИН ЕКЕ ЖИ F, ША Z 
їй» ЖАЯР» Ж, ЗОРА — НЕ ЖМК. p pE E, 

ЗК 0, 5, о Он ЕЛЕ, аА 

ре Jb AERE 
ud (30) 
l рш] 给 出 规范 性 

BEERA T AEE, e PRR, RRRA 

ЖН АЕК, MEEA ТАП ЕШ А a e hui Ж. 


这 当然 是 一 组 标准 正 交 共 ， 我 们 训 以 旋转 整个 学 标 轴 系 俏 丰 改变 它 
们 之 间 的 夹 第 ， 这 些 旋转 矩阵 《 或 正 交 乍 阵 ) 我 们 将 在 下 面 介绍 。 
另 一 方面 ， 如 果 我 们 二 是 考虑 只" 而 卫 考 刘 它 的 一 个 子 空 刘 ， 那 么 标 
ЕТАН еса АГАЕ РКИ ау р. А К, 大理 可 以 于 
REJ Ж ИПЕЛЕ ЖЕ АБ АЈ [Н ЖЕ, ТШЕ ВН, ЗАЧ Л, 
EFEN, АРУГА А SH, AA A Ф yh aH 
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来 ， 这 种 把 一 组 斜 仍 标 轴 化 为 直 坐 称 轴 的 构造 法 就 是 所 谓 Gram-~ 
Schmidti Я 
Abk, 1Х— MJ 4-4 р АМЕ. 
(1) 当 人 4 的 列 应 旺 组 是 标准 正 交 组 上 时，4x=p EJ 9 ph R 
解 。 
(2) EEEE AAE 
(3) Gram-Schmidt ES Шт Е — Bh a И ЕЕ 25 
解 的 解释 。 


ЯНИ 385. FEWE 


А-та , ВОЗА НЕ ДЕ ZA, ДАНЬ Ж] q 
基 必 定 是 线性 无 闫 的 ， 所 以 已 知 这 个 列 向 站 空 间 的 射影 矩阵 和 最 小 
RIK: Р А(АТА) Ат X = (ATA)! - АТЫ, 这 上 监 公式 对 于 
ТЕЖЕУ ЗАН ИЕЛЖ, TERRAN, MA АЧ 8 
EA AR EREE, 

SL HARIFI P EAA НЕЕ 5А, MH 


| `. 
a ү, | | (10900 
| ОО | 0 1 0: 0 
А? A=] а, а, 1а, [E .............. = 1 
| 一 一 -| i [| | 
'—a1— i L0 Qe 1, 
(31) 


AAEE T {КЖ ЛА, |NO Ри x ЯЗЫ 

P 一 A47 和 х=А?р (32) 
HAREL faf КШ, БУ ТИИ ИКЕЛЕ НЕ: 一 个 简单 向 代数 公式 当 有 一 个 简 
ДЕРД ЖЕ, ААК ИН НОЕ НН, Ж ЖЛЕ ЇН Ж ЖИЙИ {КОЛ 
对 每 个 坐标 轴 的 射影 Щ3.6), BERRY Paaa tene 十 


а.а”, 
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Б = ДАТЬ 
раро sa Pt 6: 


明 3.6 到 一 个 平面 的 射影 = NEX ра, MoN EM 
l : |! 


aib 
' 1 
рела |, ds | Ë наьаа 
! | alb 


(33) 
AHUREI A 1 不 出 现 了 ， 而 且 p 是 na 个 身影 的 和 。 


现 有 五 个 方程 ， 它 们 是 这 一 章 的 基础 ， 把 它们 收集 在 一 起 可 能 
是 有 用 的 ， 


1. 


Ax=b, 给 定 的 方程 ， 它 可 以 是 不 租 容 的 3 
2. 


АТАХ = АТр 关于 Xx 的 正规 方程， 
3. Р=АХ БА ТТА Н АНИ, 

4, Р=А(АТА) АТВ  Щр=РЬ Ж ЕЁ: 

5, х= АТЫ Р ААТ =a, T aa," АЖЕН УЙ i 
量 组 的 特殊 情形 。 

RI 下 列 情形 是 简单 的 但 是 也 是 典型 的 ， 假 定 我 们 把 一 个 点 
b=(x, у, DHRESy FEE., WREDE р= (х, y, 0), 
WEGES x $M y 98 L y yi HM: 
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] ` x 


| т Ша, агр= É | 


ы 
0 17 
у ü 
nf J H voto >] 
б а 
r T UTS KH PE A: 
100 х х 
poaten=| ] "| ШИН. P (2-р) 
ооо z D n 


H2 FÆR E- AHA. x! -ARAR НОНЕ А 

。 如 果 测 量 信 5, ，b; Mbh ERF = 0 яйы и ТН. 
йй, =l, =0йну—< 1, ИШИ Ту СУ-И рй J; 
№, 


C+Dt =b, 或 .| = C b; 
C+ Dt. =b, | | 0 | Т 
C+ Dt; =b; ] ! Ba 
这 两 个 列 向 证 是 正 交 均 。 量 然 它们 还 不 是 标准 正 交 的 ， 但 这 只 需 一 
个 简 菜 的 单位 化 过 程 ， 队 以 它们 符 个 的 长 许 v 3 和 v2， 并 把 未 知 
# сы c = Суза D.Z2, 
Axel I/V 3 и ` И 
| _ dj ©» 
ал 3 0 | | 
| | Ba 
i1⁄ 3 1⁄2 | 
ЕТЕ АТ АЛЫ YUS BEBE, JAY E V ЛЕ ТЫ Еу H Ж. 
ptbstb)/ 331 [c 
X = ADE | Т ] (34) 
—b, В) 7 d 
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-e ыйына, paf =b itb 
з 3 ' м2 2 

BU i ye C $D hBi r Pp УИ. C 是 数据 的 平均 值 或 
中 秆 ， 它 给 出 用 水 平 直 线 的 最 佳 拟 合 ， 而 Dt 则 是 用 过 原点 的 直线 
的 最 佳 扳 台 。 因 为 列 商量 组 是 正 交 的 ， 这 两 个 分 离 的 部 分 的 和 就 古 
lu shu hay kala 

Ж 关于 一 个 标准 正 交 基 的 特殊 性 质 的 研究 常常 带 来 一 种 很 大 
的 副作用 ， жИН 它 所 不 具备 的 性 质 来 描述 。 如 果 
把 每 个 盐 痢 看 成 标准 正 交 其 .将 导致 错误 。 对 于 刚刚 证 明 的 关于 射影 
的 畦 丈 性 质 就 是 如 此 .在 标准 正 交 的 情形 , 它 是 部 个 一 维 射影 的 和 - 
Е Еа Ар Г Д СЕУ Е НАЕ ЛО КУЦ, (Аа 
依赖 于 这 些 轴 的 亚 交 人 性。 如 果 x О у= ОВЕ, 而 且 (0，1) 
RQ. D A TME, 那么 这 两 个 射影 的 和 与 原来 的 向 
EO, І) 

£k2J3.3.1 Sinu FG a 002 'y= C+ Dil S 的 四 个 
Луй 

7 一 一 4 当 f 一 一 2， # 一 一 3 Щр = 二 一 1 

==] {рш}, # = 0 ЭЩ £ = 2 
证 明 这 些 列 疝 量 是 正 交 的 并 化 成 单位 回 盾 。 在 新 的 问题 4x= 上 中 来 
知 数 c та аА? 

(b ) 找 地 最 佳 直 线 ， 作 图 并 写 出 误差 8*， 

(Ce 7 用 原来 的 两 个 未 知 数 ， 四 个 方程 组 成 的 方程 组 来 解释 澡 盖 
HERR: AAN b 相应 的 列 空 间 在 什 委 地 方 * 它 的 射影 P Ett 
Ж? 


练习 3.3.2 把 向 量 B= (0, 3, DAPR EAN е, 


2 1 ше 
3 r 3 ) а, = C 3 П 3 Й 


ат, a Вр) Ено КЕИ 


+, ЖОНЕ 


练习 3.5.5 НЬ (0, 3, 0) = (2, =, 37) ) 


上 的 射影 ， яаа, HA P 
aai taai Фаза 等 于 单位 阵 ? 


EZER 


HAR, -EXE ER д АУА kE EZE ЯГ 8 28 00 77 
H TDS ЕВРО е SEXA, WIB BI, е, а 
TEHA. Ж а, HIQTQ=I, 这 仅仅 
ЕРЕ 种 说 法 而 已 : 


(35) 
ЎА (35) А НСЗ), IERTI AA A= ГИ B M: 
阵 不 一 定 是 方 的 。 

О 是 方 阵 时 特殊 性 是 行 六 2 区 别 在 于 ， AHTRA 
HARAR EER, Елее, 从 而 是 可 道 的 ， 基 87 蚌 一 个 左 道 ， 
WERE, KAEH, OMAR, Migo =I 

ЗМ ЕНЕН ТАЕ. 
оо= НОО? = НОТ =Q (36) 
按照 正 交 矩阵 的 要 求 ，98 有 标准 正 交 的 列 向 基 缴 ， 不 仅 如 此 ， 丽 甩 
它 的 行 向 量 组 也 是 标准 正 交 的 。 换 各 话说 ， 如 果 昌 是 一 个 正 交 赴 
PE, ШОТ BO E 2 EBE: , 

后 画 这 个 关于 行 丫 荆 织 同时 也 是 标准 正 交 组 ， 这 个 壮 论 直接 册 
Q87 一 推出。 乘积 997 训 对 的 每 一 行 与 其 它 任 何 一 行 作 内 积 ， 而 
ЕТЕ ДЧ, Р ОАТ, 
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匡 击 于 其 积 是 单位 第 阵 ， 上 中 而 这 些 行 向 量 是 标准 正 次 的 。 我 们 必须 
看 到 这 个 络 论 是 多 么 值得 注意 。 行 向 量 和 与 询 而 量 完全 不 同 的 指 
疝 ， 伍 当 列 向量 互相 重音 叶 ， 行 向 量 也 互相 垂直 ! 
例 1 
cosh —sin cos sing 
i очо те 


sing созӣ — 5110 cos 
ОМЕТ ЛЕ РОЯ, О Е э ~ 08. 
2 ТЕЛЕ PRE ЈЕ НАЕ, EEIE 
{ЖЕ H ТАТЕ р 1 Ар Ир B i ET: А E, 


如 果 01 ilj 0 1 
| | к=, 
1 Ú 1 0 


“010% ‚001 


| 
| 
如 果 P=| 001 | MP =e" =] 100 
l 


lioo) ` 010 
在 前 一 情形 中 ， 单 位 矩阵 仅 有 两 行 交换 位 置 ， 它 有 特殊 的 性 质 P-: 
一 P。 但 这 不 是 一 般 情况 ， 也 不 同 于 第 二 个 例子 的 情况 ， 在 第 二 个 
例子 中 三 行 均 移动 了 .也 应 注意 到 , P [0 1 | 不 是 例 1 中 的 旋转 Q 
之 一 ，@ 值 不 产生 P， 侧 了 把 每 个 点 (x， 切 反射 到 它 的 RFA 
线 > 一 x 的 镜面 像 (y，x*) 上 。 记 以 我 们 以 前 猜想 每 一 个 正 交 短 阵 Q 
都 是 一 个 纯粹 的 旋转 是 不 对 的 。 

还 有 一 个 性 质 ， 它 是 旋转 逢 降 @ 和 袖 换 矩阵 P 所 共有 的 ,而且 
事实 上 也 是 每 个 正 交 抢 阵 所 共有 的 。 它 是 所 有 性 质 中 最 重要 ， 最 具 
特征 的 一 个 性 质 ， 

IN 用 一 个 正 交 外 阵 Q 去 聚 一 个 商量 将 保持 其 长 度 不 变 ， 


j Ох || = J > || АР TS T] E x (37) 
而 且 它 也 保持 内 积 不 变 ， 
(0х) (Оу) =х?у 对 所 有 出 量 x 和 ? (38) 


ШЕЕ ВЕТ, СОХ) (Оу) = х70"Оу= xf]y=x"y, 如 果 у= 
+ 135 。 


х, RARE | Ох) бе |<, ВАРТ БО 也 不 
ДЕ, | 
ЇЙ XET ANIHIA АВ DRE "раг", 
cosh sint КИИ | 
w “| | 118+ усоѕ0 
МА ЗЕ АРАК, HA 
(хсоз8 —уѕіпӣ)? + (xwsie0-Fycos0)" =x +y" 
53.3.4 AQ, ОЕЕО, ATAT (36), ШЕН] 
Q OEE, 
练习 5.3.5 ude Fa Ир, 0 =1— 26v 起 一 个 正 
ZEPO EREN Houscholder ti 》。 消 下 一 人， D/S, 
HEOR, 
练习 3.3.6 Riu PEPE ht. ИБИ 
Ц 3 iv: Д 


| 
| 
Q= мз 0 
| 


з —I1⁄ 2 I 
RAER, AE 4 pa; ата E BI 2516] St 
ER, RAA ARRAS KAS HH JE ЖШ ОАО Н 
动 成 为 标准 正 交 的 。 

练习 5.5.7 通过 寺 接 计算 v"o 来 验证 ， 对 十 标准 正 交 向 量 给 
КЛЕЩ оха: he txo REER RME.: 

iol =, 

ИЖЕ ЕХ ЫЕ, о Ох, РОЛАТ ЛЕ Е РС АБ, 
Ох = |х АКЧИ S 33 ТНД EA 

5)5.5.8 TAA AIEEE, 
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Gram Schmidt 正 讼 化 过 程 


我 们 已 强调 指出 了 标准 正 交 向 量 组 所 带 来 的 特别 方便 之 处 ， 为 
求 @ 的 道 ， 我 们 只 需要 把 它 转 置 一 下 。 笛 解 最 小 二 习 问 题 Ax==5， 
我 们 只 需要 给 出 x 二 =A"b。 不 过 每 次 我 们 在 开始 时 痢 需 要 强 调 说 ， 
“如 果 列 向 量 组 是 标准 正 交 的 ……”。 项 在 我 们 的 目的 就 是 要 白 到 
一 个 把 列 向 景 纽 标准 正 交 化 的 方法 。 

这 在 一 种 手续 ， 它 可 以 在 解 课题 本 身 之 前 先 施行 。 为 了解 SS 
它 ， 我 们 举 一 个 最 简单 的 例子 。 我 们 给 定 两 个 无 关 的 向 量 e ЯЬ, 
我 们 希望 造 出 两 个 相互 算 直 的 向 盟 w: 和 va。 这 第 一 个 可 以 取 @ , о, 
= a 。 于 是 问题 成 为 求 与 它 疏 站 的 第 二 个 向 量 。 伺 这 抬 好 用 到 本 章 
一 开始 时 所 给 出 的 方法 ， 向 二 5 一 了 是 与 a у, уь Ма 
HARDA DERRAT. RP ЫНАА КОЮ Б. 


afb vib 
s. ==b—p=b— = а= 75.79 (39) 


Зе ВИД Е о: "0: =v; "bv, "b= 0, 

Е HiGram-SchmidtiE28 (и, ННЯ ША ER 
RHE. РТ ЕДА 5008 РЕЧ, 3410822 c 在 v1 和 vs 两 
个 方向 上 的 分 量 ， 而 这 些 分 量 我 们 已 经 浪 出 来 了 ， 
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i n 
vie оте 
u= c -piu U yfo, ©з (40) 
1 ЕЛ 


o H уо We ha apg, 例如。 


oip 00n oio, 01703 = 0 
实际 上 我 们 是 由 6 中 减 夫 它 在 a.b 张 成 的 平面 上 的 分 量 , 但 是 使 用 此 
平 听 上 已 建立 起 来 的 相互 龙 直 的 方向 v, 和 vw; 就 容易 得 多 了 ， 因 为 
在 这 个 平面 上 的 射影 就 是 它 在 轴 v Mo Е РЕА П, MEUA 
变 成 如 此 简单 了 。 注 意 ，vs 不 可 能 基 零 向 量 ， 否 则 Cc je Ta, b 
张 成 的 平面 之 中 ， 这 与 a ， 了 和 c 线性 无 关机 矛盾。 当然， 1080, 
只 是 正 交 的 而 不 是 标准 下 交 的 。 为 了 把 它们 化 为 单位 向 域 ， 我 们 将 
对 每 一 个 除 以 其 长 度 ， 


А 过 va 
te 一 一 一人 


____9›__ Us 0 _ 
= 1,7: qas u, ү,» а= 1, | 


这 种 用 减 去 v1，*…，vi 1 适当 倍数 来 造 出 新 的 oi 的 正 交 化 方法 可 以 
综述 如 下 : 

30 和 任何 一 个 泡 闫 的 向 量 组 ey ,… ,a 都 可 以 用 Gram-Schmidt 
正 交 北 过 程 转化 为 一 个 正 交 向 量 组 ， 首 先 ,v1 一 8;， 然 后 ， 使 每 个 
u SRA, o, D. BEX: 


Dini (41) 
РРО 来 说 ， 由 原来 的 se: 5, АКАУ 75 ИВ Но, p BN 
张 成 ， 击 最 终 的 向 量 组 qi 二 v/v 上 Ci=1, e, n) & НЕ ER 
的 。 

例 {НИИ ЛЕВ ИЕ 8 
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Юо,=а,, о: (39) Н, 


aY, _ 1 
ор, 2 
ES 
2 
1 
0252: 501 = 1 
72 
1 
而 第 三 个 垂直 轴 出 方程 (40) 给 出 ， 
1 
азо, _1 au 2 1 
uu 2 f 6 3 
4 
+ 
U = 1 _ 1 — 2 
TO g UT av2T| 3 
| 
3 
最 终 的 标准 正 交 问 量 组 为 


1 


0; | Us р | 
атут ут! | а= рар 


0, 
2 
3 
po = 2 
"Tol VA 3 
| 2 


1 3 


L: 


. 199 ， 


Gram-Schmidt 算法 PUN ЖИЕ. VALEX T BUR 
侍 出 其 弓 束 上 相当 简 革 的 方法 。 我 们 想 说 明 一 个 怎样 能 做 到 这 一 
і. ТРГ ЕРТАЙ ЛСТ, ТЕЗА ЈЕ Ч 
азу җыл, ЛАД АПАС ЕҢ ЖЕЛТ УП ДЕ ЧЕК RD, 
БЇ, WEAR ДИР K moe F SEIS EWA A IH Ух, А == 
LU, bi: Wai, Gram-SchmidtiE28 ik HA HE ИЙАН) 
ОИЕ КОЖ, 

如 同 消去 法 的 情形 一 样 ， 关 键 在 十 弄 请 楚 珠 采 隐 网 最 怎样 出 
苹 终 每 出 的 向 最 a; 还 原 测 来 ? 让 我 们 米 研 究 一 下 刚才 的 例子 ， 不 难 
算出 


aq 一 u, бу Зб, 
i эзы 1 , 73 
G= tHo, it а= 3 а\ + a: 


1 1 | 1 уа 
G = a UU а= oe үле, 
ІХ НАН А ЫТЫ ЙЯ. 


уз уз y} 


t 4 


` 2 Рр. 
сга J= Eoo aia 
[а G; а; (q: ga qs) 0 V > Gg (42) 
4 
1 -一 


原来 的 矩阵 被 分 解 天 一 个 正 变 矩 隆 & 和 一 个 上 三角 比 阵 R 的 梁 积 。 
Ову а л ТВТ ЗО БАНЕ ТЕЗЕ КОЖЕН, А Вр (Л, 
зул МЯА САТУ НТ ААО, RRE о, o. ою 
Т, ААТ о, Па, iR, JH о [а (о, + 
fT, Тараа, с, САРЕ ТУТОР Аа +з. бе. аз. ООЙ 
ERA EZAR, ИЕК HIRE RI í Ж. wE 
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Жл, АЖЫ ОУ ҮК (Аз ЕД] |o, | ау1 во, 
БОДАЛЫ Ят huan AZ | о, | *, КАДИР ОША 都 起 正 的 ， 
PL ну iay, АХАН u as iB ЕЗЕР. 

ЗР {С АУЕ Е C SP БЕ #HBJ S: Any ЕТДА=ОК., 
ОЈУН НЕЕ О, МГЕ р E= Bs BF. ИЖ 
СПОЛ БЕДЕЛГЕ, ДОХИ ГО $ü А, WLKA- 
ФЛ, 

ША= ОКН, ЛЕА Ах= БОНЫ # D Г. H 
(32D 式 ， 我 们 知道 

х= (АТА): Ат (RTQ QR) IR"Q"b 
ОУ bt НДЕ bA Ei, AQ OSE TÆ 
X = (RIR) IRTOTb=R !Q"o (43) 
HEAR, REBI AER yi ОЬ, 以 及 对 三 角形 方 
ËI Rx 二 Q"5 进 行 倒转 代 措 。 预 先 的 正 交 化 工作 使 我 们 押 脱 了 
HAA АЛЫ Ш МОА? Ах= Аи", 
练习 3.5.9 Б Gram-Schmidt ЧИМЕ J 


“1 +. 


并 把 结果 写成 A-:OR 的 形式 。 
练习 3.5.10 把 4 一 | > 5 ров, 
练习 35.5.11 把 


k. 


[h 0 


的 Gram- Schmidt 正 变 化 过 程 表 为 4 一 台 及 的 形式 。 给 定 нЕт 


* 这 些 长 度 ü ç u Щй ЛЕСА?) ЮРА Ь, 

* 玛 正解 脱 椒 在 于 计算 最 《事实 上 ， 共 把 王 先 的 工作 起 合 去 内， ПЕАТ), 
Тф СВОДА Ep, 至 少 当 我 们 恩 为 泪 用 在 统 沼 3.3.14 中 入 出 后 榴 疏 了 的 Gram- 
Бертіс, л ТЗП) С ә Householder g p i Eeo 


lle 


ФВ а, А, ОТЕ ЛАНА 2 
2]5.3.172 БЫА Ь- (1, 1, 17, НАЕ QR 来 解 
最 小 二 末了 问题 Ax=b。 
练习 3.3,13 车 A4 二 QR， 求 型 4 的 列 向 量 空 间 的 射影 矩阵 的 
的 简单 公式 。 
练习 5.5.14 证 明 下 述 两 个 步 又 
p Te БОШ, 


-u D= WwW g 70 
01701 1 3 РЫ z 


得 出 与 公式 (40) 相 同 的 第 三 个 方向 v;。 这 十 一 个 收 政 了 H Gram- 
Schmidt 正 交 化 过 释 的 例子 ， 在 这 个 过 程 中 为 保证 数值 稳定 ， 一 次 
只 减 去 一 个 射影 


ЕА Жз [8] SIF оигіег 38 


这 是 一 个 简要 的 选读 章节 ， 但 是 它 有 若干 良好 的 襄 疝 : 

(C1) 首次 介绍 一 个 无 限 维 疝 量 空间 ， 

(2) 把 长 度 和 内 积 的 想法 由 向 熙 0 扩充 到 函数 六 x); 

(3) 把 了 的 Fourier 级 数理 解 为 一 维 射影 的 和 ;， 张 成 此 一 维 空 
AHE “AHE” ERREA К. 

C4) 把 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 用 于 多 项 式 1、x，, x*, 


(5) (х) НН ФТ. 

ФПЖ ЕЕЕ ЖООН, ЖОЕ EREA 
领域 。 

1 在 病 究 了 所 有 有 有限 维 空间 R" 之 后 ， 很 自然 地 想 汉 R* 一 一 
它 包含 着 所 有 的 向 量 5 = (о, 0, оз, 0-0), Жа 
个 分 量 。 如 果 对 分 量 v; 没 有 住 何 限制 ， 这 个 空间 实际 上 过 大 ， 从 而 
失去 它 的 价 盘 。 一 个 较 好 的 想法 是 保留 长 度 的 熬 知 的 定义 ( 分量 平 
方 和 的 平方 根 ) ， 而 且 只 包含 那些 右 育 限 长 度 的 向 量 ， 无 穷 级 效 

Ho f t =vi tui teite (44) 
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必须 收 就 于 有 限 和 。 这 个 向 量 集合 仍 是 无 限 礁 的 ， 秽 如: TEAR 
a(i. g а т) нева. o gy з) 具有 有 限 长 
жаыа нек Сои I< lu T+ |w ), Ж 
纯 量 伐 也 如 此 ， 匠 以 它们 构成 一 个 向 量 空间 ， 它 就 是 著名 的 害 尔 伯 
特 空 间 ( Hilbert spaces), 

项 尔 怕 特 空间 是 既 允 许 维 数 是 无 限 的 ， 而 山 时 又 保 存 了 通常 欧 
大 空间 几何 的 最 自然 的 模式 。 椭 回 变 成 为 无 限 维 的 椭 球 ， 抛 物 线 变 
成 为 抛物 曾 ， 而 疏 宜 则 仍 可 按 以 前 向 样 的 方式 去 理解 , 向 是 妆 一 
(ui, v, O и Cw, w, OREX, WREN ШЕ 
积 为 零 的 话 ， 

Оу ор Б T+... == 0 (45) 
RAAME e rakhu, ПП ЇН {НӨ ЛГ о iw, Schwarz+- 
等 式 uru с | u w GRRE, HEERE 25 Bj H, 
余弦 的 绝对 值 也 决 不 大 于 1。 

关于 这 个 空间 还 有 另 一 件 值 得 注意 的 事 ， 它 可 以 在 各 种 各 样 的 
表面 形式 下 被 找到 。 它 的 “向 量 ” 可 以 基 一 个 函数 。 这 就 引出 了 下 
述 的 第 二 点 

2. 人 根 定 我 作 考 虑 一 个 定义 在 区 间 0 < x <2= E BJ ВА S. PI 
如 ， 玉 *) 二 sinx*， 这 个 了 如 一 个 具有 连续 分 量 的 向 量 ， 这 些 分 量 就 
是 sinx 沿 整个 区 间 的 值 。 为 求 出 这 样 一 个 向 量 的 长 度 ， 通 常 的 那 种 
把 分 量 平 方 后 相 吉 起 求 的 法 则 就 不 适用 了 。 这 样 的 求 和 自然 地 不 可 
避免 地 要 被 积分 代替， 


р! `= | О) ах | Сл) аяа (46) 
ЖП Ах [В] Зу —-1- Ж р, Ар А ВА, RME 
有 了 宸 量 它 们 长 度 的 方法 ， 雄 且 这 个 空间 包含 所 有 具有 有 限 长 度 的 
冰 数 一 -就 如 上 面 (4 人 j 式 那样 ， 租 它 丰 包含 汕 数 F(X) 二 17%x， 因 为 
17x 的 积分 是 无 限 的 。 
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Ш GRAKI EG IEJ E pE Ay A ЖИ. Tú RIO = 


sinx#lg(x)—cosx, W 
Ёз [лов аз | sinxeoswdx= 0 


jk. дл 777 1 全 与 长 度 联 系 起 来 , 而 如 仍然 满足 
Schwarz 30, fea s [711 igi. 当然 如 sinx 和 cos* 这 样 丙 
个 函 煞 一 一 它们 的 内 积 为 空 -一 - 们 然 将 称 为 大 正 交 的 。 在 除 以 它们 
的 长 度 w 之 后 它们 还 是 正 交 单位 向 披 。 

з. убх) Fourier E k ЭЗ -F 1:35 ЖП ЖЕТА ЖЕЙУ 86 
开 式 ， 

y(w)=a tacos Бу зіпх 4-а соѕ?х-- be ѕіп?х + 

为 计算 一 个 典型 的 系数 ， 例 如 :， bi, RPP ЛЕ] Ж АЛУ BS EB 
数 sinxg， 然 后 几 0 到 2л Ph. RAAR, REREH sinx 的 内 
B 


zn" "fra n 1: 
f ys)sinxdx=a,|. ахаха: cosxsinxdx 
* А ДИ] 


+f (sinx) dx +s... 


在 等 式 右 进 ， 除 了 sinx 乘 其 内 身 这 一 项 外 ， 其 余 的 积分 均 为 零 ， 因 
为 正 落 函数 与 余 强 函数 是 相互 正 交 的 ， 于 是 f(x%) = 二 sinx 的 系数 是 


| y(w)sinxdx y" 
b= Муз =i 
N sinx) dx 


或 bisinx 一 一 节 六 Ї (47) 


ШНА АЛЕ РЕШЕ У ЖИП. ШР ОКИ 
ЛЗ БЕЛЖ. {ЕЛЕЕ ЕТ Т 
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三 一 个 Fourier 级 数 中 ,我 们 把 函数 3 射影 到 函数 sinx 上 , BEERA 
方向 上 的 射影 P 愉 是 Bisin% 这 一 项 。 系 数 b1 超 不 相 容 方程 组 bi sint 
= УЕА. HA, EIER КЬ віп m AERYEN У 
C 见 练习 3.3,16 》。 对 此 级 数 的 其 它 项 也 同样 是 对 的 ， 它 们 每 一 个 
Ж Y EAE E A a ESE., RARE EA A 
函数 是 正 奖 的 ，Fourior 级 数 怡 给 由 “向 里"”y 美 于 一 组 (无 限 多 个 ) 
ШОН жЕ Б ЧЕКЕ ЕЛ ЧАКА, 

4. ЕГА ВА О fr ЖН АНЕ. WQ B ETN 
ЖАИ, {р ЖЕН ЕИ А, BR E M: ЕХ 
FEKAL, EH АИМА РШ Со, хх) s P£ BU. 
( 1 和 ** 的 内 积 总 是 正 的 ， 因 为 它 是 x 的 积分 ，) 于 是 ， 最 接近 
у(х) 的 狼 物 线 世 不 等 于 它 在 1 ，x 和 x2 Ба, 
ARAR, MAER ПО (АТА): ВЕ, а ЕЧ 


HSJ. LPIA SERA Н, ЕБ 0с хо Е 

í ， ` 

И, т т 4.2 | | ‚мї l 11 

171 17х fx una | уз 

TA | pT? т Ta б 2 3 ||, 工 

АТА! xfi xx х?х = [x [x* fx? |= 2 3 4 

| (x2)71(x2 у(х)": | jx? [xë [x+ j 1 1 аа 

| „ a . => ， | 3 n 5 ! 
这 个 定 阵 布 一 个 很 大 的 北 ， 因 为 轴 1 ，x 和 xs* 距 相互 垂直 相差 太 远 


了 。 如 果 我 他 青 容 加 更 多 的 轴 ， 即 使 使 用 一 台 现 代 的 计算 机 ， 求 道 
也 是 个 可 能 的 。 为 求 10 认 最 能 通 近 多 项 式 而 解 正 规 方程 47A7 = 
4 5， 在 实际 上 也 是 做 不 到 的 ， 

更 确切 地 说 ,用 Gauss 消 去 法 解 正规 方程 也 是 没有 希望 的 ,因为 
每 个 会 入 误差 将 被 扩大 10* 们 以上， 但 另 一 方面 ， 我 们 又 不 肯 放 弃 
它 ， 因为 用 多 项 式 来 过 过 应 该 是 可 能 的 ， 所 以 正确 的 想法 是 转换 到 
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正 交 轴 寺 去。 这 意 昧 着 施行 Gram -Schmidt 正 变 化 过 程 ， 节 :， SLR 
і, x 和 x 的 组合 使 之 成 为 正 痰 的 。 

取 类 似 于 一 1 科 x 守 1 这 样 的 对 称 区 间 来 做 此 事 是 很 方便 АЧ, 
Во ГАИ х ар ИВЕ ЕРІК, 


1 Кып 
| xdx= 0 хт Í x*dx= 0 
„1 -l 


于 是 可 采用 v1 二 1 和 zs 一 关 作 为 前 两 个 正 交 坐标 负 ， 而 只 需 调 整 1 
和 x** 之 间 的 来 角 。 由 公式 (40)， 第 三 个 正 交 多 项 式 是 


боз 

Pai Tu? f x“ dx 
| idx 
t 


用 这 种 方法 构造 出 的 铬 项 式 就 是 Legendre 多 项 武 ， 它 们 在 区 间 一 ! 
=< x< 1 КЭЛИН ЕЛЕЙ, 
验证 


п) (е) [5-3] =o 

ЯЖ, ННН ВА ОЛ RLA, Legendre 多 
Жїз БН, ТЕЕ REH ОРФ ДЕЗЕ ШЗ, 

5. ЙИП КШ < x< i Ка й, ШК) = 
wx ， 我 们 希望 用 一 条 直线 了 =C 二 Dx 去 拟 合 它 ， 那 么 鞋 少 有 三 种 
求 最 佳 直线 的 方法 。 如 果 我 们 比较 一 下 它们 ， 那 么 整个 这 一 章 所 述 
到 容 林 能 显得 更 清楚 了 1 

GR АМЕ 


u = x*— 


s= | (v ¥-c-px)*ax 


pė 


l 3 + 2 р! 
一 到 一 本 一 C 一 计 D 十 C? 十 CD 十 = 


E BD PASE, ЖЫН 


ДЕ? 4 
аб Tyt C+D = 0 
дЕ? 4 2 р 
aD ~ s ICT sD 
ayga c= p= 
15 5 


c 
《iiy 用 最 小 二 乘法 解 (1 | р БТЕ 


I 1 
17] 125 ! > 
xT| xfx 1 


1 1 
2 3 
— 6 
(ArA) t= 
— 6 12 
2 | 
хр. 
= | =! 
xT. x |2 
L5 


正规 方程 的 解 是 
У =(ATA) T AT] 


GiM Gram-Schmidt 算法 造 出 第 二 个 列 向 量 x 一 一 它 
自然 与 第 一 个 列 向 量 正 交 ， 
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WJ x 的 射影 基 


- Zx x 一 Ly 
У = хп. 1 2 ў | ( < Í ) 
(х. K ~} 
站) „ 


在 我 们 的 算法 中 只 有 方 iC i u ge BL ТАЕ Ç 现在 它 是 正确 的 ) ， 
内 为 导数 为 0 REE UDREDE S PE. 
练习 了 .3.15 RAR (0, у=, р, 长度 以 及 
ABIS ( 在 区 间 0 << хт 上) 的 长 度 。 在 这 个 区 阐 肉 性 
eJ tk fra? 
53.3.16 用 令 导 数 为 0 ЈОРК KD ГЕ e PON (E. 


2 
| Б, ѕіпх—у | =} {bi sins yix dx $ 
п 1 


РЕРНИ Fiy) == соѕх, b РИА 
练习 35.5.17 ЖЕБЕ Жу(х 的 Fourier sr ar, a, IH bas 
УСУ [Z [ij 0 =< x =< z БЖ Ра MEKU а ол E 28 T 


Xi a_y eost __ 
а 171 1% (Ceosx) (cosx) 
_ у? 5їп® 
b= (sinx)”sinz 
SI. 3.18 R F— 4 Legendre ЩН l Aei, хЯП 
一 516 S B: ZZR 下 


$33.3. 19 к -1<х<1 БАЕВ y =x* 3 D, 
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它 最 接近 的 直线 基 值 么 ? 
S3.4 Хз {пер ЖШ} 


一 个 不 丰 容 的 方程 组 4x 一 5 的 最 佳 解 是 什么 ? 这 是 本 章 的 关键 
河 题 ， 到 目前 为 止 ， 它 述 没 有 得 到 彻底 的 回答 。 我 们 现在 来 回答 这 
个 问题 。 我 们 的 昌 标 是 找到 一 个 对 任意 给 定 的 系数 矩阵 A 和 左边 的 
b 确定 区 的 法 则 。 

这 个 自 标 已 实现 了 一 多 六， 办 为 我 们 知道 A4% 应 等 于 什么 。 对 
每 个 x，Ax 必定 在 和 4 的 列 向 量 空间 中 ， 它 是 这 些 列 向 量 以 x 的 分 
量 为 祝 的 组 合 。 于 是 丸 * 的 最 佳 选择 是 这 个 列 空间 距 结 定 的 b 最 近 
HAP, RARER Е = | Arb] 达到 极 小 。 换 名 话说 ， 最 
FE kq E b 到 列 空 间 的 射影 ， 

A x= p = Pb (48) 

应 大 多 数 的 情形 中 一 一 -我 想 它 包括 了 大 多 数 的 实际 问题 一 一 这 
个 方程 足以 确定 本 身 { 它 是 正规 方程 4*4X 一 4ob 的 另 一 种 形 
式 ， 在 31 节 中 我 们 是 令 E 达 到 极 小 时 得 到 它 的 。 ) 当然 ， 如 果 了 被 
委 为 各 的 列 向 量 组 合 的 方式 是 唯一 的 ，x 就 唯一 确定 ， 而 这 个 组 合 
的 权 就 是 过 的 分 和 量 ， 这 就 相当 于 第 二 章 的 “唯一 性 情形 ”。 币 上 且 我 
们 还 知道 方程 4 一 p 有 唯一 艇 的 几 个 等 价 条 件 ， 

GJA 的 列 向 量 组 是 线性 无 关 的 。 

《ii 和 的 核 仅 包含 零 向 量 ， 

GIDARIA n. 

Gv АТААР, 

HTRHE., (ав) Ао ARIER rh Lit, RRE. 
х = (АТА): А?Ь (49) 
Н ЕТА ЖИТДИ МОХ Ж ИЛНЕ, ЖЫ 
x 与 原来 方程 4x=5 的 唯一 解 人 由 J, X = AT (AT) 1A "b= Ah, 
这 就 语 爱 我 们 来 考虑 描述 我 们 且 标 的 另 一 种 方法 ,试图 对 一 个 
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可 以 量 永 可 道 的 惠 阵 去 定 六 它 的 广 交 赣 宙 阵 [pseudoinvrerse ) 
Att, ШЕ АТИН, RIERA = А71, EERE A WEE 
ЖАО) о), RITRAE ES UBER ДЕЙ. A= 
(4*4)-147。 但 是 如 果 条 件 (iD 一 (iv) RAE ЛИШИ E, 则 x 不 能 被 
A x= P 唯一 确定 ， 从 而 广义 首 还 需要 另外 定义 。 我 们 必须 在 很 多 
WEA х= р р — 0, MERR, ШЕ УХ, Ж 
是 不 相 容 方程 组 4x 二 bp 的 最 佳 解 x 一 A1b。 

这 个 选择 将 摇 下 列 法 则 来 进行 ， 在 4 х= p 的 所 有 人 和解 中 ， 最 侍 
解 是 具有 最 小 长 度 的 一 个 。 为 找到 它 , 关键 在 于 记 住 ; 上 4 的 行 空 间 和 
核 在 R" 中 二 为 正 交 补 空 间 。 这 意味 着 К" 中 任何 一 个 图 量 均 可 分 
解 为 两 个 相 址 敢 直 的 部 分 ， 它 在 行 空间 中 的 射影 和 它 在 核 中 的 
射影 。 如 果 我 们 把 这 个 分 解 用 于 方程 A4* = p ха, хо = 
Xr 十 各 。 其 中 尺 :在 行 空间 中 ,而 w 在 核 中 ， 现 在 有 三 个 重要 的 
事实 ， 

(LEX 本身 是 4 x= p 的 一 个 解 ， 因 为 4Aw= 0 ， 

Ax =A(X,.Twy= A Хор, 

(2) 有 4 x 一 了 的 所 有 解 在 行 突 间 中 有 相同 的 分 基 x,;， 只 是 在 核 
中 的 分 量 w 不 相同 。“ 通 解 是 一 个 特 解 ( 在 这 里 是 x ) 和 齐 次 方程 
的 一 个 任意 解 如 的 和 *。 

《3 ) 因 为 这 两 个 分 量 *, 和 他 是 相互 秋 直 的 ， 这 祥 一 个 解 允 十 名 
的 长 度 满足 勾 股 定理 ， 

lx +wl2= | x. ++». 
ПИЕ, Ж ЕЛЕШЕ Е х. RUKA -MAAT 
行 室 间 中 ， 而 其 在 核 中 分 基 为 零 的 解 。 

30 ”任何 方程 组 Ах=ь КЕЛЗЕ И КРИ ЗЕ 网 Мх. 
( 如 竖 采 用 原来 的 记号 ， 则 是 у, ФРУ РНЫЙ. 


Al nj Ё Мооге-Репгоѕе Ж, Ak МЫҢ S NB HZ, Ei hh BM 
HAREN ТЕЗЕ < gencralized inverse), {ЖН HUMEN, Ë Tí 1] 
FETA H ЖЕ {ЕД ЯК ДЕ АКТ ВЕДА, ШЕЕ Y aW Ре. PLE, "ТУШ 
ЫЛ АТЫ Mr SL ц-н 
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(1 )A x 3534 b # A 2 БЕ, 
C2)% 在 A 的 行 空间 之 中 。 
“Ж” Ах=ъЮ Г AREA, ТН х = АК. 
从 几何 的 角度 来 解释 广义 道 是 最 好 不 过 的 了 。 我 们 再 来 看 一 办 
对 四 个 基本 子 空间 的 解释 《图 3,7 ) ， 


图 3.7 RAMEE ХАА 


矩 隆 A* 组 合 了 两 个 独立 步骤 的 作用 ， ШВЖЯЖЕ рд, 然后 
在 行 空 徊 中 找 出 礁 一 的 一 个 向 量 %X， 满 足 4* 二 了 P。 一 种 极端 的 情 
形 是 当 b 垂直 于 列 空间 时 ， 换 名 话说 ,b 在 左 化 零 空间 中 ,这 时 了 一 
0 ， 从 而 = 0 。 有 及! 把 整个 NV(47) 映 为 零 向 量 ， 另 一 种 极端 的 情 
形 是 在 列 空间 中 ， 于 是 P=b， ША хан ORA” KEA (Е 
2Z 中 我 们 已 注意 到 ， 如 果 我 们 措 它 理解 为 由 4 的 行 空间 到 其 列 空 间 
Wg, АЖ ЫЙ; AREER). 

任意 的 一 个 3 ЭҢИЛЕ ОНИ КИЛЕШЕ. ЖЕР 用 来 得 
出 wx， 而 另 一 个 分 量 5 pR, HOPE 3.7, 我 们 
可 以 列举 广义 递 的 若干 基本 性 质 ， 

(туд? аот. ВН ТЕЬ Н, Н 
ИЧИДЕ Хх, 
` 《2 )А* | ®з RE A 841280, WA WTA BDE А ПЁ 3] 85 
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НС ERRES, RA = КА )。 

(З)А Т SOMA, 

(4)—W W ЖААТ 1, AA AT ARTTA, ELE АА? 总 二 
等 于 到 列 空间 的 射影 P，; 


AAtb=Ax=p=Pb 或 AAt=P (50) 
#11 
100 
a[o 1 o| 
ооо 


Д УГО РР Тар] [ае Вр R: B фу "x — у 
平面 ”相同 ， 它 包含 所 有 向 量 (x,》, 0 )。 核 是 “z- 轴 ”。 它 自 
然 与 行 空 间 正 交 。 为 找 出 x ， 我 们 先 把 b 射影 到 列 空间 上 ， 


D, b, 
若 -| т] || 


bs 0 
MERA хер 或 
100] Є jea) 
о1о | 加 =] ba | 
000) іх. al (51) 


ЖЕШНЕН Ж. xb Xs 一 b。 站 za 是 任意 的 ， 在 这 无 穷 
多 个 艇 中 ， 我 们 选取 一 个 长 度 蝶 小 的 ， 它 的 第 三 个 分 量 xs 应 是 零 。 
这 就 得 出 x* 二 (6)，b;，0 )"， 它 正如 上 述 理 论 所 预言 的 那样 位 于 
行 空间 《 x- y EUR) 中 。 最 后 ， 我 们 得 到 广义 送 4+ 
100 b, 
= |: 1 °| 和 A'b -| 上 = 
ооо“, 0 
ДАЧНЕ ЕРЕ, A SAMA. RERAN А Ear; 2 [Н] Ph 
RIASAM P, H ERS EMER, m Р 
” 152 · 


其 余部 分 。 
总 起 来 说 ,不 相 容 组 
xı tx, БОХ = 6, 
Сх, х, T 0x; =b 
0х, охь +9x =b 
的 最 佳 解 满足 前 两 个 方程 且 令 xs 一 0 。 
#12 
#000 
asf om 0 J 
0 0 0 O 
Faba 20, ú,2>20 , ЯНИ xy 平面 ， 所 以 对 8 进行 身 
影 时 将 把 它 的 z ЯМИ. р =РЬ= (Ь,, 6, 0)", АХ 
p 成 为 


x 
mooo) _ bi 
0.00) |.) 
0000) |х, 0 

EF 


前 两 个 分 量 被 确定 为 ， хү==Ь,/Н,, ху 一 Ps /Hs ， 而 其 余 两 个 分 Е 
由 于 要 求 长 度 极 小 所 以 必须 是 零 。 于 是 最 侍 解 是 ， 


rbit би" Ü 0 
ГЬ лиз | 0 шт op? 
х= 0 或 A'b= 0 0 0 >. 
0 o oj? 


这 两 个 例子 是 下 列 一 类 特殊 矩阵 的 代表 ， 它 们 的 主 对 角 线 上 前 
т 个 元 素 是 正 数 A,，，*…&, 而 其 余 元 素 均 为 怜 。 用 太 素 示 这 个 定 阵 ， 
它 的 广义 道 可 如 上 傅 那 样 算出 来 
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| | 
х= N [н sej N _ | 

| | | | 

1 ! Р 

TSE iX nir, MI E nxm, ЖЕШ, ХЕР У 
К, Рт, ШВУ УЖЕ, (Zt)t= у, 

ДАК И АУН РЕ H TAERE А Ау ОВ ВО 2y ЕУ ТИТ НЕ ER АЕ 
KAMERS. ШЕНЕ. CERE A ЇП БТ 
知 。 

58 枉 何 一 个 mx n EBE И АЛУ A =Q 501, Ж EQ, ÉE: 
m x т Н , Q, 是 一 个 4 x n EXER, 而 5S 是 上 述 的 特殊 对 
ЖЕ. 

ЕЛКА ВА ИН. ХЛИ B EE R A ВОГ Ў В — В 
确 的 公式 ， 一 个 到 现在 我 们 还 缺乏 的 公式 。 在 这 种 特殊 情况 下 (但 
不 是 在 一 般 情 况 下 ， 郊 下 面 (60) ) 我 们 可 以 分 别 对 这 三 个 因子 求 
广义 道 ”， 并 撤 相 到 的 顺序 滋 起 来 ， 因 为 正 交 矩阵 的 道 矩 阵 是 它 
的 转 置 阵 ， 这 个 公式 成 为 

А*=0,5*01 (52) 
这 个 公式 可 直 挡 由 最 小 二 飞 原 理 来 证 明 。 出 3N 可 知 ， 乘 以 一 
个 正 交 滤 阵 8T 不 会 改变 向量 的 长 度 ， 记 以 被 极 小 化 的 误差 是 
| Ах—Ь[ = | Q: 5Qïx—b | = || Solx—051 
(53) 
引入 新 的 未 知 数 了 一 Q3x 一 Cix， 它 与 x 有 相同 的 长 度 。 然 后 我 们 
要 把 外 33 一 妇 到 上 极 小 化 ， 从 而 最 佳 解 了 -- Br А B 5] £ 
中 最 短 的 一 个 一 一 是 了 一 了 +Q1b。 于 是 
X =Q;y =Q, tQ, “b kkAt=O, х*%017* (54) 


*，” 在 实际 计算 时 ,把 很 小 能 Bç ЖЕЕ R BIN. ТЇЙ, AANS 和 
经 验 识 关 可 能 很 容易 给 出 一 个 值 便 扣 pr = 41975, 从 而 Br"1c105， 这 类 会 使 广 多 道 答 阵 过 
Ж» AER T W ЖГ m DARD P EE, 
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奇 苑 值 分 解 的 证 明 需 要 第 王 章 的 主 村 铺 果 ， 对 于 一 个 如 474 这 
样 的 对 舟 现 阵 ， 存 在 一 个 标准 正 交 的 “特征 向 量 ” 祭 #，…， 知 
(О ЦАН), 

А?Ах = Aix. Нхїх= 1 #Hx;Tx,= 0 jesi 
(55а) 
Ж Өх КИ, RIEM 0 
ХТАТАх; = Ах 或 [Í Ax, = 机 (55b) 
Ein АЛЫЕ, ERHI n — РАХ ПА, 对 这 些 正 数 ， 
ФП z = V À Hy = Ax, Bi H (550), Ay ДЕЛА фу n] Ж, Tü 


且 又 由 (55 的 它们 是 正 交 的 ， 
š t ; À; А + 
y А зыш С=О щат 


TARIS r КЕЛА ЫЕ, B HGram-Schruidt1E X 4k К 
ЖЕ, 它们 可 以 扩 充 成 一 全 完整 的 标准 已 交 基 yya 一 它 
О, ВИА. ОТАО, А уТАх,, щої о> Р В 
е (МАХ 0 》。 除 这 些 元 素 以 让， 他 们 等 于 узун, EH 
j > НЕЯ, щу ВУАН, АИА, ОТАО, ШЕЕ 
лои, НЕРОН ВЕ У, ЈА =Q, 503, ТЕ н РЕО, МО, 1 
ЗАТОА ЕЕН RHET EN, AW I A ЖЕ ЕЛЖ SE У, 
3 юллаган | ША" АЖ—- 1х1 
(25), 它 的 单位 特征 向 量 愉 是 < 一 (1 1， 这 就 是 8*。 其 次 ,我们 


‚ Q, УНЙН у E 


5 
ЖЭ А 二 25， “=s ym 

4 

` 5 T 


Ж, 所 以 


lw 
| 


оло! 
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它 其 有 有 我 们 所 希望 的 特殊 对 角形 状 。 ар XJ SL B E í б р 


sol i o] anam. amos oE š 
EUA AHI, KE r= тую, HA в 
一 个 特别 的 左 道 阵 ， 


当然 ,奇异 值 分 解 要 求 我 们 找到 正 交 下 阵 ,和 8,， 丽 通过 初 
等 行 变 换 一 般 是 不 可 能 做 到 这 一 点 的 。 因 此 ,试图 由 高 斯 因子 工 和 
UU 类 计算 x 更 接近 于 开头 几 章 的 思路 。 共 结果 很 像 4-1 的 分 解 U-! 

。 我 们 将 给 一 个 完整 的 证 明 ( 因为 在 共 它 地方 找 不 到 它 ) 一 一 
当然 多 许 省 略 *! 

关键 在 于 于 控 避 的 零 行 这 种 想法 ， 这 种 想法 在 103 页 中 已 介绍 
过 了 。 如 果 4 的 物 汶 上 ， 那 么 将 有 Mm 一 rf 个 这 样 的 零 行 。 У |А 
时 ， 我们 也 要 丢掉 工 的 后 ( m—r ) 个 列 《 如 果 在 消去 过 程 中 某 些 
行 需要 交换 的 话 ， 就 去 掉 РШЕ Ир), D mü E HUHA "F 05 
了 行 组 成 的 + x n EBE, TLE ИЖЕ r От x r 


ЖЕ. 
例 4 (#r=2) 
12 100 1 2 LoL 
4-| :| -| CORES Az 
372 5311 0 0 3 1 


工 的 最 后 一 列 一 一 它 仪 促 乘 以 了 的 显 后 一 行 一 一 被 去 掉 而 不 改变 屁 
F: LU=LU, RENEE. 

(19 如 是 一 个 秩 + 的 + xnm 业 上 阵 ， 它 与 了 有 相同 的 行 空间 ， 因 
为 只 是 零 行 被 去 掉 了 ， 而 且 与 和 也 有 相同 的 行 空间 。 

(2) 工 是 一 个 秩 也 为 ? 的 m ху; L Me Ag ( 所 以 己 也 可 
Ж), 因此 它 的 前 7 列 必定 是 无 闫 的。 正如 我 们 在 82.6 中 所 注意 
到 的 , 工 与 和 《有 相同 的 列 空间 。 

籍 助 十 分 解 式 和 二 荆 避 ， 我 们 可 以 用 一 种 完全 清楚 的 方式 最 终 

* 我 们 并 没有 说 这 个 新 的 更 “直接 ”的 公式 56) 在 数值 计算 土 比 (32) A Gram- 
Бертіс, КВН ИЯ, 
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35 任何 m x пн Ей УЛП: 
А= ОТОО?) L? (56) 
为 了 证 明 公 式 (56) 的 正确 性 ， 我 们 必须 验证 4:5 是 最 小 二 乘 问 题 
Ax=b 的 最 佳 解 。 正 如 前 面 所 说 的 ，x 是 由 两 个 要 求 所 确定 的 一 
它 位 于 态 的 行 空间 之 中 ,而 且 妇 等 于 4b 在 列 空 间 中 的 射影 一 一 ， 
因此 让 明 的 关键 在 于 把 这 些 要 求 与 上 面 列举 的 关于 可 和 工 的 两 个 性 
质 机 配合 。 
(7 ) 当 我 们 按 (5 的 式 计 算 4*b 时 ， 它 将 是 元 (在 公式 的 左 端 ) 
和 全 个 复杂 的 向 量 ? 的 乘积 。 换 名 话说 ， 它 将 是 口 ?的 列 向 旱 的 一 
Дет, WU KIYE 就 是 五 的 行 向 量 ， 所 以 4+*5 一 定 在 了 五 的 行 
空间 之 中 ,而 它 也 基态 的 行 空 间 ， 这 样 ， 第 一 个 要 求 就 满足 了 ， 
(2/) 用 4 来 滋 4+b， 我 们 希望 得 到 p ， | 
AAtb=(LU)X(UT(U UT) (ТЕ)? Lb) 
= (ЕЕ)! Lb (57) 
狙 臣 工 【《 工 ? 工 》": 工 ? 愉 是 到 工 的 列 空间 上 的 射影 ， 这 个 列 空 间 也 
是 4 的 列 空间 ， 所 以 (57) 就 是 向 量 P = Pb, ARARE PC EJE 的 
冰 个 要 求 ， 从 而 (56) 式 是 正确 的 。 
练习 5.4.] jm x n реА = 0 的 广义 道 ， 并 解释 你 的 
理由 。 . 
练习 5.4.2 ”对 一 个 秩 为 1 的 矩阵 ， 分 解 式 和 4 一 工 口 与 A 二 uo” 
是 一 至 的 ,两 者 都 是 一 个 列 向 量 和 一 个 行 向 量 的 缚 积 。 对 于 
А 111 mb = 0 
111 
RA 和 YX 。 把 3 射影 到 列 空间 上 去 ， 并 验证 4Ax 一 P。 
练习 5.4.5 洲 4 有 正 充 的 单位 列 向 量 组 ， 那 么 它 的 广义 道 是 
什么 ? | 
练习 5.4 ,4 FAATA, ШАЎ = АТ(АА")"*, Нх=дА*Ь. 
(а) и A х = 
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(b) aAa =li 1) Жито= зж. 

练习 5.4.5 Penrose 当 初 是 用 完全 不 同 的 方式 来 定义 At 的 。 
他 证 路 了 对 和 侍 何 的 4 存在 只 仅 存在 一 个 矩阵 4+ 满 足下 列 四 个 条 PE; 

(1) АА+А= А СОААА` = А? 

(iD (АА?) = АА? (у) (АА) = АА 
我 们 则 《 对 同一 个 At ) 采用 一 个 更 几何 ， 更 下 观 的 定义 。 但 它 的 
代数 的 定义 使 得 验证 所 得 的 甜 阵 满足 广 闵 道 要 求 变 得 简单 了 ， 

(а) Е. ЖАЖА E (A =A H ASA"), ШИ 
A 一 4 就 满足 (一 (ivy)。 于 是 它 的 广义 北 就 是 A 本 身 。 上 克 便 1 和 
练习 3.4.1， I 

(b MEB, (ATREA ИЙИК, PECAT = (A*r 
《 推论 : 若 4 对称， 则 4+ 世 是 对 称 的 。 》 

(с). 就 如 我 们 早先 对 卫 所 验证 的 及 对 每 个 4 所 阐述 的 那 . 
В, ААГ УША. 


83.5 加 权 最 小 二 乘 问题 


我 们 暂 先 加 到 最 简单 的 最 小 二 鞠 问 题 ， 用 两 次 观测 时 x =b, 和 
х 二 bs 来 情 算 一 个 病人 的 体重 ,除非 这 两 个 观测 量 是 相同 的 ， 否 册 
我 们 将 而 对 若 一 个 由 两 个 方程 组 成 的 一 元 不 相 容 方程 组 ， 
1 (x ] 一 b; 
[l LJ 
到 目前 为 止 ， 我 们 一 直 把 两 这 观测 仿 视 为 同等 可 靠 的 ， 并 去 寻 


求 使 得 E= (xb) * 十 (x 一 b*)? ЕЗДЕ МЮ, 


че S Б. +b, ЧЕ? 
在 х= 2 处 ах “9 


RAREN x ERUETI. 
王 在 假 没 这 两 次 观测 值 不 能 同等 奢 待 , 值 * 一 b: 可 能 是 从 此 
x =b, 更 精确 的 刻度 得 到 的 ， 或 者 在 统计 上 来 源 于 一 个 大 样本 。 虽 
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然 如 此 ， 但 如 果 有 某 些 信息 包含 在 第 二 个 观测 值 中 ， 我 们 就 不 能 党 
全 相信 x% 二 B41。 一 个 最 简章 的 折 惠 方案 是 在 两 个 观测 值 上 附 以 不 防 
йй wl, 3k 选取 x* 使 得 加 权 平 方 和 . 

E =w, (xb: ) + wi(x—b,)’ + (58) 
ЖЕНИЛ, Фр, >и, ШЕНЕ ИЕ AMAA 上 , 而 且 
极 小 化 过 程 中 使 4* 一 5 变 小 就 更 困难 一 些 。 我 们 容易 算出 ; 


dE? 
"ix = 2 (wf (Б) +209 —6,)) 


并 令 等 于 零 而 得 出 新 的 值 x。， 


wibi t wib, 
мр wi 


X „<= 


(59) 


Щу, =w= 1 伐 入 上 式 ， 得 出 b 和 b, 的 平均 值 ，x。 是 数据 的 加 权 
平均 值 ， ЖАЗ ВИЕ ИНО, Eb, 更 近 一 些 。 

有 两 种 方法 来 讨论 元 权 蝶 小 二 杀 问 题 。 一 个 是 算 出 出 (58) 中 
E: 所 下 出 的 通常 最 小 二 敢 问 题 。 它 有 如 下 方程 


м. Кх) №; bi 
| J -| J: E*= (w ixi —wibi)° 


Wa w, b. 
+(w;x—wy,b,)2 
这 恰 与 诛 来 问题 的 如 权 忆 "是 相同 的 。 用 这 种 方法 来 讨 Ж, mie 
夭 来 的 方程 组 4x=b 变 成 一 个 新 的 方程 组 本 Ax 一 Wb， 其 中 


1 Wi Ü 
a[i] а) 
1 ， O W; 
加 权 的 *。 是 WAx 一 Wb 的 通常 最 小 二 乘 解 ， 
这 种 讨论 问题 的 方法 有 一 个 明显 位 双重 要 的 推论 ， 如 果 方 程 组 
被 变 成 W4x 一 W5b ,那么 我 们 必须 期 望 最 小 二 乘 解 也 改变。 我 们 强调 
猪 出, 若 4 是 可 道 的 ,这 样 一 个 改变 就 就 不 可 能 发 生 : 在 前 一 情形 中 ， 
x 二 及 二， 站 在 后 一 情形 中 ,x= (WA)- Ире ATW :Wp 二 4-b. 
这 些 精 确 解 是 相同 的 。 反 过 来 ， 在 入 小 二 乘 问 题 中 和 一 Ab 和 
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二 (WA4)*Wb 是 不 相同 的 。 这 并 没有 什么 奇怪 的 ， 但 它 告诉 我 们 一 
- 个 令 人 不 快 的 结论 ， 
ЗТ RPNE, (ВА) 一 4 IBU, kU УЙ EU OF Pk 


(WA) = АТИ (60) 

ШЕ. ПЦН АЕ ОНЕРИ (ЕДЕП, ВР р 

Хт Хаан АИ ) 有 效 ， 于 是 加 权 的 %。 应 是 
X „= (WA) УЬ АТИ IWb= Atb = x 

但 是 x 与 xX 不 相等 ， 记 以 此 法 则 不 成 立 。 

刚直 我 们 已 讲 了 有 两 种 讨论 加 权 最 小 二 乘 问题 的 方法 。 另 一 种 
方法 是 否 把 Ax 二 b 剖 为 WAx 二 Wb， 丽 且 改 变 长 度 的 定义 ,保留 原 
来 的 方程 。 在 加 权 问 题 中 的 直 然 长 度 是 平方 的 可 权 和 ， 


v 1 
Ж о -| jase [о (о2о) T (61у 


利和 下 这 种 改变 ， 我 们 通常 令 误差 B= | Ax—b | 。 达 到 极 小 。 久 为 五 > 
怡 荐 平方 加 权 和 ， 它 的 极 小 值 将 在 %。 处 出 现 。 用 长 庶 的 新 定义 ， 

PEDA ROT AOR H Ax 移 到 4Ax。， 用 改变 了 的 坐标 办 可 以 最 好 地 解释 
这 一 点 《图 3.8)。 把 


2 „7 
tw. ЫА 


lin =w, 2р, 


l= 1 2 
Hol? 20,2 +0, 


图 5.8 长度 的 或 变 和 的 变化 
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= r b Ьл 2р, 3 
改变 为 x = ГҮ < 
刻 影 将 向 下 移动 。 | 
AXIER ЛААР, EE — BRI =, LENE = 
! 更 过 ,通过 把 一 个 坐 你 轴 比 另 一 个 拉 长 了 ， 我 们 就 虐 予 它 更 多 的 
价 信 。 


权 ， 长 度 和 内 积 


在 下 而 几 段 时 ， 我 们 要 说 明 上 面 例子 在 所 有 的 加 权 最 小 二 弱 问 
题 中 是 非常 典 馆 的 。 同 时 ， 我 们 将 找到 两 个 向 量 所 有 可 能 的 内 积 和 
所 有 相应 的 长 度 定义 。 举 运 的 是 ， 这 个 非常 重大 的 挫 广 时 很 容易 完 
成 的 。 

我 们 开始 讨论 一 个 好 小 二 乘 问题 4*= 二 b。 若 im 个 测量 信 不 能 同 
等 看 待 ， 于 是 不 同 的 权 WW, ，…*，w。 被 湖 在 m 个 方程 中 。 这 就 推广 
了 我 们 原来 的 例子 ， 但 还 有 其 他 的 更 精细 的 推广 。 除了 它们 不 格 同 
的 可 信 度 外 ， 这 些 观 测 可 以 是 不 独立 的 。 在 这 种 情形 中 ， 我 们 也 引 
入 一 个 系数 wij 它 是 衡量 测量 值 ;与 淹 量 值 的 联结 程度 。 于 是 

Ax=b $H W Ax=Wb (62) 
Zwi =, РИИ ЗОЯ E, ЕК ЖЕШ ЖОЙ 的 话 则 是 非 
对 角 线 元 素 ， I : 

Ж. 在 统计 中 ， 这 大 致 相应 于 引入 回归 系数 ， 或 法 化 之 后 引入 
相关 系数 ,我们 的 加 权 和 矩阵 WW 和 统计 中 的 协 方 阵 V 之 间 的 确切 关系 
在 这 一 章 的 最 后 一 段 结 出。 

为 解 这 个 新 的 问题 本 4x 一 Wap， 我 们 只 需要 回 过 头 来 考 碟 原始 
问题 的 正规 方程 474x 一 A479， 并 作 适 当 的 改变 一 一 4 被 WA 代替 ， 
аА 

ЗУ ЖАНЕКА ЕА ( 它 的 秩 为 4 ) BW JH Ж, Wi 
W Ax—=WbüJ А ЕЕ Л АЯТЕ y E: 

(A?W?W Д) = ATWTWpb (63) 
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Б, E RENCWTW NH", AIX = (АТНА) AH, 

ХАН TA B PLR ВАА AA, MERREN 
УУД RARI /EJF3281025 ERE ДАНА, Э АЕ 
法 是 改变 长 度 的 定义 ， 于 大 我 们 要 对 亚 一 般 的 加 权 征 隆 愉 当地 做 同 
— TF. 

ЗҮ WE H NER, TORFI- 4 SW ЛЕ 
MAPL хел Е РУР НІН ЕНЕ, хуар gr i TW 
Wy 的 旧 内 各， 

lx] „= Wx i 

且 (х, у), = (Ух) (у) = хт у (647 
长 度 与 内 积 按 通 常 的 法 则 联系 起 来 ， 

lx]. =, х) 220 АТН АЕН) St x (657 

ЖАД Ж ЗЕ БАНИ УТАУ ИГЕН АН, Ham, PaT ië 
ПЛЕ F АВАП ТЕНЕ АЛШ. ТЕНШ Ty, MLM 
х=у+50 REE, S FW ДЕЛИ ШКЕ ДЕФЕШЕЛЕ ЕА, ЖЛ] 
在 它 的 核 中 会 有 一 个 非 零 向 量 x, 这 个 向 量 的 长 EF E [| x [| „== 
Wx = 01 = 二 9， 而 我 们 不 能 容许 有 长 度 为 零 欧 非 夫 向量。 

现在 加 过 来 讨论 具有 加 权 和 矩阵 瑟 的 最 小 二 乘 问 是 4x=b。 我 们 
可 以 用 新 的 长 度 和 内 积 求 重新 发 现 几 何 的 慌 式 。 使 误 差 4x 一 b 达 到 
wh, ШАх Ec ШЕЕ {Л ЖАШ УБ ai рд Т 的 点 。 但 是 当 我 
ПШ i Ax- b] „= | WAx—Wo ЕЛЕЕ, “БОК” RAWALE 
必须 用 新 的 长 度 来 解释 。 这 个 点 p《 或 更 确切 地 说 是 点 p。， 因 为 它 
ЖОГУ”) 仍 是 b 在 列 空 间 的 射影 ， 而 且 误 差 向 量 b 一 p, 与 此 “z aj sf: 
村。 但 是 还 有 有 些 恋 化 ， 现 在 ,垂直 意味 状 新 内 积 为 堆 ， 于 是 点 p, = 
АТЕНЕ ВЛЕ. 5 一 ps 与 列 空 间 中 每 一 个 测量 Ay 生 直 ， 

(Ay) wTw{b— Ах „}== 0 对 所 有 的 ?了 。 
AT, yR E. 
ATWTW(b— Ах) = 0 
НИТИ CH Tik) АЛЕНЕ. 
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或 ATWIWAx „== АТУ/ТУИЬ; 
这 样 一 来 ， 我 们 便 重 新 得 出 加 到 正规 方程 ( 63). 
我 们 将 怀 者 儿 分 悲观 的 情绪 来 试图 莲 一 个 图 ( 3.9), ВЕ 
了 这 一 类 新 的 垂直 性 。 或 者 如 图 3,8 那 样 ， 这 个 空 何 相 对 于 多 可 以 
拉 长 ， 玻 者 可 以 保留 通常 的 轴 淹 改变 角度 ， 使 之 看 起 来 不 象 直 前 ， 


图 3.9 加 权 节 小 二 素 关 和 全 一 委 直 性 
按 此 图 进行 的 计算 如 下 ， 给 定 


ren 对 


放权 正规 方程 是 
(WAWA х „= (W А)ТИЬ 


К [3 PE eefi] 
2 f i 


一 Б 
或 “一 s 


作为 关于 景 小 二 彩 问 古 的 最 后 一 个 涩 记 ， 我 们 希望 把 我 们 所 用 
方法 与 绕 计 应 用 中 焊 用 的 王 死 方法 联系 起 来 ， 六 个 方 ВАЪДА 
差 盆 设 有 平均 值 零 ， 而 且 有 协 方差 答 阵 了 ， 则 最 佳 估 计 夺 是 正规 方 
АТУ А X = ATV IDR, MESSER 要 令 H 一 W”W 取 为 V 
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Бу Уу (63) 98. 
20] _ 
练 避 了 .5.1 sw-| Jez.. х= х 
0} 
- КИЙ, W =2 НИ, =i, 


1 
练习 5.5.2 а) БАИ, arso] ; ез-не b 
本 身 的 加 权 长 庶 ГЬ „ЖНА? 


2 1 
4 53.5.3 | te= яко B 8 + БН 
1 
ш x. Ba 
8⁄3J3.5.4 1А ИШЕ ИЛ BR Т RERA РУ ЇН 与 原 有 的 


= 相同 ? - 
# 习 ЖМ 


зл ЖЮЕШЫТ!Е АТ, BT, ШСЇЖ#л‹С(АВС)ТТ 
38.2 用 uv? 的 形式 考 示 牧 一 矩阵 
2 3 
{| 
6 9 
ЕЛИНЕ АТ. 
3.3 а= (0, -2, Юре (1, 2, 29 [ЖЖ] А? 
3⁄4 5= (1, 2, 2 а= (2, —2, DERAZ pE АТ 
3.5 ЖЫ Е (3,4) 564,37 АТ 
3.6 beL DARODD 1,0) 张 成 的 平面 了 上 的 射影 是 御 人 各 
3.7 方程 组 # =0; v=2，utv=4 的 正规 方程 是 什么 ? u My ЖНА? 
3.8 ЖНС, 1,1) 和 1，1，3) 张 成 前 于 空间 中 的 射影 矩阵 P。 
3.3 -RERAMA RER A: x= ову = 和 x Зу = 
‚ 122 
3.10 BE— 3: H SR = Di RF ЭЛӨ КИЧИ ЕШШ, = 1 时 yy = HH = ЗД 
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3.11 HARRERAREN REFERS rS БИЕ Шу» 


3.12 ЖОЛ ІЕЕ, WAQ EE? 
3.13 技 出 所 有 这 样 的 3x 3 正 交 和 矩阵， 它 的 元 素 为 罕 和 1 。 


4 1 
3.14 а= раде, - [Језа 与 a1 正 交 ? 作 一 


.小 图 。 
3.15 把 前 一 综 习 中 造 轧 的 向 昨 单 位 化 ， 从 而 完成 9ram~Schmidt 正 交 
wk. Æ 
14 
-| | 
1 0 
HAYR. 
cos sinf 
3.16 把 [ | 委身 为 GR， 注意 第 一 列 已 是 一 个 单位 向 重 。 
sinf 0 


3,17 ЖЩА=С8 JAF ЖОМ, 
3.18 XPT Hm PONM SE 


2 1 
”-| 
10 
(O, DHU: O 的 内 积 基 件 么 


3.19 ”如果 在 一 个 正 交 短 阵 中 每 个 元 素 REL, Me-t, at 
Jš £ h t 09? - 
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ЭБИ 行 列 式 


94.1 引 言 


行列 式 该 怎么 证 呢 ?这 不 是 容易 决定 的 事 。 在 本 世纪 初 的 时 外 ， 
行列 式 还 被 认为 比 产生 它 的 矩阵 要 重要 得 和 多.T.,Mair 写 了 一 部 “ 行 
列 式 史 ”， 整 整 的 四 卷 。 但 数学 的 发 展 方向 不 是 画 定 不 变 的 ， 絮 在 
行列 式 离开 线性 代数 的 中 心 相 当 膛 远 。 行 列 式 蚌 从 扯 阵 得 琴 的 一 个 
数 ， 这 一 点 是 不 变 的 ， 

有 一 种 看 法 认为 行列 式 为 4 1 等 提供 了 一 种 显 式 “公式 ”， 一 
种 闭 封 形式 的 紧 凌 而 确定 的 表达 式 ， 这 种 公式 并 不 改变 我 们 计算 
4 或 4 'b 的 方式 ,甚至 行列 式 本 身 也 是 用 消去 法 进行 计算 的 。 惠 
实 上 ， 可 以 认为 消去 法 是 把 给 定 符 阵 的 元素 代 进 我 们 所 说 公式 去 的 
最 有 效 的 方法 ， 这 一 般 公 式 的 必用 是 告 诉 我 们 A"! 对 矩阵 4 的 m7? 个 
元 素 是 怎样 的 一 种 依赖 关系 ，A 的 元 过 变化 时 AA"! 怎样 变化 。 

下 面 我 列举 行列 式 的 主要 应 用 ， 

《1 行列 式 给 出 了 一 种 判别 方法 ， 针 别 矩 阵 是 否 可 S. АТ 
列 式 为 零 ， 则 4 是 奇异 的 ，det 上 40， 则 4 可 道 。 这 一 判别 法 的 最 
ТКУ НФ, РАА РЕ, вх тау 
ЮРАДИ ВА Аа АВЕ разон 
BRESSA HERRER ЩН А-АА ар ОА (С ФЕ), BA 
唱法 就 是 看 窍 阵 的 行列 式 是 否 为 零 。 我 们 将 看 到 det(4-41) 是 1 的 # 
次 多 项 式 ， 视 8 重 祖 为 k 个 根 ， 则 该 多 项 式 有 28 个 根 。 也 即 4-2T 有 ?个 
特征 根 。 这 事实 是 从 行列 式 公式 得 到 的 ， 不 是 从 计算 得 到 的 。 

(ВА UI En E p A AEP MERER” ( 


+ рЫ л A F| B. n t Z B) АС i, ШИЖЕШ р ЯЗ 
让 一 个 平行 站 看 体 。 
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(ау, ‚Дуу, гуу) 


(ap dyn tga 


{atg ta) 


x 


W 4.1 АПТЕ H, ЕНА 

BJ4.1), И АШТУУ ЛА ЖТР, RTRA НЕ, 实际 上 ， 
PREZE PEA MERGE. RARER EJI SII, 
yy， 人 dv 中 的 小 立方 休 du 二 dxdydz。 BE A W T P 2 k ЯР r= 
х'соѕу', y=xsiny', =z, MARITA 变量 的 微分 4x 变 为 
{ах/ах'`уйх' ， 这 里 体积 元 如 dxdydz 变 为 Jax' dy' dz' 。 AATA 
Е РАЛ х/х", ЯТА С iacobi ) 行列 式 

|8х/дх' Әх/ду’ дх/ду'” 

了 一 | BA73x ду/ду' ду/ду' siny” х'соѕу 0 | 

' gz/ax’ дг/ду" Әдх/дх’ 0 0 і | 
ТОГ РК УЈИЕ ААО Ssrdrdo ЗЕ 坐标 元 
束 rardgdgz 中 的 r。 这 个 就 是 我 们 的 小 平行 六 面体 (《 它 的 面 基 曲面 ， 
但 楼 变 得 越 短 ， 面 就 越 接 近 于 平 画 ) 。 

《3? 行 列 式 给 出 关于 主 元 素 的 一 个 显 式 公式 。 理 论 上 ， 由 它 我 
们 可 以 哲 道 主 元 案 中 是 否 有 零 ， 因 而 也 就 知道 是 否 需 要 进行 交 护 ， 
更 重要 的 是 ， 由 会 式 

detA= + ( EWE ) 
我 们 知道 ， 消 于 法 不 改变 主 元 素 屁 积 的 绝对 什 。 和 车 干 年 以 前 人 们 兽 
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cosy'—x'siny” 0 | 


认为 用 行 交 挽 搁 走 很 小 的 主 元 素 是 徒劳 的 ， 认 为 换 走 一 个 还 会 有 另 
一 个 上 出现。 但 实 幅 中 通常 的 情况 是 ， 不 换 走 一 个 异常 小 的 主 元 素 ， 
很 快 就 会 有 一 个 异常 大 的 主 元 素 出 现 ; 这 维持 了 主 元 素 蒋 积 的 绝对 
值 为 常数 ， 却 使 得 街 到 的 数值 解 也 是 无 用。 

《47) 行 列 式 可 以 用 来 量度 4 15 对 5 的 每 一 个 元 素 的 依赖 程度 ， 
实验 中 一 个 参数 的 政变 ， 或 一 个 观测 数据 被 修正 ， 这 政 正 或 修正 对 
% 一 4 1b 的 “影响 系数 ”都 是 两 个 行 烈 式 的 比 。 

类 于 行列 式 还 有 一 个 问题 ， 这 就 是 , 不 仪 确定 其 重要 性 难 ， 确 
定 其 在 线性 代数 理论 中 的 地 位 难 ， 而 且 下 定义 也 难 。 显 和 然 ，dctA4 
不 是 由 个 变量 的 简单 函数 ， 否 则 4 将 比 实际 上 容易 得 党。384.3 
给 册 的 旺 式 公式 需 作 相 当 密 的 解释 。 它 与 道 第 阵 的 关系 远 非 显 
然 。 

对 于 行列 式 来 说 .简单 的 事物 不 是 那些 把 它 玫 示 出 来 的 显 式 公 
或 ， 而 是 行列 式 自身 所 县 有 的 性 质 。 这 就 告诉 我 们 应 从 那里 开 始 
讲 。 可 以 用 《我 们 将 用 ) 行列 式 自 身 的 三 条 基本 性 质 来 定义 行列 
式 。 接 下 去 就 是 如 何 系 绕 地 应 用 这 些 性 质 来 简化 公式 ， 来 计算 行列 
式 的 值 。 这 又 使 我 们 回 到 高 斯 消去 法 ， 回 到 主 元 素 的 溢 积 。 更 困难 
的 理论 问题 是 证 明 :, 不 管 按 怎样 的 顺序 来 使 用 这 些 人 性 质 ， 结 时 都 是 
一 样 的 。 也 基 说 到 的 这 些 定义 性 质 是 相 容 的 . 

下 一 节 列 举行 列 式 的 性 质 及 其 最 重要 的 推论 。54.3 给 出行 
列 式 的 若干 公式 ， 鞭 中 一 个 是 含有 nt 项 的 显 式 公式 ” 另 一 个 是 妇 
纳 公 式 ， 第 三 个 是 包 食 主 元 素 的 公式 ， 大 什 阵 的 行列 式 实际 出 主 元 
索 算 出 。 在 $4.4 中 行列 式 先 被 用 于 求 4"!。 再 被 用 于 求 得 解 x== 
有 A-!6。 称 用 行 痢 式 求 出 解 x 一 A-'5 的 航 则 为 克 莱 姨 规划、 最 后 部 分 
讲 了 排列 ， 是 作为 机 动 的 。 在 那里 我 们 证 明了 行列 式 定 义 性 持 的 相 
窒 福 ， 从 而 消除 了 定义 中 的 不 明确 性 。 


84.2 行列 式 的 性 质 


HADRAN, MERRET. ATHER ER 


子 解释 明白 。 
[| _ 
ct к=! =ad—bc 
сај fea! 


只 有 我 们 要 讲 的 每 一 条 性 质 ， 我 们 将 送 一 进行 验证 《矩阵 4 的 行列 
REGZA detA, WFLA IA ) 。 第 四 条 以 后 的 各 条 都 是 前 三 
条 的 推论 ， 我 们 将 指出 怎样 出 前 三 条 推出 。 

1, 行列 式 是 第 一 行 的 线性 孙 数 。 也 即 ， 如 果 态 ，B，C 三 个 后 
阵 第 一 行 以 外 的 各 行 都 相等 ， 有 的 第 一 行 是 8，C 第 一 行 的 组 合 ， 唱 
detA 是 detB 和 detC 的 同样 的 组 合 。 线 注 组 会 包 会 两 点， 一 是 数 
慰 ， 一 是 向 奸 加 法 ， 也 即 它 等 价 于 两 条 规则 . 


lata b+h' а b | a b 
=(a+a')d—(b+b)' e= + 
c d ¿C | c d 
| ta tb ab; 
! =іай —ірс= t 
|с сё '. 


ПЗ Ш, ТЕШ АГУ ЛН, ЖЖ ИЖЕ, 
即 完 人 不 同 寺 det(B 十 C) 二 detB8 十 detC， 该 等 式 不 成 立 。 
2, MTR, MINE 


le 4! la b| 
' | 


ja b c d! 
由 此 我 们 得 到 性 质 1 对 每 一 行 都 成 立 。 任何 一 行 都 可 以 换 到 第 一 行 
上 均 ， 然 后 再 换 回 去 。 从 而 ， 和 性 质 1 可 以 收成 ,行列 式 分 别 是 每 一 
行 的 线性 函数 。 、 
3. 单位 矩阵 的 行列 式 是 1 。 
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10 | 
оз" 
这 个 条 件 使 行列 式 的 值 正规 化 ， 性质 1 和 2 令 行 烈 式 可 能 的 取 值 成 
为 一 个 “一 维 空间 ， 而 这 条 性 嵌 刘 从 中 选 出 一 个 作为 行列 式 的 值 . 
4. 有 4 的 琴行 相等， 刚 detA=0、 
ab 
= аб — Ба== 0. 
lab, 
这 可 由 性 质 ? E, Am, 两 行 变换 ， 行 列 式 变 导 ， 两 行 相 等 也 
不 例外 。 另 方面 ， 相 等 的 两 行 变换 ， 行 列 式 不 变 。 变 了 号 ， 其 值 不 
变 的 数 只 有 零 ， 也 即 det4 一 0。 
5. 从 一 行 正 去 另 一 行 的 倍数 ， 行 列 式 不 变 。 


9 一 1e b—Id a b| 
c å | c 4 | 
ab č b | 
МОНЕ i masma |-ij 。 |， 出 性质 4 知 这 里 的 第 二 项 
c d c d 
为 零 ， 
6. 如 果 有 一 行为 零 ， 则 detA=0。 
100: 
| о. 
ей | 


ЖФА Е, Bakma Ју ЕЕ. BHAS 知 这 不 
至 变 行 列 式 ， 但 新 得 到 的 行列 式 有 两 行 相 同 ,于 是 由 性 质 4 类 det4 
= 0, 

T. 如 果 4 是 三 角 定 阵 ， 则 det4 等 于 主 对 角 线 上 元 素 的 屁 积 
Mieg aaas 特别 的 ， 如 果 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1， ШЧе{А = 
1, 

lap) rao 
pa 
10а са, 
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证 明 ， ААЛУ, ЛАГ ААА Я ЧЕ 
ЗЕ ЗАО, ЖАҢЫЛ 


( RAS F= АЯТЕ, ЯРА ВНК ОЛОИ АО 消去 法 ， 如 
Ж ЕН , ВО Аал ЕТТП {Р pk: ENAN 
ТЕТТЕ К). ШЕЕ 5 知 detD，detA4 相 等 。 为 求 detD， 我们 重 
复 利用 性 质 1 ， 并 提出 所 有 的 a, ， 则 测 下 的 且 一 个 单位 盾 降 ， 它 的 
行列 式 基 已 知 的 
aetD= fi йв?" айе! == а, aaa Aa 

TARRA- FEB 332, ШОХА E 奇异 的 。 
下 一 条 性 质 告诉 我 们 ， 它 的 行 烈 式 为 零 。 

8. 如 果 4 是 奇异 的 ， 则 det4=0; и ЖА Ер АУ, Шу} 
det 有 4 二 0。 也 即 ， 当 量 仅 当 ad 一 bc 二 0 时 

ad 
[a 

才 是 奇异 的 .如 果 4 是 奇异 的 ,那么 通过 基本 运算 得 到 的 是 有 一 行 金 
为 零 的 U， 由 5 #16 SHdetA=detU=0, 如 暴 4 是 非 奇异 的 ,那么 通 
过 基本 运算 和 行 交 换 得 到 的 上 三 角 阵 吕 ， 其 主 对 角 线 元 素 全 都 不 为 
零 。 这 里 主 对 角 线 元 素 就 是 主 元 素 人 ，…a。 H ЕШ Т HidetA= 
+detU= kdtdt..d4., НЕ 2 知 ， 正 负 号 决定 于 行 交换 次 数 为 
CEEE S 

9. 对 任何 两 个 xx 矩阵， 积 的 行列 式 都 等 于 行列 式 的 积 ， 
detAB=(detA)(detB), 
гер еў! 


ae+bg aftbh 
ce 十 Cg cf+ dh 


ea 


ied 
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这 相当 于 桓 等 式 

(ad—be)(eh—Tfg)== (ae+ Ье) (сі нап) —(af+ bh) (cet+ dg) 
ОШ, H RAT л, JijdetAdetA7l—=detAA71= detis, 或 
detA l=1/detA, 

前 玫 条 性 质 都 比 这 一 条 显然 。 对 这 茶 性 质 我 们 给 出 丙种 证 法 。 
翁 定 两 种 证 法 中 的 上 和 有 都 非 柯 绎 ，4 或 有 奇异 , 则 4B 奇 看 。 员 8 A 
此 时 方程 detAB=detA4dsetB， 上 成 为 0 二 0， 性 质 成 立 。 

(i) 我 们 考虑 量 4(4) 一 de tAB/detB8， 评 明 它 TL 有 性 质 1-3， 
因为 这 三 条 性 质 定义 行列 式 ，d( 有 4) 就 应 该 等 于 det4。 例 如， 如 时 
及 是 前 位 答 阵 ， 则 a( 了 一 detB/detB 二 1， 这 样 8(4) 就 满足 性 质 3。 
如 果 有 4 的 两 行 交换 ， 则 A8 区 相应 的 两 行 谤 交换，4d 的 符号 也 按 性 质 
2 改变 。A 的 第 一 行 的 线性 组 合 对 应 得 出 4B 第 一 行 同 梯 的 线性 组 
合 。48 的 行列 式 除 以 量 detB 记 得 行列 式 的 性 质 ! Й РАСА) 
的 性 质 1 、 这 样 就 得 到 d( 有 4) 等 于 A 的 行列 式 ， 从 WdetAB/detBE= 
detA, 

GDATA, ZAIKA ERED, ЯА H| FB 性质 1， 
提出 所 有 的 对 角 元 素 d,, 我 们 得 到 detDB=detDdet8。 对 于 一 般 
沽 阵 有 4 我 们 用 高 斯 ~ 芍 当 法 化 4 为 D BGR ET] 19 K КАО, 
友 向 消去 化 为 D》。 商 斯 ~- 约 当 法 至 多 会 因为 行 交 换 和 而 使 行列 式 反 
号 ， 粗 不 改变 行列 式 的 绝对 值 。 回 样 的 步骤 也 化 4B 为 DB， 对 行列 
式 的 作用 也 一 样 。 但 对 DB 我 们 已 证 明了 性 质 9 成 立 。 

10. жй ЕДЕР ЯП АКЕЛУ, EldetAT= detA, 


'a b| [ас | 
== а 


ic di bd: 
RIEN 9 的 证 明 一 梯 ， 先 考 虚 奇异 情况 ， 当 了 且 И АТНА PEB 
时 候 4 才 为 奇异 的 ， 此 时 我 们 而 0=0。 当 4 非 奇 轻 ， 我 们 有 了 44 二 
LDU. PESAH S, 4 
JetPJetA=detLdetDdetU, Ci} 
将 PA 一 LBD0 转 性， 得 47P7T 一 U7D?TL7 对 该 等 式 应 用 性 质 9 , ТЇ 
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detA аер = detUTdetD"detL". (2) 
(1), (2 ) 者 可 以 化 简 。 工 U, 17, ОТ МИ 元 素 为 1 的 三 
万 阵 。 由 性 质 ? 知 ， 它 们 的 行列 式 都 为 4 。 又 对 角 ME BE СРН 
Ж, D= D. (1), (2) 中 4，47 之 外 ， 要 考虑 的 就 只 利 下 推 列 拭 
阵 P，P7 了 . 

PRETIZA RME, 它 的 行列 式 为 上 或 一 !。 对 
任何 一 个 排列 矩阵 P， меча (РУР ЖЕШ, РЯ {T 
的 1 HPTR p| т, ЕАО 1 都 与 第 一 行 的 零 相 乘 ， 共 
它 行 类 似 ) 。 因 而 detPdetP7?==detI= 二 i。 可见 PP 与 P? 的 行列 式 必定 
Їч 1 或 一 1， 

利用 上 述 结 果 我 们 先 得 到 (1 ),， (2 ) 右 端 相 窜 ， 进 一 步 就 得 到 
detA 一 detA4”。 这 一 事实 使 得 我 们 讲 过 的 性 大 也 者 Ой Лу T ЕО 
列 ， 这 就 把 性 质 的 条 数 壤 加 了 一 倍 ， 和 矩阵 两 列 交 换 ， 其 行列 式 dz 
9. 矩阵 两 列 相 等 ( 或 一 列 为 零 ) ， 其 行列 式 为 零 ; 行列 式 线性 地 
六 束 于 它 的 各 列 。 这 些 性 导 的 证 明 ， 痢 只 需 先 将 矩阵 转 置 ， 再 对 它 
移行 进行 证 明 . 

行列 式 的 性 质 我 们 就 讲 到 这 里 。 后 面 我 们 给 出 行列 式 的 公式 和 
公式 的 应 用 ， 

练习 4.2.1 (jdet(2A), det(—A), detl A Edet AEN ZE 
РЕС 

练习 4.2.2 ШЕУ, ТЕГ Pr а AR, 并 
2х ЕТЕ. АБГ 60 E, ЕЛА АВГ 
的 第 ; 行 ， 再 把 新 的 第 i 行 如 到 第 ij 行 上 去 ， 最 后 用 一 I 屁 第 i 行 。 哪 几 
条 性 质 可 用 来 产生 性 质 2 

54.2.5 应 用 行 运 算 产 生 区 的 方法 来 计算 

| 1 2 — 2 0 Í 2 — Í 0 
2 3 — 4 1 Н 
det —1—% 0 2 和 det 
3 


ТЕ 和 护 多 读者 可 能 项 道 3Xs 行 列 式 的 计算 公式 , 它 包 含 6 项 ,项 
Ж 为 阶 数 3 的 两 俯 ， 见 下 一 节 的 方程 (5 7)。 人 们 上 自然 希望 对 4X4 
行列 式 世 有 类 似 的 公式 ， 公 式 是 有 的 ， 但 它 包含 的 项 数 不 是 4 的 两 
108, 104) = 二 24。 这 种 公式 的 项 数 术 多 ， 所 以 我 们 要 Jr 绍 行 运 


算 和 三 角 和 矩阵 上 5。 
练习 4.2.4 PRERA = 一 4 的 十 阵 为 部 对 称 矩 阵 ， 
0 а b 
.=[- a O e| 
— b — © © 


就 是 一 个 疼 对 称 惠 陈 。 试 用 比较 det47 和 detf 一 4 的 方法 证 明 题 
给 矩阵 的 行列 式 det4 为 堆 ， 状 证明 2X2 任 对 称 筷 阵 的 行列 式 可 以 
不 为 零 ， 再 证 明 奇 数 玲 射 对 称 矩 阵 的 行列 式 必 为 零 。 

练习 4.2.5 ЖИЙ ГУЕА. 


Са УЖ ЖИЕ £ 
|: Je —1 2); 
ТУУТ 
‚4488 
0122 
= 0028 
100002, 
(cD 下 三 骨 和 矩阵 U7， 
сар, 
(С етт ЛЕНЕТ Н “(= Дур р” 
‚0002 
0026 
M= 0129 | 
\ 4 4853] 
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练习 4.2.6 利用 前 面 的 性 质 找 出 男 外 一 种 证 明 性 质 6 的 方 


法 。 
练习 4.2.7 ОЕ ВЕ, ШОО 1, Ж 证 detQ 等 于 十 1 或 
一 1。 河 Q@ 的 行 《 或 列 ) 构成 哪 一 种 平行 六 面体 ? 
练习 4.2.8 利用 行 运算 验证 4X4 范 得 蒙 行列 式 
| x xt xE} 
|! x, xš =] 
U = 
* |! хэ xi XE | 
| 1 Ха ха х? | 


= (ха — Xi1) (ха x) (x, — x) (х: —x,) (x, —х,)(х, –х;) 
84.3 行列 式 公 式 


第 一 个 公式 前 面 出 现 过 ， 
ЗА 如 漆 4 非 奇异 ， 则 4 一 PLDU， 且 
detA= detP idetLdetDdetU 
= + ( 主 元 素 的 积 ) 。 (3) 
符号 上 1 是 P 《或 P) 的 行列 式 ， 决 定 于 行 交 换 次 数 的 奇 侦 。 对 式 
KHAZARER A detL=detU=i, дер=й,4, 60, 
在 2X2 情 况 下 ， 其 EDU 分 解 为 


Ë Jf T 0 L t/a] 
с d c/a 1 0 (ad—bc)/ajJ, O 1 4 (4) 


Ж 0ай Бс, Ж ТТК, MJ 


i | B 1: 0 | И 
РА= = 
а b a/c Л 0 (свр-йа)/с o 1J. 


ЖЕ ЈЕ у —detA, 
例 $1.6 ГЫЛА ЕЛУ О А=1ру з 
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十 | 只 
= 
. 
|е 
ч | 
е 
re 人 
-一 
zi 
» | z 
kai 
= т 
一 
| 
=з ~ [ез 
| 
аа шаа аашаа 


ТТ НОЕ ЖИЛАЯ 
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dera ==2à 24) (4 -=n 


封 一 般 宣 阵 { 一 些 特 丈 的 算 阵 路 外 ) ， 这 是 一 种 计算 行列 式 的 方 
法 。 栖 实 上 ， 主 元 是 原来 分 布 在 矩阵 的 # 个 元 素 上 的 信息 的 集中 。 
从 理论 的 第 度 看 ， 信 息 集 中 到 主 元 上 有 一 种 不 利 ， 每 一 个 元 素 的 恋 
北 对 行列 趟 的 影响 变 得 着 不 出 来 了 。 因 而 我 们 不 满足 于 公式 (3 )， 
要 求 出 一 种 直接 使 用 ww* 个 元 素 的 公式 。n 一 2 时 ， 我 们 将 证 明 这 种 公 
臣 为 ad 一 bc。m 一 3 时 ， 大 家 知道 这 种 公式 为 


| да Gi аңа! 


1 
йа 922 qas = 4-а, 1053033 18:222303 11302104 
1 


ач: dr аза 
7-81:0330327-01283103%7-013033031. 
(5) 
{Т Зе R ЕЗУ ВРИЕ 1 3 B НХ ДК, ARA TF 
KERHD A Ел = 2л =з ДК, ЭО Y WN ЕЕ, KEE 
行列 式 的 推导 世 就 不 难 掌 握 了 。 
先 把 4 的 每 一 行 都 分 解 成 坐标 方向 上 的 同 量 。A 一 2 时 这 种 分 解 
为 
[a b)=(a 0)+(0 b), (e 4)=(c 0)+U0 d). 
可 分 别 对 每 一 行 应 用 线性 性 质 ， 先 对 第 一 行 ， 后 对 第 一 行 ， 得 


a b a 0 | 0 b 
c d е d| c 4 
a 0] |o b! Б 0 | 
Sje oltle oi |o al 
e 0 | 。 oj |o g 
0 b 
(6) 
0 d 


对 于 zxXP 和 证 阵 ， 每 一 行 都 可 以 分 解 成 个 坐标 方向 上 的 向 量 ， 央 而 
:197 ， 


жы тС) АЗ НДЕ Л", 2x 2160 F 342 = 4 H. 好 在 
хан (Се ФАИО RATAR. TAA e 
Ж 51, у Р Рр З, АИА 6: 9—50 ЯР, 
р я. ВП 

а p! 0 bi 

= 0 =. 

с 0 0 d 
ІП, ВЛАЕ ТЕА тн БНТ, ЕА ЕЕ л 
不 长 列 的 项 。 设 第 一 列 的 非 零 元 在 第 列 土 ， 第 二 列 的 非 零 元 在 第 
ВЕ, ЕА, Жи ЕЛЕ УЕ. а, B, +, v H. 
ЖАН, CEE, 2, +<, пн НЕЙ. ТЕЗ ХЗ F HE 
列 数 为 6 ， 对 庶 的 项 为 


| 
ЫК 415 ais | are Gis 
| i 
| az, азъ dag ü йуз + 2:3 
' 
йа! Gas баз asa | | Gs | 
' i і 
| ara | j7 | | б» | 
+ a | + { J23 + а: 
| йз» | | üza 233 
qia | 
4 Яз | (7) 


@з\ + А 
3x 318 РЕКС ) 共 有 3 一 27 项 ， 但 3! =6 项 以 外 的 项 ， 都 因为 
在 坐标 方 回 相同 的 同 章 醒 为 老 。 一 般 地 ， 第 一 个 列 号 g& 有 mr 种 取 
法 ,第 二 个 列 号 8 右 n 一 1 种 取 法 。 最 后 一 个 列 时 ?就 只 有 一 种 取 
法 。 肖 而 (7 ) 样 公式 中 的 项 数 为 肌 ， 也 有 即 1,2,…,n 的 排列 数 为 和 。 
(туц, ИЛЕНЕҢ ЦУ 

(a,B,v)=(1,2,3), (2,3,1), (3,1,2), (1,3,2), 
(2,1,3), (3,2,1) 
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这 正 是 (1，2，3) 的 排列 的 全 体 ， 共 绰 一 6 个 。 共 中 第 一 个 是 人 恒 党 
排列 。 

现在 和 的 行列 式 化 成 了 六 个 简单 得 多 的 行列 式 之 和 。 将 @; 提 到 
行列 式 外 面 来 ， 则 (7 ?成为 


| 1 | | 1 
i 
detAS R: 22839 1 | +а,заззез 1 
| 


E 
1 


| 1 
{ 


j 


| 
1 | 
| 


| 
+02135921032 | +й11@:3@з 1 
k 


| 1 
i 1 
| 1 


十 isaszigss 1 Í UTET ETER 1 ` (7) 


| 1 | i1 
FRR RI Ti ASAR. RA, 
Aug- MRR RAR, п 
RERA (а, В, e, 0), WRR WR E Raae 
a, R БИ ЇЙ ЕЕР„, MARSA ЕВРЕИ 列 过。 这 
和 就 是 我 们 所 求 的 显 式 公式 


det A= У (a, eilg gtis rj)P,. ( 8 3 


Ххјнхп Е, (RER (1, .n ) bin HEZ]o= (а, v) 85 
ge. BA EaR, A EAA HEE РЕ 
P.. Pap 1 的 位 置 同 于 所 在 项 中 6;j 的 位 置 。 

剩 下 的 事情 就 是 计算 局 的 行列 式 了 ，P。 都 可 以 经 过 行 交 次 变 
为 单位 年 阵 。 行 交换 只 改 蛮 行 列 式 的 符号 ， 所 以 derP, 必 为 十 1 或 
一 1:。 一 1 或 十 1 决定 于 行 交 换 次 数 的 奇 惕 。 我 们 考 霸 两 个 例子 
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P.= | 1 | 对 应 的 到 排列 为 (a 0, v)=(1, 3, 2), 
1 


I 
一 1 


] 
Р. = [ | 对 应 的 列 排列 o =(3, 1, 2). 
1 


РА ТЬ 《 二 、 三 两 行 交 换 ) 就 变 为 单位 矩阵 ， 央 而 
detP, 一 一 1。 后 一 个 需 两 次 行 交 换 ( 先 一 、 二 两 行 , 再 二 、 三 两 
行 ) 才 恋 为 单位 矩阵 ， 因 而 detP,= 二 (一 1)*=1。 这 是 (5) 中 六 个 
下 信号 中 的 两 个 ， 

方程 (8 ) 是 行列 式 的 一 个 显 式 公式 。 我 们 就 2 x2 的 情形 对 它 进 
行 验证 ， 此 时 21 =2 个 排列 为 0 一 (1，2) 和 o 二 (2，1)。 轩 而 


1 0 0 1 
detA=a,assdet +a,,a;, det 
0 | 1 0 


=а(\|@й—@1з@5,=ай— 6с. 

公式 (8 ) 并 不 简单 ， 但 出 它 订 以 验证 行列 式 性 后 1 一 3。 йй 
3, де = 1 最 简单 .ay 的 积 ， 只 在 列 导 为 1， e, n) 的 排列 
圭 示 为 替 。awj 的 积 的 系数 在 恒 等 排列 时 为 | ， 这 一 点 就 是 det= ! 
的 验证 。 性 质 2 锁 待 下 一 节 验 证 。 这 里 我 们 最 感 兴趣 的 荐 性 质 1, 
时 行列 式 线性 地 依赖 于 行 alt，aiz，…，at。 为 考察 这 种 依赖 关 
系 ， 我 们 考虑 公式 48 а, наш L, ЖЕЗ 
у (2, ,8 ) 的 某 个 排列 5 ' == (8,…, 攻 的 项 ,我 们 把 所 有 这 样 
的 项 桌 中 到 一 起 ， 记 为 el An’, 011 KRR 


A (= 之 (ae ‘qr detP, (8) 


жни, ,也 应 条 上 某 个 表达 式 4 aon ER., WARCE 
为 
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ЧеіА =а A, Бо: Ai. T Tai AA, (10) 
H (10) Г Идек А ЕШ НОР 70070 Жа, |, ,a1,。 性 质 
BARE, TERRA А ЊН, 
例 在 3X3 情 况 下 ，det4 技 ciy 的 展开 式 为 
detA= aÓ (assasa—dass0s |) Ба: (оз заз: 051033) 
а: з (G, as: — 09031). 


= АЧ Бир КОН “代数 余子 式 ” Air, Aiz, Аз 


det AB {КЕ RTRA 


我 们 的 朋 的 是 求 出 行列 式 的 另外 一 个 公式 。《10) 就 是 我 们 所 要 
的 会 式 ， 亚 下 的 唯一 的 一 点 就 是 把 4:; 共 体 算 册 来 . 

ЯПАН, А.К Та, ТЕО 1 行 和 第 了 列 。 而 且 任 何 
一 符 任 何 一 列 在 任何 一 项 里 都 不 能 出 现 两 次 ， 我 们 已 把 行列 式 分 解 


成 了 如 下 形式 的 和 
| el Giz йүз | | ai 822 
аз] зз без | 一 as, Фа | E |az aas 
| 1 
las; Озь Gas | зз йаза | ası азз | 
tis : 


йз 033 E 
х a MAIRE ти TIR, EA A hs 
的 就 是 一 таах ей. TEM ЕРЕН 1 行 第 ji 列 的 
剩 下 部 分 ， 碳 端的 每 一 项 都 是 aiy 与 Mi 的 行列 式 的 乘积 加 上 正 叶 
RA. EA ESC жии. 代数 余子 式 的 表达 式 为 

An=(—1)'*detMij. (11) 
т, E KS 4 {ЖА f AL I BD АК ЖК ҖОН(—1)!** 
detMis, Наз заз: а, iss, 这 一 算法 适用 于 任何 阶 数 的 
H. СЭ), An AT hf А TREM: 1 的 行列 式 。 
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将 任何 一 行 ， 辟 如 第 芋 行 与 第 1 行 交 换 ， 就 可 以 证 明 洒 生体 一 
1 都 有 类 似 的 表达 式 ， 
4B 4 的 行列 式 可 以 用 其 第 守 行 的 代数 余子 式 展 开 式 
detAS anA Tda, A, T T aa A. (12) 
KHR, ГА ЯРЕМА ЗК E ERR f 52 
A jj=(—1)'*idelMi;. 
ГУЕМ AQ ГАТ j ЭШИЛЕТ ДАУН ЕЕ, 
ARUH деАЖ Ў Ги MAARA, 由 此 得 知 ， 
我 们 可 以 用 关于 的 归纳 法 来 定义 行列 式 。 对 1 x1 矩阵 , 我 们 令 
det4 二 a1;。 由 此 利用 公式 (12)， 就 可 以 依次 地 定义 2X2，3X3， 
以 至 在 何 n xn 和 给 阵 的 行列 式 。 我 们 选择 了 用 行列 式 的 性 质 定义 行列 
式 ， 这 种 定义 方法 解释 起 来 要 简单 得 多 ， 并 由 行列 式 的 性 质 推导 出 
显 让 公式 (8) 和 归纳 公式 (12)。 
最 后 。 由 det4 一 det4A7 我 们 得 到 一 个 推论 ， 也 可 以 按 列 的 代数 
余子 式 将 行列 式 展开 。 


detA = > G А з (13) 


证 其 方法 是 将 detA&7 按 第 了 行 的 代数 余子 式 展 开 ， 得 到 的 就 是 det4 
BRE J 列 的 展开 ， 
ЙТ щл Ж Лр АЫ, БЕАРН ВЧ 
了 了 式 展 开 的 方法 。 例 如 ， 对 三 角 和 矩阵 
4 0 0 o) 
2 3 0 o| 
| 


| в 8 7 2 
按 第 一 行 展开 就 具有 一 项 a, A, 5а; : =a, =a, = 0 А 
- 8 0 Ü 


G 


Qa =e Adel 2 一] | 
‚ 1892. |, 了 2 - 


WSA 14 按 第 一 行 展开 ， 得 

| | 

T 2 
进一步 展开 ， 得 
detA=4-3- (—1)det[2)= —24. 
按 最 后 一 谭 的 代数 余子 式 户 并 ， 世 得 到 间 样 的 结果 。 本 蚀 告 诉 我 
们 ， 尾 何 一 人 三 戎 和 定 阵 的 行列 式 都 等 于 其 对 角 元 素 的 乘积 ， 
例 2 我 们 再 一 次 考虑 有 限 差分 矩阵 


2 mÍ 
—} 2 =] 
A= 一 2 


一 | 2 
ВЕ ЕРУН ас нА, З ЯП ТУЖ а= 2 和 
a1s 二 一 1 不 为 零 。 因 而 
detA=a, Ai É ta, Ai. +a, Ai=2A nA. 
A АЕ Ж-а, ВВАЖА, HER $ RE 为 
# 一 1。 另 一 个 代数 余子 式 是 由 4 划 去 第 一 行 和 第 二 列 所 成 
一 1 一 ] 


总 1 一 (一 131+2det 


一 1 2 


我 们 按 只 有 一 个 非 霍 元 素 的 第 一 列 腾 开 4 得 


2 
ЕЕ . -| 
—1 2 
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这 又 是 一 个 有 限 差分 矩 降 ， 只 是 阶 数 降 为 4 一 2。 记 4 Xn 处 阵 的 行列 
式 为 D,， 我 们 得 到 弟 推 关系 式 
D.=2Aí TA =2D,_. —D..:. 
mn 一 1 和 nm 一 2 时 ， 易 于 得 到 
D,= |] 一 2， D, == ° | 一 3， 
| 一 1 2 | 


利用 递 掩 关系 式 依次 得 到 了 =2D: —D = 4, D,= 5, 一般 地 ， 
D,= x+ 1, 
D,=2D._,—D,_ WÑ Y n 1=2(n)—(n—1). 
这 中 本 节 开 头 算出 的 det4 等 于 主 元 的 乘积 ， 等 于 nm 十 1 是 一 歼 的 。 
练习 4.3.1 АНЕ 


.0 1 0 0 | 
| 1 0 1 O 
|o ioi 
' 9 0 1 0 


REBAR 8 ?中 哈 一 的 非 零 项 ， 即 属于 不 同行 不 同 列 的 四 个 非 替 元 
未 的 乘积 。 并 进一步 根据 排列 的 奇偶 写 出 det4。 

练习 4 ,5,2 试 将 上 症 行 列 式 接 第 一 行 的 代数 余子 式 展开 ， 从 
答 化 det44 为 3X3 行 列 式 。 进 一 步 再 化 为 2X2 行 列 式 , 最 后 算出 
det4( 和 名 步 都 要 注意 符 屿 (一 1)i+2)，。 

练习 4.5.5 试 举 蜡 一 个 4x4 和 矩阵 ， 使 得 


A B 
det т detÀAdetD—detBdetC. 
с D 


HoA, B, С, DI:2 x 2 FB EE, наса, пЗ, 
练习 4.5.4 ШШ 
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Ü 1 1 1 

1 0 | } 

1 1 0 1 

1 1 Н 0 
的 对 角 元 素 全 为 零 ， 非 对 角 元 素 企 为 了 。 试 用 行 运算 消 元 法 ， 或 用 
接 第 一 行 代数 余子 式 展 开 法 ， 或 用 别 的 方法 计算 4 的 行 列 式 、 再 
求 出 阶 数 更 低 的 同类 型 甜 隆 4。，4: 的 行列 式 . 你 能 RE MD 出 det4。 
FFA 

%34.35.5 RRE 


l 2 3 
ao 4 | 
0 0 5 


的 行列 式 和 全 部 九 个 代 获 余子 式 。 再 用 4 作为 第 工行 第 了 列 处 的 
元 素 构 成 矩阵 BB。 试验 证 AB 等 于 单位 甜 屠 上 4 的 行列 式 ， 问 4 5 等 
FPA? 


S4.4 行列 式 的 应 用 


本 节 我 们 逐一 讨论 本 章 引 音 中 所 说 的 名 项 应 用 ， | 
І. АТЧЮ. АИТ í RRE A ТО JE JF 


ж 


式 
detA= S ai A... | (14) 
还 要 用 到 一 行 元 素 对 另 一 行 的 代数 余子 式 的 展开 式 
0 = У амлу, i= K (15) 
GORREK ЕИ КЭНЕ В ТЯ, 它 是 4 去 掉 第 } 行 , 并 
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兰 第 玉 行 写 在 第 ; 行 上 上 而 成 。 这 第 开行 在 在 也 中 出 现 两 次 。 BAM 
行 相等 ， 因 而 det8== 0, (15): B ES ИЕ Л: ЗС АЕ 
Ж. HAWE. RARETAT, {А1 ista, BR T 第 
k 行 的 al。 

根据 {1 埠 和 C15) 我 们 可 以 写 江 等 式 


) aii ia с йу, Arn A, v Аһ 
Пір Özg Т йз А,» А», + А 
dai daz Gan А, А А ! 

‚ЧА O o 


O detA ++ 

= (16) 
| 
| 


о O = detA : 
例 称 (16) 式 左 端 第 一 个 矩阵 为 转 置 伴随 矩阵 ， 证 为 adj4。 在 
2x2 稍 况 下 ，A =[ 《9 ] 的 代数 余子 式 4 =й, Anse, А, = 


—b, Аз«=а, 
Au Аз, а —b 
adi A= = ` 
LAL: А»: —@ а 


此 时 (167 式 成 为 


a b 4 —b ай —be 0 
AadjA= | 4 =(detA)1, 
с а dL —e G Ü ad—5c 


只 要 detA 丰 为 零 ， 我 们 就 可 以 用 它 除 等 式 两 边 。， 从 而 得 到 


_8 _ е -1 8аајА | 
Adeta ! PA A = А (17) 


RERA R КБК А ЧАР З И АШ Д 
Ж. MERIH, ЯасА = 0, А ТИИ, ODRE А! 
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А20, 


2, Ax= =-b 的 解 。 ау Д! IE: АХ = bB 8 
` аа» 
— ір. JUJA 
x= A 1b=: dela 


{ШЕ Ах= ЕЛ АБ ЕЕ 1-10 BLS ER Edets, BARA 
一 个 著 溃 的 写法 和 一 个 专门 的 名 称 。 
4С Cramer 规 则 。%*=A 15 的 第 了 个 分 量 为 


ар ау; Ü, ац» 
ху ЕГА 其 中 “| : БО ] (18) 
2.1 Gr b. а." 
B; 是 4 的 第 1 列 换 成 间 量 5 而 成 ， 
证 明 REII CARED › 的 代数 余子 式 将 B; 展开 ,由 公式 
《13) 得 
detB;=b;A L; JTb;As.; tHe А, 
它 正 是 矩阵 向 量 积 (adiA4) b ARI 列 。 除 它 以 det4， 廊 得 就 是 x 
ШЕ 28. 
这 样 一 来 ，* 的 每 一 个 分 量 都 是 两 个 行列 式 的 地 ， 也 都 是 一 个 
# 界 多 项 式 除 以 另 一 个 nn 阶 多 项 式 ， 这 一 事实 有 可 能 从 Gauss 消去 
法 推出 ， 但 没 这 样 推 过 。 


и 方程 组 
Xi 二 3x 二 0 
2x,+4x,= 8 
RRJ 
03| 10 | 
6 4 一 18 26 | 
| 1 3 | =-—5-= 8 Xa == | 1 5 一 -一 5 = ——3 
2 4 24 
3. 行 六 面体 的 体积 行列 式 与 体积 之 了 间 的 关系 不 易 想 象 。 


жихан, FARS HDE, ШАЖО. KI 
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Bh ts Saa pi, RSh 7, 
我 们 变 从 行列 式 求 出 这 一 公式 。 前 面 讲 过 ， 平 行 闪 面体 的 楼 村 
站 作 和 矩阵 站 的 一 行 。 让 直角 情况 于， 这些 行 是 重 和 正 交 的 ， АШ 


а, s. Ok 1 ” (1 Qal > I 1? 0 
| | | 
_ 0 
AAT= `. | 
| 
| Gar ee Oan \ dis 15 о H ! 
理 是 答 行 ， 也 即 各 梳 的 长 。 由 于 各 行 正 交 лайы 


Ж. BIRA, HER 8 和 10， 得 
Is де АА") = (деа) (де?) = (дена), 
ЁЗ ЭЛЭ 77 ASI ЇП БТ ЧЕКИ. 行列 式 等 于 体积 。det4 的 符号 
ЗКЕН PS RASA Д", пху z, у “JE Ф 
Ж", Яр-х-2, 
如 果 平 行 六 面体 的 面 让 是 矩 形 ， 那 么 其 体积 将 不 再 等 于 楼 的 
积 ， 在 平面 上 《 如 图 4.2 ) 


y 


= 


w 一 
- = 


4.2 TPB 05k R = det À 


平 形 四 边 形 的 体积 ( 实 为 面积 ) A FEL (oati К) ES h (рь 

长 )， 等 于 以 o04，pb 为 楼 的 三 形 的 体积 ， 笑 于 oa，pb 的 举 标 所 成 捞 

阵 的 行列 式 。 亡 诈 明 平行 四 边 形 的 体积 等 寺 行 列 式 ， 谣 只 需 证 明 

04，pb 所 成 行列 式 等 寺 og，ob 上 所 成 行列 式 。 素 实 上 ，pb=ob 一 pp， 
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05 趾 op 在 oa 上 的 投影 ， 是 oa 的 倍数 。 由 行列 式 的 性 质 5《 JAA Bj — 
行 中 减 去 另 一 行 的 信 数 ，det4 不 变 ) Aloa, pb(=ob—op) 所 成 行 
ў Роа, оь. 

将 二 维 时 的 考虑 方式 应 用 到 Е. ВВОДА Яо, 3... нї 
减 去 它 在 前 面 各 行 所 成 空间 上 的 投影 【 以 此 形成 相当 于 二 维 情 形 下 
的 高 向量 pp ) 。 我 们 称 这 一 过 程 为 Gram-Schmidt 过 程 。 该 过 程 
最 终 扬 得 是 互相 正 交 的 行 。 这 些 正 交 的 行 所 成 行列 式 和 所 成 体积 都 
与 原来 的 相等 。 而 正 交 情况 下 体积 等 于 行列 式 。 故 原来 的 一 般 平 行 
жш, ИЯРТ), 

我 们 已 经 建立 了 体积 与 行列 式 之 间 的 关系 。 但 再 一 次 回 到 最 简 
情形 ， 这 不 无 帮助 。 我 们 知道 


1 Ü 1 0 
det =1, det =1. 
0 1 © 1 


这 两 个 行列 式 表示 图 4.3 上 两 个 “平行 六 面体 的 体积 ( 这 里 实际 为 
面积 》。 左 边 的 是 正方 形 ， 面 积 为 1 ， 右 边 的 ， 底 为 1 ， 高 为 1 ， 
虽然 由 于 系数 c, 上 底 “ 移 位 ”， 不 再 为 正方 形 ， 它 的 面积 也 是 1 。 


Fri 2 = (c. 1) 


47 {а (1,0) Ят 101, 0) 


图 4.3 正方 形 和 平行 四 边 行 的 面积 

4. 主 元 公式 ”最 后 一 项 应 用 《在 行列 式 的 这 种 应 用 人 性 很 强 的 
处 理 下 ) 是 零 主 元 问题 。 我 们 将 找到 高 斯 消去 法 的 进行 可 以 不 经 过 
行 变换 的 条 件 。 关 键 的 一 点 是 前 天 个 主 元 完全 由 4 左上 和 角 的 子 失 阵 
4 决定 ， 完 全 不 受 其 余 的 行 和 殉 的 影响 。 

m 
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4. b Í Кр (ad—bce)/a (af-—ec)/a 
8 h I p h i 
当然 ， 第 一 个 译 元 只 依赖 于 第 一 行 第 一 列 ， 它 为 @ Sa u — z 
HE, BATRE ERAH, =(ad—be)/a, эбе На, b, c, d 
RE, DRAGH AARE. Е, TREET, L, D, U 
的 左上 和 负 也 都 出 4 的 相应 的 左上 角 所 次 定 

1 


[ 
T 1 | | (ай —Ье)/а | 
* * H - * 


1. b/a = 
1 


我 们 看 到 ， 前 两 行 前 两 列 部 分 正 是 子 阵 4: 一 | 9 5 ] 的 分 解 ( 前 面 
公式 ( 4 ) 我 们 写 出 过 这 个 分 解 ) .一般 规则 是 

4D 如果 4 被 分 解 成 CDU， 则 其 左上 角 满 足 

A= LDU. (19) 

也 即 对 每 一 个 k ， 消 去 法 都 在 子 阵 4 自己 的 范围 内 进行 。 
对 该 结论 的 证 明 。 陈 了 照 上 述 分 析 进 行 ， 还 可 以 利用 矩阵 的 分 决 乘 
法 。 也 即 把 抢 阵 分 成 块 ， 视 每 一 块 为 一 个 元 素来 进行 乘法 。 按 分 块 
乘法 LDU 二 A 可 以 写成 


p АК Nñ | | НИ | 

В СЛО ЕДО G BiD: CEKO G 
Po LDF | 
BDiU, BDLF TCEG 


当然 ,这 个 分 成 的 方 或 代 方 的 块 ,必须 使 得 这 些 块 之 闻 的 乘法 能 驶 进 
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а 


行 "。 ЕНОТ ВЕСА HI PE, WAWE, ишу ЕЮ, ы 
4 是 相等 的 ， 世 邵 (19) 成 立 。 

利用 这 一 点 我 们 就 可 以 写 出 主 元 会 式 。 到 各 的 式 的 行列 起 ， 得 

detAÀA,=detL detD,detU,=detD,=4,d,;--..d,. (20) 
ERRI k ЗЕНА T'A НА. 我 们 已 经 知道 ， 这 一 结论 
当 E 二 4n。 也 好 对 整个 矩阵 = A; 蚌 成 立 的 。 由 这 一 规则 知 有 -4 的 行 
列 式 为 81ds'…di-1。 由 此 ， 我 们 可 以 把 dj 分离 出 来 写成 两 个 行列 式 
的 比 


d tA, 4,d,--.d, 

detAr 7,5-0: (21) 
х ЕН ЈУ, WAER Бс) аА, STA {т Уз А0 
ЊОМ А, ПА, = 1. ЖВНЕ аі =1), Wa 
体 单个 的 主 元 隧 起 来 ， 我 们 就 得 到 


ddod _ detA, detA, „„— detA, 
Hte HaT detA, detA: detA,- t 
| detA, 


= detA, 4614. 


出 (21) 就 本 以 得 出 对 我 们 所 提 间 题 的 答案 。 det4 全 都 不 为 
E, MD G AK, 

ЈЕ "EM3MET3ERFA:,, А, 5, А.Е ИШИ к, 
ЗГ АЖЕП 1 PPL МИТА, т ЈН НЕН Е, кў 
着 不 产生 零 主 元 。 

”$4.1 末尾 提 到 了 性 质 1-3 的 相 容 性 。 基 键 的 是 性 质 2 。 性 质 
2 说 ， 行 变换 使 行列 式 反 导 。 我 们 利用 这 一 性 质 导 出 了 排列 ят EE 
了 ,的 行列 式 。 显 式 公式 (8 Ф ТАНЕ, ATA E p. 
为 单位 炬 阵 时 ， 行 交换 次 数 的 奇偶 ， 腿 行 交 换 的 次 序 有 无 关系 。 如 
果 淡 有 关系 ， 我 们 就 可 以 把 排 开 矩阵 分 为 “ 奇 ”、“ 侦 ”两 种 ， 由 
”这 一 方法 吧 热 到 现在 我 们 才 提 到 它 ， 介 它 是 极 寡 用 处 的 。 
181° 


性 质 2 知 ， 它 们 的 行列 式 惜 为 一 1 和 十 1。 

我 们 来 考察 排列 t3，?2，1 ) 。 将 3 和 1 交换。 经 过 这 样 一 次 交 
换 ， 该 排列 感 成 了 按 自然 数 咽 序 的 排列 ， 先 将 3 和 2 交换 ， 再 将 3 
和 1 交换， 也 后 将 2 和 1 交换 。 经 过 这 桩 三 次 交换 ， 该 排列 也 成 了 
按 自 然 数 咽 序 的 排列 。 两 种 情况 下 交换 的 次 数 都 是 青 数 。 可 以 得 出 
结论 ， 偶数 次 交换 不 可 能 将 排列 (3，2，1) 变 成 授 自 然 数 刁 序 的 HE 
Fj, 

我 们 来 对 于 述 结论 进行 证 明 。 考察 该 排列 中 的 每 一 个 数 对 ， 记 
天数 在 前 的 数 对 个 数 为 W。 显 然 ， 按 自然 多 顺序 的 排列 人 1，2， 
3)， 它 的 凡 一 0 。 排 列 (3,2,1) 的 N=3。 它 的 志 数 在 前 的 数 对 为 
(3, 2), 《3，1)，(2，1)。 我 们 变 证 角 排 列 与 9 同 家 8. 换血 话 
说 ， 首 先 对 任何 一 个 排列 ， 每 一 次 交换 都 使 N 增 加 或 少 一 个 奇 Ж. 
其 次 ， 变 一 个 排列 为 按 自然 数 顺 序 的 排列 { 此 时 N= 二 0 ) 雇 需 交换 
次 数 的 奇偶 同 于 厌 排 列 的 N 的 奇偶 。 

如 果 变 换 的 两 个 数 相 邻 ， 则 为 改变 1 或 ~1， 上 和 一 ! 都 是 奇 
数 。 因 前 ， 倘 能 断 育 ， 任 何 一 个 交换 都 可 以 用 奇数 个 相 邻 数 的 交换 
来 完成 ， 我 们 的 证 明 世 就 完成 了 ， 因 为 奇数 个 奇数 之 和 还 是 背 数 。 
这 一 断言 易于 用 例子 来 证 实 。 下 面 这 个 排列 中 第 一 ， 第 四 两 个 数 2 
和 3 Ж@, 可 用 5《 青 数 ) 个 相 邻 数 的 交换 来 完成 

(2, 1, 4, 3)—(1, 2, 4, 3)-(1, 4, 2, 3) 
01, 4, 3, 2)—Ə(1, 3, 4, 2)—(3, 1, 4, 2). 
R, ЖЕЛЕНИ: ЛЕЛИ, RRE КОНАН 交 
换 把 第 k 个 数 换 到 第 1 个 数 处 ， 再 用 1 一 一 1 次 相 邻 数 交 换 把 原 Ж 
在 1 处 的 数 《 更 在 在 ! 一 1 处 ) 换 到 处 。 而 所 一 局 十 (一 kK 一 让 是 奇 
数 。 我 们 的 断言 得 到 了 证 实 。 证 明 完 成 了 。 行列 式 不 仅 有 前 面 讲 过 
的 各 条 性 质 汪 并且 是 存在 的 。 
练习 4.4.1 ЯН (17) А, ВЕ 


rl 1 1 a b 
B = ` 
А ==! 0 1 1}, с b 


Lo o 1 
练习 4.4.2 ЖН ИЖИ x, У, 2 
x 十 4y 一 ?二 1 
xtytz= 0 
2х +3z=0 


$5.43 RARER, у, zR EIRY, 9, ФЕ ЧЕ 
T EIFI, х= ҮсоѕбсоѕФ, у= ҮѕіпбѕіпФ, z=Ysin®, 
练习 4.4.4 (a ) 画 出 以 A= (2, 2), p=(—1, 3), С= (0.0) 
为 栅 点 的 大 有 角形。 根据 它 是 平行 四 边 形 的 一 半 ， 解 释 为 什么 它 的 画 
H 
1 2 2 
шї(АвС)= 5-де |. 
一 | 3 
(b ) 换 顶点 C 一 00, 人 为 C 一 (人 1, 一 委 ， 再 推出 并 验证 公式 
x, Yı 1 F 2 2 1 
面积 (4BC) 一 二 det Ë >: is [~ 3 | 
Хз Уз 1 1 1 


提示 ， 从 第 一 、 第 二 行 中 减 去 第 三 行 ， 得 


2 2 1 1 6 0 
| | | | е 
一 1 3 1 |=det ! —2 т 9 |>det |. 
| — 1 
i —4 1 1] —4 1 
BA 3 A=. (1,6), В^=(—2, Т), С -=(0,0) 5А, В, СҮ 
车 怎样 的 关系 ? 请 通 图 。 

练习 4.4.5 用 体积 的 计算 来 解释 ， 为 什么 对 任 仙 的 # X n SE F 
АЯЧезА=3"4е+А, 

练习 4.4.6 指出 
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-2 1 Н 
| 5 ] 
日 6 -4 


好 主 元 者 ， 并 用 消去 法 求 册 结果 如 以 验证 。 再 和 否 进 行 行 奕 换 ， 以 各 
WEEN? 

练习 4.4.7 ERA, 2 A (п,п—1, 6, ӘВЕ 次 
数 是 奇数 还 是 偶数 

54.4.8 11а (5,3,1,2,4)20(1,2,3,4,5) 的 F. 
HER. оер НН? 

练习 4.4.9 (1,3,2), (2,4,4), (1,5,2) РАНО ЕУ) 
断 它们 是否 线性 无 关 。 


复 J7 题 


4.1 为 保证 4 Xx #4 答 阵 的 行列 式 汶 零 ， 至 少 应 该 让 它 的 哪 几 个 元 RA 
27 

4.2 为 保证 4 x 4 РЕТИ, EPERE ЛИ Л Л ЖО 
2, ШЛА? 

4.3 求 下 看 矩阵 的 行列 式 


,1 1 1 1 
1 | 
1 1 3 l |. 


l | 


1 4 1 1 ， 
4.4 #B=M AM, Udet B= detA, HIFA? 
4.5 试 尘 出 一 个 det(.4 + B) = detA + det BARH., 
4.6 РЕА 9. А9170 3, ТОЧЕВ. ВЛЕВА 9 
行 减 去 第 一 行 ， 记 记得 矩阵 为 C。 问 det 忆 与 det 4 有 着 怎样 的 关系 ? 
4.7 ARRERA ЖШ УЛЯ Н Зи +2У = Т, du Зу li, 
4.8 ША ФИИ, [der A 1 ш—1, МАЧАК A: 
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gi. МТА? 

4.9 ШЕИ АВЛО К, ае наев 1 部 为 1 或 -1。 为 
IAT 提示 detA Ede A HHA? 

4.10 $È 


HRA УЗЕ ВЕ, 

4.11 一 平行 六 面体 的 四 个 顶点 为 00 的，( 一 1313，2)，{3 - 1,20, 
+2,2,— 1). WOR E E ТИКА Л) ЛК И АЙ д» 

4.12 Бх 5 EBEPBUTT УЗЕЛ ЛА S ЛУ X Pj, WME, 
ШТ EAE | 

4.15 ШАЙТ, MAHE: HERRY, ARA 
Ах. ALAA Adtd= 0? 

4.14 МАГА C 1.2... 9 )》 的 排列 全数 为 情 数 ? 又 问 为 作 么 其 中 
恰好 一 半 为 奇 排列 ? І 
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第 五 章 ”特征 值 和 特征 站 大 
$5.1 8 言 


得 阵 论 的 “后 六 ”部 分 从 这 一 章 开 始 。 和 矩阵 论 的 “前 六 ”部 分 
其 不 党 全 涉及 级 性 方程 组 Ax= pb ， 而 且 基 本 技巧 是 消去 法 。 从 现 
在 起 ， 那 些 转 巧 只 起 很 小 的 作用 。 新 的 问题 仍 将 通过 简化 一 个 矩阵 
一 疯 它 变 成 对 角 的 或 上 直角 的 一 来 得 到 艇 类， 但 是 基本 步骤 已 未 稍 
起 由 一 行 涛 去 男 一 行 的 倍数 ， 我 们 对 保 春 矩阵 的 行 空间 不 变 不 冰 咸 
兴趣 ， 而 有 兴 超 于 保存 它 的 特征 秆 不 这 而 初等 行 变换 是 做 不 到 这 
一 点 的 。 

关于 行列 式 的 一 章 实际 上 是 由 老 问 题 4x 二 b 向 关于 特征 从 这 
个 新 问题 的 一 个 过 湾 。 在 这 两 种 情形 里 ， 行 列 式 都 得 出 一 个 “形式 
Ж”, 在 Ax==b 情形 中 引出 Cramer 法 则 ,而 后 一 情形 引出 多 项 式 
det( 有 4 一 4)， 它 的 根 将 是 特征 值 《 我 们 强 谢 指 出 ， 现 在 所 有 的 Mi 
隆 都 是 方 的 ， 一 个 长 方 什 隆 的 特征 入 和 它 的 行列 式 同 样 没有 意 
Ў). Wens? 或 3 ， 行 列 式 实际 上 可 以 用 来 解决 求 特 征 值 问 
题 。 对 大 的 在 ， 特 征 值 的 计算 是 一 个 比 解 4x= b 大 得 多 又 难得 党 
的 任务 ， 基 至 Gauss 本 人 世 无 能 为 力 。 但 此 事 可 以 期 一 搁 再 说 。 

第 一 步 是 解释 特征 得 是 什么 政 它 育儿 大 的 用 途 。 它 们 的 应 用 之 
一 是 解 常 微分 方程 组 。 我们 打算 用 此 来 引入 特征 值 。 我 们 将 未 假设 
读 省 熟知 微分 方程 ， 如 果 他 能 够 微分 通常 的 画 数 如 x*，sinx 和 e” 就 
足 驶 了 .人 为 一 个 特殊 的 山子， 考虑 证 个 方程 的 方程 组 

90 дову 当 t 二 0 而 v= 

(1) 


— = =2u—3w E= OM w=5 
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这 号 一 个 初 秆 问题 ， 不 阅 于 $1.6 中 的 边 什 问题。 未 知 数 仪 在 t = 
ОША, ЕАТС БС Гар РА с, ВИПР НИЧ АК ЦА 
对 一 个 定常 状态 更 有 兴趣 。 这 个 方程 组 从 给 定 的 初 值 起 近 时 演变 . 
问题 就 是 求 出 这 个 演变 规律 。 
ВЖЕ НИКОН А А, ФНО и, 
ИН и, НОЕ А. _ 
(+) 8 4 —5 
«о-ы = А 1 
wr) 5 2 一 3 
用 此 记 蕊 ， 方 程 组 变 为 i 
du 
dt 
RAE ikin Saat F d. EAER 
数 出 现 一 一 而 且 它 关于 未 知 数 是 线性 的 。 最 一 般 的 线性 一 阶 初 值 问 
ЖЕ Ж 


= Ан Уі = 0H u= (2) 


LU АВ) +b(t) "6 = 01] #=Wo (3) 


йн, НОС) КЕ b= 0 y, WEEE 
ЖЭК К, Пр. ШАБЫ р t ЖЖ, 

{ТЖЕ ЖНА Wr oR URL АСА AS, ТА] 
将 是 容易 回答 的 。 将 得 到 一 个 数 的 而 不 是 向 量 的 微分 方程 。 若 方程 
荐 党 系数 齐 次 的 ， 那 么 它 只 能 有 下 列 形式 ， 


Sa H t= ОН =u (4) 
CHAE, ТЕЁ B| Se JE НИН). 


u(t) =e" us (5) 
在 初始 由 刻 革 一 0 ， 世 人 乱 定 取 香 ze ао 时 ， 方 程 是 不 稳定 的 ， 
has 6 RPA P ER ERI, Maco 时 是 稳定 的 ， 这 个 解 或 者 趋 于 
277, {ЕЮ ЮЙ RATE. ak а= а +18, WARK g 
+ 1397 - 


立 可 以 进行 相同 的 检验 . 它 的 解 显 eter цо, ЖЕРТЕЛЕ — 4 P: А 
e"'=gospt+isinft: ШЕ Te {Ri T ДЕЕ, 
”单个 的 方程 就 谈 赴 此。 下面 我 们 直接 过 论 方 穆 组 ， 并 寻求 类 似 
在 纯 星 情 放下 ， 所 求 出 的 接 指 区 方 式 依赖 上 的 问 一 类 解 . Жр 
说 ， 我 们 来 寻求 下 列 形式 的 解 


一 (ваз 
ба 
(2) е^‘ 
或 朋 疝 量 记 法 
a(t)==el'x (6b) 


拒 希 剖 得 到 的 这 个 租 代 入 微分 方程 组 趾 ， 我 们 得 到 
Де*'у=4е!!у—Бе*!: 
jet z= 2e ‘ур Зе z 
在 各 项 中 有 公共 关子 e#， 可 以 称 出 消去 。 所 以 能 消去 是 出 于 我 们 
假定 两 个 未 知 歼 有 相同 的 指数 ;如 果 5 和 Ww 对 应 不 问 指数 函数 el 和 
Pl， 这 些 因 子 得 提现 在 方程 的 两 边 ， 江 去 它们 将 是 不 可 能 的 。 这 
拌 做 之 后 ， 得 到 
4y—5z= ду 
(7) 
2у— 32==Д% 
把 4 =емхј X du /dt= Аи Н Лек х= Дех, BEKANT 
到 
Ax= Àx . ce) 
这 是 一 个 关于 特征 值 4 ОРЛЕ рр х а ОТА, ВЕЗЕР ВЕ 
ЕЈ, ВЕРАТА А MARR, WERDERA A, 
WEFR x RERE: ERE, ROT UAG E IA. 


并 把 它 移 到 方程 右边 
(A—41Dx= 0 ( э) 


BRAH, WEHE х {i FER 


б HAP ПАВЕТА СОВЕТА, WESSANI, FAA - 0ге 0 E 
пан, ES WA, 
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4—4 —5 
А А <= 
? 一 3 一 2 


的 核 内 ， 
这 里 有 一 点 很 关键 对 每 个 4 信 ， 辐 莉 x= 二 0 总 满足 Ax 二 hx; 
尾 何 矩阵 的 核 都 包 食 z 一 0 。 但 是 零 向 量 在 我 们 建立 形 如 指数 形式 
eitx 的 解 的 问题 中 是 没有 用 的 。 于 是 我 们 只 对 那些 在 非 零 等 hE IF SS: 
ХВОИ АГУ. А-Л ЫЕ Е АА 
ERM, MMRR bTM, BEZ, A 十 好 必须 是 
ARAI, 
IE, TARA Aa E A 
5A 数 4 是 和 的 相应 于 一 非 零 特 征 问 量 的 特征 倩 ， 当 且 人 奴 当 
det(A—4D= 0 (10) 
这 个 方程 叫 4 的 等 征 方程 。 
在 我 们 的 例子 中 ， 
4—2 一 5 
det | | 
z —3—A 
特征 党 项 式 科 一 4 一 2 分解 为 (4 十 1 六 4 一 2)， 从 而 定 阵 4 有 两 
个 不 同 的 特征 值 : 1 一 一 上 和 4 一 2 。 对 这 些 特 殊 的 信者 有 相应 的 
特征 向 量 的 空间 ， 满 足 4x 一 2x 或 (4 一 40# 一 0 。 对 4 和 As 的 计算 
分 别 进 行 ; 


5 —s51][ > 0 
n=, аа | H ] 
2 —2/Д. ғ 0 
1 
从 而 它 н | | Јев 


2 —5)[ "> 0 
nez, ата | H | 
е 2 —5Д ғ 0 


Ж Ех, иек, 
竺 从 向 基 不 是 唯一 确定 的 ， 人 一 愉 的 核 ( 我 们 称 之 为 相应 于 到 
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的 特征 子 空间 ) 中 任何 问 量 都 基 特 征 向 量 ， 而 我 们 所 爱 的 是 这 个 宏 
亲 的 一 组 麓 。 在 这 个 例子 中 ， 两 个 特征 子 空间 都 是 一 维 的 ， 它 们 分 
ЖИН хз 和 xsz 张 成 。 

加 到 大 来 的 被 分 方程 ， 我们 已 找到 它 的 两 个 纯 指 数 解 ， 


1 5 
кенш е | 和 ан | | 
1 ' 2 


HARTARA, ЖКП), MASE ИЕА, УАВ 
的 任何 组 会 ， 

u=C eiit, HC, etxa (1) 
а М. MERAKTA HSC ,和 C;， 有 理由 希望 它们 
可 适当 选取 ， 使 之 满足 初始 条 你 t = 0 Rf u =u, 

Cixi HOX = us (12) 


| УШЫ a» 


这 些 常数 是 Ci= 3 С, = | ， 从 而 原 方 程 41) 所 要 的 解 是 


1 5 
9ле Í | | (14) 


把 两 个 分 量 分 开 来 号， 这 意味 次 
о(#) == 3e"t-++5e*! w(t)= 3е7' +2e2* 

初始 条 件 v6 二 8 和 we= 一 5 是 容易 验证 的 。 

舌 起 来 解 一 个 方程 的 关键 在 于 求 它 的 特征 值 和 特征 向 量 。 伺 是 
这 个 例子 设 有 说 明 的 是 它们 的 物理 意 光 它们 本 身 是 很 重要 的 ， 广 
ЖЖЖ и МЈ, ХКА" 是 一 了 士兵 通过 桥 
法 的 鱼子。 传统 上 ， 他 们 要 个 止 齐 步 前 进 向 要 散步 通过 ， 这 个 理 出 
是 因 忆 们 可 能 以 等 于 桥 的 特征 信之 一 的 频率 齐 步 行进 ， 从 而 将 发 生 
ЖЧК С 磺 像 披 子 的 秋生 那样， 你 一 旦 注意 到 一 个 秋千 的 闫 求 ， 和 此 

ОКИЛЕ ИЕ, до ватар ВЕД ВОР ДЬ дро 


或 
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频 府 相配 ， 你 就 使 秋 干 划 得 更 敬 ) 。 一 个 工程 师 总 是 试图 使 他 的 桥 : 
梁 或 他 的 火箭 的 让 然 频率 远离 网 的 频率 或 液体 燃料 的 频率 ;， 面 在 另 
一 种 极端 情况 ， 一 个 证 券 经 纪 人 则 尽 毕 生 精 力 于 努力 到 达 市 场 的 疡 
然 频 率 线 。 特 征 值 是 几乎 任何 一 个 动力 系统 的 最 重要 的 特征 . 

现在 我 们 来 综述 一 下 已 做 了 的 和 澳 要 去 做 的 事情 。 上 述 引 言 书 
经 说 明 当 解 方程 dx/dt 一 Au 时 ， 特 征 值 引出 特征 向 量 是 自然 曾 然 
的 。 这 样 一 个 方程 有 “ 纯 指 数 " 解 u 二 elix， 特 征 值 给 出 增长 或 衰 退 . 
率 ， 而 特征 向 量 以 此 比率 去 发 展 。 其 他 的 解 则 是 这 些 纯 粹 的 解 的 全 
合 ， 这 种 痘 合 使 之 适合 初始 条 件 。 

关键 的 方程 是 Ax=Ax。 绝 大 多 数 x 不 满足 这 样 一 个 方程 Ж 
论 14 是 否 是 特征 值 。 这 样 一 个 x ， 当 用 和 来 弱 它 时 将 要 改变 它 的 方 
问 ， 亡 以 4x 不 是 x 的 倍数 。 这 意味 闭 只 有 某 些 特殊 的 数 1 是 特征 
值 ， 且 只 有 某 些 特殊 的 向 量 是 特 征 向量 . 当然， 如 果 4 ре 
的 依 数 ， 则 没有 疝 量 被 改变 方向 ， 共 而 所 有 疝 量 都 是 特征 向 量 ， 但 
在 一 般 俏 形 中 ， 特 征 向 量 是 很 少 的 ， 而 县 彼此 相距 甚 运 ， 

例 设想 地 球 作 一 个 任意 的 旋转 ， 那 么 总 有 一 个 方向 是 辐 定 不 
动 的 ， 也 就 是 旋转 轴 。 白 然 并 不 需要 让 地 妹 真 正 那 祥 旋转 一 下 ， 但 
是 必定 有 某 个 北极 和 南极 固定 不 动 "。 这 两 个 极 就 是 特征 向 量 一 一 . 
它 相 应 的 特征 值 等 二 1 。 一 般 情 形 下 ， 其 闻 所 有 的 点 都 在 动 ， 从 而 
没有 更 多 的 特征 向 量 可 以 找到 。 仅 有 的 例外 出 现在 当 旋 转 360"( 这 
时 每 一 点 都 是 特征 向 量 ) 或 旋转 180 。 在 180 的 情形 中 ， 特 征 向 量 
布 潢 赤道 平面 ， 这 个 平面 上 每 个 方向 恰 诈 翻转 为 相反 的 方向 ， 因 此 
特征 值 是 一 1 。 这 个 林道 平面 是 “二 维特 征 子 空间 ”， 音 一 的 特征 
{Н 4 =— 1 有 两 个 无 关 的 特征 向 量 ， 于 是 有 一 个 特征 向 量 的 平 
Bi, 

在 某 些 方 面 这 是 一 个 好 例子 ， 而 在 另 一 些 方面 贴 就 不 是 了 。 与 
此 例 相 反 ， 特 征 值 一 般 不 是 十 1 ， 特 征 疝 量 遥 常 被 拉 长 或 缩短 。 更 


. 我 想 这 不 是 那么 明显 的 ， 但 它 是 正确 的 一 一 你 们 不 可 能 转动 地 球 而 春 它 бр 一 Ар. 
都 动 。 
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重要 的 是 ， 这 是 RR 中 的 一 个 旋转 ， 除 了 180 "和 360" 之 外 ,， {41 — 
条 特征 向 量 直 线 而 我 们 希望 找到 三 条 ， 在 对 微分 方程 的 应 用 中 ， 为 
满足 初始 条 人 忻 。 我们 需要 三 个 不 同 的 特 解 ， 一 个 特征 值 和 一 个 特征 
问 鬼 是 不 能 的 了 找 缠 其余 两 个 的 途径 是 允许 考虑 虚数 i 。 如 果 在 实 
空间 R: 中 方程 的 解 太 少 ， 我 们 就 去 具有 复 分 量 的 向 量 空间 C*， 夺 一 
者 。 准 许 考 虑 复数 的 话 ， 任 何 中 xn 矩阵 都 有 2 个 特征 值 。 在 8 
2 中 ,我们 将 对 这 个 旋转 的 地 球 找 到 三 个 特征 值 和 三 个 特征 向 车 ， 

证 在 $5.5 中 我 们 将 做 一 个 由 实 向 量 和 和 矩阵 向 复数 的 情 帝 的 完整 的 
转化 。 

但 这 一 章 真 正 的 主题 是 某 些 其 他 的 家 西 。 已 做 过 的 最 重要 的 事 
情 是 您 样 和 通过 求 特征 向 量 来 解 一 个 方程 组 。 这 些 特征 向 量 是 这 个 方 
程 组 的 “标准 样式 ”， 它 们 的 作用 是 独立 的 。 我 们 可 以 分 列 来 看 每 
一 个 特征 向 量 的 作用 ， 然 后 把 它们 组 台 起 来 去 找 出 方程 组 的 解 。 用 
另 一 种 方式 来 说 ， 就 是 廊 和 矩阵 已 被 对 角 化 了 。 

我 们 打算 在 $5.2 中 伺 述 对 钊 化 理论 ， 御 在 后 面 儿 节 中 斌 论 È 
的 应 用 ， 首 先是 村 差分 方程 ，Fibonacci 数 和 MarkovY 过 程 的 应 用 ， 
而 后 是 对 激 分 方程 的 应 用 。 在 每 个 例子 中 ， 我 们 不 得 不 由 计算 特征 
值 和 特征 疝 量 入 也， 不 存在 能 慢 开 它 的 捷径 。 人 
衫 各 此 未 同 的 方向 继续 下 去 从 至 我 们 不 可 能 把 它们 综述 在 一 起 ,六 
一 能 强调 说 明 的 是 对 称 和 矩阵 它 是 特别 容易 的 ， 而 某 一 类 “watan 
矩阵 ”出 是 特别 鲜 难 .它们 缺乏 一 个 完整 的 特征 向 量 集 ， 是 不 能 被 
对 角 化 的 ， 从 而 在 使 用 “标准 样式 ”技巧 上 产生 了 障碍。 当然， 这 些 
埠 阵 必须 要 讨论 ， 但 是 我 们 不 打算 在 本 书 中 涉及 此 事 。 

为 结束 这 个 引言 ， 我 们 问题 一 下 关于 特征 值 和 特征 р. Ах 
一 术 的 某 瑟 最 楚 本 的 事实 。 给 完 一 个 下 X 下 短 阵 ， 问 题 是 求 出 这 样 
的 特 萄 向 量 x ”使 得 4 在 其 上 的 作用 象 一 个 简单 的 隧 法 即 Ах 与 
x* 有 相同 的 方向 。 这 个 办 法 的 第 一 步 是 求 特征 信 ， 把 1x 等 成 Afx ， 
和 并且 把 这 一 项 移 到 左边 , CA—21Dx= 0, 。4 的 特征 向 量 就 是 4 一 
АР GERAR. ЕРЛИ, Э НОА АЛЕ, MEAR A 
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位 矩阵 的 各 种 不 同 的 倍数 而 变化 ， 那 么 哪些 变化 可 使 它 成 为 s 导 
的 ? 这 些 变 化 将 显露 出 特征 值 ， 然 所 我 们 就 可 以 计算 特征 向 量 。 

如 果 4 本 身 已 是 奇异 的 ， 则 一 种 可 能 性 下 不 各 要 再 改变 它 了 。 
一 个 奇异 第 阵 的 特征 慎之 一 是 4 一 0 ， 并 且 核 包含 有 相 章 的 特征 向 
其 。 但 是 与 本 书 的 前 半 部 分 不 同 ，4 是 奇异 的 这 忻 事 并 没有 任何 特 
Fk. 它 的 全 部 含义 就 是 4 一 0 是 一 个 特征 代 。 无 论 4 是 否 是 奇异 
的 ， 它 的 所 有 的 特征 值 都 处 于 相同 的 地 位 ， 组 合式 AAM 是 奇异 
的 ， 江 且 这 个 组 合式 的 核 是 相应 于 4 的 特征 向 量 空间 。 

为 了 确定 4 一 41 何 时 是 奇异 的 ， 我 们 来 计算 它 的 行列 式 。 这 个 
行列 式 是 4 的 及 次 多 项 式 ， 称 为 4 的 特征 和 多项式。 方程 det( 有 A 一 
杂 ) 二 0 是 特征 方程 而 它 的 根 入 ，4s，…， 加 《 它 可 以 是 也 可 以 
不 是 实数 ,并 且 同 一 个 4 可 以 有 也 可 以 没有 某 个 重 数 Y 是 4 的 特征 
E. AFER 

SB 下 列 的 每 一 个 条 件 都 是 4 为 4 的 一 个 特征 值 的 充 要 条 . 


t. 
CORE- АЕ 8 x 使 得 Ax 一 从。 
(2 YER A 一 好 是 奇异 的 
(з Jdet( 4 一 4 门 = 0 
例 FEHER 
i 一 | 0 
А = | 一 ] 2 | 
0 —I 1 
它 的 特征 多 项 式 是 
1—4 一 1 Ü 
detf 4 一 4 门 一 | 一 ! 2—4 一 | |да 34 
0 — !—A 
于 是 特征 方程 是 


ДАА Зда А( Д 1 )СА – 3) 0 
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共 而 特 第 值 都 是 实 的 旦 各 不 相同 : 210, Ао 1, 2 = 3, R 
ун ЕКЕШН ЖАН РУЛЫ РШЕ а] Bt : 


] . 
H z= 1 
—1 
—2? —i 0 0 
da= 3, azmi 一 1 -| B 
0 一 ] 一 2 0 
і 
E х= |, 
l 


这 些 大 和 其 的 计算 是 不 可 各 免 的 ， 并 县 第 一 次 我 们 当然 要 选取 一 个 好 

的 例子 ， 起 不 多 的 三 次 多 项 式 杀 象 我 们 所 做 的 那样 容易 被 务 解 ′ ЖЕ 

无 疑问， 特征 值 问 题 在 代数 上 及 计算 上 都 是 比 4x=p 要 困难 的 多 

的 问题 对 于 一 个 线性 方程 组 ， 有 限 个 消去 法 步 又 在 有 限时 间 内 就 

能 得 呈 精 箭 的 答案 《或 等 价 地 说 ，Cramer 法 则 给 出 和 解 的 精确 公 
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Ж). 。 市 在 等 征 值 的 情形 ， 则 不 可 能 存在 这 样 的 步骤 有 和 这样 的 从 
式 ， 或 者 说 ， 使 Galois 死 不 卓 日 的 是 ， 5Xx5 垂 阵 的 特征 和 多项式 是 
五 次 的 ， 而 他 证 明了 未 可 能 存在 关于 五 次 多 项 式 求 根 的 代数 公式 。 
和 人们 押 能 做 的 全 部 事情 只 是 对 已 经 求 出 的 特征 值 旨 出 基 些 简 单 的 核 
实 方法 ， 我 们 列举 其 中 的 两 种 。 

5С 关 个 特 行 值 之 和 等 于 4 的 闫 个 对 角 元 素 之 和 ， 

Ai HA +4, а, Far HH a 

这 个 和 叫做 4 的 迹 ( trace ) Wd E. Ik n 435448 ПЗЕ ETA 的 行 
:到 式 。 

这 可 用 上 面 的 例子 来 验证 一 下 。 在 此 例 中 ， 上 由 的 迹 是 0 + 1 + 
3= i +2 +1 s4, WIRE = 0., 

练习 5.1.1" RER 4 一 | 17] ] 的 特征 值 和 特征 g. mw 
证 ， 迹 等 和子 特 征 值 的 和 ， 而 行列 式 等 于 它们 之 积 ， 

练习 5.1.2 对 上 述 的 A ， 求 解 微 分 方程 


Ü 
du/dt= Ан, “-| | 
6 


练习 5.1.5 设 我 们 由 上 述 和 4 诚 去 71i， 
вап ó | 
2 一 3 

ВЕНЧА RRE RE Ae 它们 与 4 的 特征 值 和 特征 向 量 有 作 
АЖЖ? 

练习 5.1.4 使 用 上 面 已 求 过 特征 值 和 特征 向 量 的 3 x 3 Е 
ЭЁ, ERA ЛЕС, ДЕ и =C elte, ЕС, едаёх, 十 Cseltxs 满 足 裙 
Шиш =(131]7 

不 要 起 矩阵 的 特征 值 和 它 的 对 角 元 素 混为一谈 。 通 党 它们 是 完 
全 不 网 的 :虽然 如 此 ， 我 们 宁可 冒 引 入 一 些 混 消 的 危险 ， 指 出 一 种 
莱 形 ， 在 那 种 情形 中 这 两 类 数 是 相同 的 ，。 

SD ”如 果 算 阵 委 是 三 角 的 一 一 它 可 以 是 上 三 角 的 , 也 可 以 是 
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ТЯ), ЗЕНА ЦАО, ТАДА ДНО с. - 则 特征 值 4,，43'"*。 
ААВ 820586011, аза, "°, а. 
м На EB ЕВА Ay, ШЖ 


1 

| 1 g 9 

4-| 。 5. 二 
E 0 т) 

кюне. 
И 4 O 
ма фә} pood- 
о о 2-4 


ЕРЛАН. BR, БИШЕ А 1, 4 二 一 一 入 


二 ;这 些 特 征 值 部 已 位 于 生 对 角 线 上 。 


练习 5,1.5 求 这 个 三 角 上 抵 阵 的 特征 自 量 ， 并 求 下 列 对 角 M BE: 
的 特征 值 和 特征 向 量 | 
3 о 0 
|, 1 0 
0 o 2 
在 这 些 例子 中 ， 通 过 查看 对 角 线 就 可 找 出 特征 值 ， 因 此 这 些 货 
子 指出 了 整个 这 一 章 的 主题 . 把 4 变换 成 一 个 对 钊 的 或 三 角 秆 阵 ， 
币 不 改变 它 的 特征 值 。 我 们 一 再 强调 高 斯 分 解 4=LU 不 适合 于 这 
全 自 的 。 忆 的 特征 值 可 以 在 对 角 线 上 找到 ， 但 它们 不 是 4 的 特征 
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{й. 

还 有 一 种 情形 ， 在 这 种 捕 形 下 计算 也 是 容易 的 。 假设 我 们 已 经 
找到 了 答 隆 及 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 则 A 的 特征 值 恰 是 41? ，4,7， 
2,2, MBAHET НЕЕ БИШ ЇН ДЕА? 的 特征 向 量 . 其 证 明 在 数学 
上 也 是 典型 的 : 如 果 我 们 试图 去 讨论 get(4*: Д), WARS N F 
繁杂 的 计算 ， 但 是 如 果 从 4x 一 入 入 手 ， 全 部 事情 刚 基 很 明显 的 ， 
再 用 4 REK 

A x= AÀAx= AAx= A 
TEVEA ARE, CARENE NA, йр — 
ВАЕ 235 Хх, BLOCK h лр 

МЕЛИТА, ЖАЗЕЛ ТЕШИ. R E A 的 特征 
ін, u 是 B 的 特征 值 ， 则 一 般 说 来 4 不 是 4B 的 一 个 特征 值 ， 一 个 
试图 的 说 明 是 这 样 的 ， 车 Ax= ixHAx=AHx 刚 ABX 二 Ajx = HAx = 
#2x。 其 错误 在 于 假定 A 和 名 有 公共 的 特征 向 量 x ， 一 般 说 来 ， 它 


们 是 不 局 的 。 
练习 5.1.6 举例 说 明 当 把 矩阵 的 一 行 减 去 另 一 行 的 偿 数 时 , 
特征 贷 可 能 改变 。 


练习 5.1.7 设 4 是 4 的 一 个 特征 值 且 x 是 相应 的 特征 向 量 ， 
Ax= Àx 
Ca) 证 明 这 个 %* 也 是 B= A 一 ?I 的 特征 门 量 并 求 出 相应 的 特征 
tE. 
(b)W%W A 0, WB EAT ARE, R E 
值 。 
练习 5.14.8 设 特 征 洛 项 式 被 分 解 为 
detCA—AD=(4 —4)--: (2, mA) (15) 
Эй ДЗ W HY À КИИН KETAR ERAR, 
练习 5,1.9 分 两 步 来 证 明 迹 等 于 特征 值 的 和 。 第 一 步 求 出 
Со) НС 4)"! 的 系数 。 其 次 ， 找 出 在 


{ 911-4 dis 1 Bia 1 
| 
| 
1 


det(A— Ду = det, a 


和 


和 贿 开 式 中 涉及 (一 4)2-1 的 所 有 项 。 解 释 为 什么 它们 种 求 舌 捧 右 
主 对 角 线 元 素 乘积 这 一 项 中 ,并 找 出 (15) 左 端 ( 一 4)8E -EL 的 系数 。 
比较 之 。 

练习 5.1.10 (а) 构造 两 个 2 x 2 Е, ВАВА 不 
ТА ЕРЕН Тув ТАЧАН, МВА Ч В АНАЛИ 
ЕЕ КО ЖП, 

(bp) 验证 4 十 吾 的 畦 征管 的 和 等 于 4， 了 原来 特征 值 的 和 ， 
并 县 线程 也 如 此 。 为 什么 这 是 正确 的 ? 

练习 5.1.11 ШНА АТ ШЕФИ, ШЕНЕ ЖАП 
所 的 特征 值 。 

练习 5.1.12 Ra=| I _ | 的 特征 信和 特征 向 量 。 

2% 35.1.13 对 


° o о) 
求 此 特征 什 ， 并 验证 它们 的 和 是 迹 。 


85.2 —“" # ДАГА 32 s 


我 们 立即 开始 一 个 实质 性 的 计算 。 它 完全 是 简单 的 而 县 在 这 一 
章 的 每 一 节 中 都 将 使 用 ， 
5E ÜR x 下 陈 和 有 个 线性 无 关 的 特征 癌 量 , Ж 2 ОШ ЛЬ 
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这 些 向 量 选 作为 矩阵 5S AAR, MS ASE ARAE A. E 
的 对 角 线 元 素 就 是 4 的 特征 值 ， 


| (16) 


| А. 
证 阴 ”把 竺 征 向 量 x; 排 成 5 的 列 ， 每 一 次 计算 积 4S 的 一 列 ， 


uU U U 
REER MERR RERAN AN. 


| 


А.х; ТЕ ... АХ, шш Р х. ... Xa 


| | |, || ü А 


单纯 把 它 看 成 是 年 阵 乘法 的 练习 。 关 键 在 于 是 按 正 确 顺 序 来 排列 这 
两 个 矩阵 。 如 果 4 不 是 放 在 3 之 后 而 放 在 5S 之前， 那么 41 将 莱 以 第 
一 行 的 各 个 元 素 ， 而 我 们 希望 它 莱 以 第 一 列 。 因 此 正确 的 莱 积 是 
54. TE 

AS=S Д5”! ASSA 或 A =5/15-: (17) 
WES ЖИЙ, [АЛЫРЫ E REIRE) 假定 着 线性 无 关 
Ф, 

在 给 出 任何 例题 和 应 用 之 前 ， 我 们 再 作 蚂 点 注 记 ， 

E1 ЖЖЖ A RGS EREE, An 6, AER Id 
的 一 一 则 nn 个 特征 向 量 自 然 是 无 关 的 ( 见 下 面 的 5F ) 。 于 是 任何 S 
有 两 两 不 同 的 特征 信 的 矩阵 可 以 对 角 化 。 

2 对 前 化 的 矩阵 3 Еу, КА ВЧЕНЕ x 乘 一 
TE Ba E AAEE, PERIA REMAR Е 5 的 
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PiL] 
«40, Ху, =| A 2, À. x; we А.х 


各 列 ， 从 而 造 出 一 个 新 的 使 之 对 角 化 的 5 ‚„ LARE ДУН ҮЙ 
ШЕ, ВАХ ТОРАА Е А = TI, EHTA AER S 都 使 S7115 是 
Эй (ХУА ДИ ОЙДЕ у, ШТ OPE i БОА ЕДЕ {ЧАН И: 
РЕ Ту e 1—9, 

EF Ут 45= 511529 S ПУН Н АЙ ДЕ А ОФФЕ B 组 时 
ВАУ, НАЈ 5 ВЕН АЕ И. НЭН РАНЕЕ В BE 
М. BES 的 第 一 浏 是 >》， 则 5.4 的 第 一 列 就 是 和 .y。 如 果 这 与 A5 
ПЯ Н а], АБЕУ ЕЗЕРА ду. ПУ Е Е 
ТАНЕВ, Ау=4,у. WEE, S 中 特征 向 量 出 现 的 顺序 和 ИР 
特征 什 的 顺 廊 自 热 起 一 致 的 。 

注 4 并非 所有 的 年 阵 都 前? 个 线性 无 美的 特征 向 量 ， 从 而 并 
在 上 记 和 和 拖 阵 于 是 可 对 角 化 的 。 一 个 “ 训 病态 的 利 耻 ”的 标准 例子 是 


a 


它 的 特征 值 是 4. = A, = 0 。 因 为 它 是 三 角 的 ， 


—À i 
асално |+” 
0 —,/ 


IE x EARE, m) БЕД. 


0 1 0 x, 
Rahle E] 
0 0 0 0 
显然 4=0 是 一 个 二 重 特征 信 一 一 它 的 代数 重 数 为 2 一 一 但 它 只 有 
一 个 一 维特 征 血 量 空间 。 这 个 特征 值 的 几何 导数 是 1 ， 从 而 我 们 选 
AH s Ж, 
这 里 有 一 个 美 于 4 不 能 对 角 化 的 更 直接 的 证 明 。 凤 为 人 一 和 一 
0 ， 才 必须 是 一 个 零 矩 阵 。 但 是 如 果 S 1 48 一 0 ， 则 我 们 左 滋 3 ， 
右 乖 3 ， 便 得 出 4 一 0 。 因 为 4 不 是 0 ， 这 个 矛盾 就 证 明 丁 没 E 
S ñE IESTIAS =A 
АБЗ НЕ РЕ рК СИПА = Е), 
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而 其 他 的 则 是 不 行 的 , 仪 要 做 的 检验 是 计算 所 有 的 特征 癌 量 ,并 再 大 
它们 是 天 足够 多 。 当 特征 从 两 两 不 同时 ， 这 没有 什么 困难 ， 这 时 代 
数量 数 和 几何 重 数 均 为 1 。 但 是 如 果 一 个 特征 乱 4 Мон Жї, Д]— 
切 都 要 看 和 一 好 的 核 丽 定 ， 只 有 当 有 疡 个 相应 的 特征 向 其 时 ， 检 和 验 
才能 通过 。 当 所 有 的 特征 值 都 通过 了 这 种 检验 时 ， 就 有 了 一 个 完整 
的 特征 向 量 集合 ， 从 而 A 可 对 角 化 . 

为 完成 这 一 系列 的 想法 ， 我 们 还 必须 证 明 一 个 有 用 的 ， 但 并 不 
很 令 人 振奋 的 定理 。 

БЕ ЕЗЕР х, ，x*。，…，% 对 应 不 同 的 特征 值 1， 
Дз, се, 机 ， 则 这 些 特征 向 量 是 线性 无 关 的 。 

先 设 二 2， 且 设 xi 和 ;的 一 个 线性 组 合 是 零 ， Cix Cix = 
0 HARE, RHC Ax +C 二 0 。 由 此 方程 减 去 前 一 
ЈНА, Аах КНТ, 

C (A А) = 0 

ЮА, +2. Bx i 0, ЖНС, = 0. Ж, С,= 0 , АШ 
两 个 问 量 是 无 闫 的 ， 因 为 上 只 有 平凡 的 组 合 给 出 零 向 量 ， 

相同 指 论 证 可 扩展 到 任意 多 个 特征 向 晶 的 情形 ， 我 们 假定 某 个 
组 合 得 零 ， 用 4 去 乘 ， 再 减 去 原 组 合 的 人. 倍 ， 从 而 向 量 %s 不 再 出 现 
Р а, ，…，xm-: 的 组 合 。 重 复 林 辐 的 步骤 《 或 者 
说 用 数学 归纳 法 ) 我 们 最 线 得 到 一 个 等 于 零 的 x: 的 倍数 ， 这 就 保证 
Ci= 0， 从 而 最 终 每 个 C= 二 0 。 于 是 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 自 
然 是 线性 无 关 的 。 

练习 5.2.1 对 和 矩阵 


RSRS AS. 另外 将 -| ， ‚ Jovan. 
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练习 5.2.2 求 一 个 扰 隆 4， 它 的 特征 信息 1 和 4 ， 而 H 它 的 
наана | “| Cashs 
练习 5.2.5 REFE 


1 1 1 
的 特征 值 和 特征 向 量 ， 并 写 由 两 个 不 同 的 使 之 对 角 忆 的 矩阵 5 Ж. 
练习 5.2.4 通过 把 8 :4S= .4 转 轿 ， 求 出 使 47 对 角 化 的 第 阵 
БЫ ЖЕЛ КВНЕ А b EBE. 
练习 5.2.5 ШИА, BAIARAI Я BE S 使 得 4 二 
БЛ: B =SA,S lU ЗЕВНАВ= ВА (ПН BA A. = A. A IN 
1 


| ‚ | н-т взе, 


впал), жа 

上 述 练 习 在 量子 力学 中 是 重要 的 ，: 基 有 相同 特征 向 量 的 矩阵 必 
定 可 交换 。 共 北 也 是 正 瑞 的 , 而 且 其 至 是 更 重要 的 ， 车 AB 二 BA 人 刘 
这 两 个 矩阵 有 家 同 欧 特征 向 量 。 关 键 的 步 又 是 注 意 到 Ах=Ахїї Sr 
Ў АВх= ВАх= БАх=218х, Ё. х р Вх 是 同一 个 4 的 特征 河 量 。 
而 且 如 果 我 们 为 了 篇 便 候 定 丰 的 特征 值 是 两 两 不同 的 一 特征 子 空 
间 蚌 一 维 的 一 一 则 BYx 必 是 X% 的 一 个 倍数 。 换 名 话说 # 也 是 下 的 特 
征 向 基 ， 这 就 完成 了 证 明 ， 

在 本 章 的 引 窜 中 ,我们 谈 到 过 地 球 的 旋转 ， 一 个 90' 的 旋转 只 
令 一 个 方向 不 变 ， 连 接 极点 的 轴 是 我 们 可 能 找到 的 仅 有 的 特征 向 
E., EEFE, WERA YA, mo SATAMANA 
{], ERIRE- АЈА ЕА (osya), ИЙРЕ RAE 
(一 yo ,Xo,Z0 ) 。 和 容易 看 出 ;坐标 的 这 种 变化 可 以 用 和 矩阵 乘法 来 去 
Ш. 
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x | eyo . 


[0 —1 0) уж 
| : 
Xo =| 上 Ü 0 Yo 
Za “0 o Lf Za, 


x 我 们 打算 把 这 个 旋转 符 阵 4 对 角 化 。 第 一 步 是 找 出 它 的 特征 值 
和 特征 向 量 ， 从 特征 多 项 式 开 始 


| —å 一] 9 ! 
det{A—AD)= |1 一 0 -a_nazs+n 
Ü 0 1-4! 
И НАВ ЕРТЕ, ОТЕ РЕ З БЕТ ВЕЕ 


Ча Б 81 Ж ein. 
A =i AL == i À = —і 
š 因为 它们 是 不 同 的 ( 甚至 还 是 虑 的 ! ) ， 答 阵 当 然 是 可 以 对 角 化 ， 
于 是 必定 有 一 个 完整 的 特征 向 量 集 ， 并 且 和 通常 一 样 被 算出 ， 
i=] —1 0 0. 


A= 1, а-ә | —I 0 一 0 x= | 
`0 0 0 1 
DER E I pt iF ip pi Eh, Е ЕЛЕН, 


一 ~] 0 
A= í K(A—i)x = 0 一 # 0 н 
і 


他 一 | 0 | 
A=— i (А+ уха =l 0 t б lxs=0 
+ 


`0 0 1 
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TEE ТОН 5 #n ЖМ РЕЛ 


r0 ! l, 1 0 0 
"|° —i i р і . 
1 0 0; 

前 而 的 理论 保证 S AS SAHEL 

在 这 个 例子 中 我 们 可 以 了 解 4: 的 意义 。 几 何 上 , 它 是 一 个 180” 
的 旋转 ， 也 就 是 4 作用 两 次 的 结果 。 代 数 上 ，4=S4S :导出 4 一 
SAS 13.493 一 SS 。 这 就 确信 了 我 们 所 已 知 的 ， 即 ，4 与 4 
有 相同 的 特征 向 量 和 矩阵 $ ， 而 且 每 个 特征 值 被 平方 。 一 个 180 "旋转 
HRE = 1， 并 二 一 1 和 (一 门 * 二 一 1， 一 1 的 重 数 使 我 们 确 
信 整 个 才 道 平面 被 老 转 了 过 来 。 我 们 可 以 继续 计算 44， 它 是 一 个 
360 的 完全 的 旋转 。 

At=SAST ISAST ISAST ISAST! =SA'S7! 

想起 i 二 1 ,特征 值 煽 阵 是 41+: 二 I,， 而 且 At=SIS-1=I. —4-360° 
的 旋转 就 是 单位 变换 。 

练习 5.2.6 你 能 找到 90 "旋转 矩 跨 4 BJ EJE R ,并 验证 R: = 
Alo 回想 起 丸和 R* AHROR, ЖШШЕ, SEARG. 
实际 上 存在 真正 可 能 的 平方 根 R， 因为 Vv 十 T=+1,， i= 
+(I+i)/2, Z—i=+(1—i)/⁄ 


1 


练习 5.2.7 жа | _ | ]ewanaayte n g, 


1 — 1 


从 而 可 以 被 对 角 化 ， 还 是 只 有 一 个 特征 向 量 而 不 能 对 角 化 ， 
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— : 


85.3 差分 方程 和 每 A* 


差分 方程 不 象 微分 方程 那样 广为人知 ， 虽 然 它 应 该 是 那样 。 它 
以 有 限 步 长 一 步 一 步 推算 的 。 而 微分 方程 则 从 无限 的 步 长 大兴 多 
推算 i 
出 现 的 离散 的 与 与 连续 的 相关 似 ， 大福 最 好 的 解释 是 下 而 的 例 于 ， 它 
实际 荆 朱 涉及 器 维 线性 代数 ， 因 为 银行 中 的 钱 只 有 一 个 数 后 ， 

侦 定 你 以 6 入 的 利率 投资 1000 美 元 为 期 五 年 。 如 果 一 年 结算 一 
К, МШЕЗ ШІ. 06А Pt: 一 1.06P:。 这 是 一 个 以 一 年 为 时 间 步 
长 的 差分 方程 。 它 把 # 十 1 年 以 后 的 本 钱 与 前 一 年 的 本 钱 联 系 起 来 ， 
晨 县 它 容易 求解 : 5 年 以 后 ， 原 来 的 本 钱 P, =1000E 38 f 5 次 ,从 
їй 


“= 


P,=(1.06)*P,=(1,06)5*- 1000 一 1338 美 元 
现在 假定 时 洽 步 长 层 为 一 个 月 ， 新 的 差分 方程 是 Prt t= 二 (1 十 0.06/ 
12)Px。5 年 或 60 个 月 以 后 


r. 


Peo={ 1 十 Рь= (1.005)%?.1000= 13492 


Fb ti C H ЯВ. 


0.06 үз=ївв 
(1 +s .1000=1349,83 


最 后 为 了 最 彻底 地 刺激 人 储户， 银行 现在 提供 连续 的 结算 。 利 息 每 瞬 
闻 都 在 增加 ， 从 而 差分 方程 内 效 了 。 事 实 上 你 可 以 希望 会 计 不 小 微 
积分 ， 从 而 不 能 算出 他 应 付 给 你 多 少 错 。 但 是 有 两 种 不 同 的 可 能 
ВЕ. 或 者 他 可 以 越 来 越 频 累 地 结算 利息 并 看 出 它 的 极限 是 


зА 
(: += 0. 28 у 1000-е". 1000= 1349.870 3Ú) 


№ 
或 者 他 采用 微分 方程 ， 它 是 差分 方程 Pxr+i = (1-Е0,06ЛАтуРЕШЦЖ 
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е. РАЦЕТЕ А, 


了 t+ 一 PE _ РЕ dp _ 
- Fi =0.08Р, ATF dt 0,06p 


ПЕРС) еб‘ оер, )Д 5 年 后 总 计 1349.87 Æ ж. BE RE 3k 
峰 时 去 结算 ， 本 钱 仍 保持 有 限 而 生 差 别 只 有 4 美 分 。 

这 个 例子 包含 了 差分 方程 和 微分 方程 两 者 ， 而 当时 间 步 长 不 再 
出 现时 ， 前 考 变 成 后 者 .但 是 世 有 许多 闪 分 方程 ， 它 们 是 独立 存在 
的 ， 我 们 的 第 二 个 例子 就 来 源 于 著名 的 Fibonaceci 数 列 ， 

站 23 
大 福 读 者 已 看 出 这 个 规律 ， 每 个 Fibonacci 数 是 它 前 面 两 个 Fibo- 
nacci 数 的 和 ， 

F; =F, -FF,,: C18) 
这 是 一 个 差分 方程 ， 它 出 现 王 各 种 各 样 弓 象 不 到 的 应 用 中 ， 因 此 值 
得 单独 写 一 本 书 。 桂 本 上 的 刺 和 叶子 按 一 种 螺旋 的 样式 生长 在 树 
L. 在册 禧 、 蕴 果 或 橡树 上 ， 绕 着 至 每 两 圈 可 以 找 册 5 个 生长 物 ， 
梨 树 每 3 图 有 8 个 , 而 雹 树 就 更 复杂 了 ， 每 5 BAA, WEER 
概 是 Danid Т. O'Connell Ё) IJ B 3 ( 《科学 美国 人 人》1951 年 
11 月 份 ), 它 的 种 子 挝 择 了 一 个 几乎 令 人 难以 置信 的 比例 F,; ИЕ = 
144/233*. 

我 们 怎 祥 才 能 不 是 从 Fo=0，Fi 一 工 出 发 ， 一 步 一 步 НЕН 
Fiac MRE F 4 Fibonacci ЖОЙ? 这 个 办 法 是 解 差 分 方程 
Porzs 二 Fir1 趾 PF; ， 而 且 作 为 第 一 步 这 个 方程 村 以 转化 为 一 个 “一 
步 方程 ”wi 一 Aw:。 这 个 类 似 于 本 息 增 长 率 ，Pis1 一 1.06P,， 
企 同 的 是 现在 未 知 量 必 须 荐 一 个 向 量 而 因子 4 必须 是 一 个 完 阵 ， 菩 


， 甘于 这 些 植 物 淮 前座 用 , W # A DArey Thompson 的 书 Оп Growth and 
Form > < Cambridge Univ. Press, London айй New Yorh, 842) Peter Sle- 
vensi & Patterns іп Nolure》 C Litile, Brown, 1974), Pn йу WEHA Y Цр 
$% Fibondeci Quarlerly p , Fibonacci А E — 11И СЕ АЕ Жою. KE 
在 公元 (200 年 左右 。 
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则 
Fi, =F Á ЕР, 


1 1 
AE рў TE] | 
Fisi = Fisi 1 


这 个 变换 对 任何 5S 航 方 程 都 是 一 个 标准 的 设计 ，s 一 1 个 如 ti 二 
Fe 那样 的 平凡 的 方程 与 给 定 的 方程 组 成 一 个 一 步 方程 。 对 于 
Fibonacci 方 程 来 说 ，5S = 2。 

形式 上 ， 差 分 方程 ty 1 二 Au 是 容易 解 的 。 因 为 每 一 步 引起 一 
次 用 ARE. 解 山 与 初 值 u, 由 关系 式 u= Atu, 联系 起 来 。 问题 在 
таж ВЖ HADYA, 从 而 求 出 第 1000 个 Fibonacci 数 。 
关键 是 4 的 特征 信和 特征 向 量 ， 

5б ЖАЙА, 4=5157'%, АЖЕ 

w= Atu, = (SAST D (5457 1). (SAS 1)u, SSA S lu, 

(19) 

除了 第 一 个 5 与 最 后 一 个 S"!， 每 个 5S"! 取 去 一 个 S55。53 的 列 向 量 
是 矩阵 4 的 特征 网 量 *， 从 而 由 年 血 索 法 引出 


A: 
| `. Беа од, (20) 
2: 


一 般 解 是 特 解 灶 x, 的 一 个 组 合 ， 相 应 于 初始 条 件 tk 的 组 合 系数 c 是 
c Ax Чс, А2х, = ué sRSc=u сЕ 8-и, (21) 
ikuy Kann ЕВ ШЕ — И SAS 10, 的 两 个 不 同 的 途 
径 。 册 第 一 个 公式 (19) 可 看 出 A GSAS 是 相同 的 ， 从 而 我 们 可 
以 到 此 为 赴 。 但 是 第 二 种 途径 更 清楚 地 旺 示 了 与 解 微 分 方程 的 鞠 似 
性 ， ACRA R ei, MERTA A R Лх. TERR 
份 ” 仍 是 特征 向 量 x;， 而且 在 每 一 步 中 它们 被 扩大 特征 {Н At E 
这 些 特 解 按 与 x。 相符 的 方式 组 全 起来, 我们 重新 得 到 正确 的 和 解 & = 
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54%и, 
在 任何 一 个 像 Fibonaeei 方程 这 样 的 特定 的 例子 中 ， 第 一 步 都 
是 把 矩阵 4 对 角 化 ， 


1 I 
1 0 J, 


mam | _ Ж 
A= +75 + Az = E, x а 


1 А; Ás À, 1 Аз 1 
A=8 AS! = ， | , i — A, А 
B 1 A: 一 上 Ai 


一 旦 这 些 特征 值 和 特征 向 量 被 求 出 ， 便 可 使 用 公式 (19), 始 值 Fo 一 


0, Е,=1 а , ] T E. 


Pir] . 
=u, = A u= SAs ua 


P, 
А, 2,123 l 1 
-[ 1 | aJ A ° 


Fibonacci% F ERTER Ар, 
21 РЕ 


А. Аз А.А, 
1 1 十 w5 /lv NY: 
у yy) 

这 就 是 我 们 所 要 的 管 案 。 在 某 种 意义 上 它 是 更 令 人 惊奇 的 ， 因 为 

Fibonacci 法 则 Rs 一 Fi 十 局 总 是 必定 得 出 整数 ， 丙 我 们 却 以 

分 数 和 方 根 表示 其 结果 。 它 们 中 的 某 些 部 分 必定 要 消 而 余下 一 个 整 

数 。 事 实 上 ， 因 为 第 二 项 (1 МБ) 总 是 小 于 二 的 ， 它 

与 第 一 项 合并 ， 必 定 得 到 最 接近 第 一 项 的 整数 。 相 减 的 钙 果 只 余下 

整数 部 分 ， 从 而 
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F,= 


T oltin 
F осо Peel F. = ( Е Був ) 的 整数 ， 


当然 这 是 一 个 巨大 的 数字 ， 而 且 下 1001 将 更 太 ， 很 清楚 ， 分 数 部 分 
与 此 豆 数 部 分 相 比 越 来 越 微不足道 ， 比 得 Flook7Pioos 必 定 非常 接 
近 于 (1 十 5)/2mi.618， 和 希腊 人 称 这 个 数 为 “黄金 中 值 ”“。 换 
А, АУАНИ ТАО, 而 НОН F. /F, ТАИ 
1 一 41 。 

练习 5.3.1 假若 fibonacei 从 Fs, 二 1 ñIF, = 3 开始 它 的 序列 ， 
EMRAH ЛЕШ) F... =F, +F, ， 求 新 的 初始 回 量 ta, 
新 的 系数 C= 二 S71w6 和 新 的 Fibonacci 数 。 证 明 比 值 Fiy1/F， 仍 趋 于 
黄金 中 值 。 

8215.52 如 果 每 个 数 是 它 前 面 两 个 数 的 中 秆 ，'G+:== 
闻 (Giri 十 Gs) ， 给 出 矩阵 A 并 将 其 对 角 化 。 由 Go 一 0 和 G, =F 
始 ， 求 出 Ci 的 公式 ， 并 计算 当 a 一 co 时 它 的 极限 。 

练习 5.3.3 Bernadelli 研究 这 一 类 甲 由 ，“ 它 只 能 活 3 年， 
ШЇ Н ХЕ з 年 繁殖 ”。 如 果 年 龄 一 岁 的 组 以 二 的 概率 存活 ， 两 岁 的 


组 以 十 概率 存活 ， 而 3 岁 的 甲虫 生 6 个 肉 虫 后 死去 ， 相 应 的 念 阵 为 


0 0 6 
Н 
з 0 0 
А == 
1 
0 - 2 
Á 3 


证 明 A 二 TI 。 著 开始 时 每 组 有 3000 个 甲虫 ， 求 6 年 的 甲 下 分 布 。 
马尔 科 夫 过 程 
在 第 一 章 中 有 一 个 关于 加 利 福 尼 亚 洲 人 口 迁 入 ， 迁 出 的 练习 ， 
它 值 得 再 来 看 一 看 。 有 这 样 的 规律 ， 
每 一 年 ， 加 判 以 外 人 口 的 十 迁 入 加 州 ， 而 加 州 人 日 的 二 迁 出 。 
ТО, 最 志 蓝 的 得 形 其 两 边 之 比 为 1.818 比 ls 
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这 给 出 一 个 差分 方程 ， 开 始 时 ， 外 部 人 器 为 ya 耐 内 部 上 人 口 为 za， 一 
年 以 后 有 


1 
уе зоа, НАБ 


У | 0.9 0.2) Ya 
„ЬЕ ede 
21) 10.1 oegli z, 
当然 这 个 问题 是 任 宇 想象 的 ， 但 是 它 有 有 两 个 实质 的 性 质 ， 我 们 称 汶 
Markovt 马 尔 科 夫 ) 过 程 , 人 口 总 歼 保 持 不 动 ， 而 县 外 部 和 内 部 的 大 
ПНЕ ВЕТА АЈ". 这 第 一 个 性 质 反 映 在 下 而 事实 中 ， 移 阵 每 一 j 
加 起 来 为 ! ; 每 个 人 都 被 计算 在 内 ,而 没有 人 被 重复 或 于 和 失 ,而 第 
二 个 性 质 则 反映 在 下 面 事实 中 ， 惩 阵 没有 负 元 素 ， 同 样 地 yu 和 2z。 是 
非 负 的 ， Ayi Mz, у» 102, ЕРУН, ЖАЗ ВЕДЕ А, 
我 们 打算 先 解 这 个 特殊 的 差分 方程 , (ОНА ASAF Su, ) 
然后 看 一 看 人口 是 否 最 终 达 到 一 个 “稳定 的 状态 ”, 最 后 对 Markerv 
过 程 作 一 般 性 讨论 。 开 始 计算 时 4 必须 旦 对 角 化 : 
<-| | det(A—2D= А —1,7A+0.7 
0.1 0,8 
A= 1 和 4 一 0.7 


2 l 
3 3 


ASSAS! 一 


工 
3 3 i 


` тишн, З УФ В ВЕНЬ, р, б АЕ Ааа LERTA 
Tup 耐 wor US vp ЛЕТО РА, KAR 们 的 生命 也 是 Markov Heye 
Е] ба жшлш, 
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现在 我 们 可 以 求 出 A: 和 kk 年 之 后 的 分 布 


Е: ç |] 1* 1 ; A. 
EHER; оо 1.) 
Ë | 


1 
1 | + 


+ (y — 2z, ) (0.7), 


Е 


| 3 / 3 
А pil ЕНИ. 而且 容易 看 出 经 过 了 很 长 一 个 时 期 以 后 将 会 
出 现 菇 么 情形 ， 因 为 <0,7)* 变 得 非常 小 ， 从 而 这 个 解 计 到 一 个 极 跟 


状态 
| 2 
Уо 
| | =ч (э, +Z.) 
z (ra) 
总 人 口 仍 是 ys 十 zo。， 与 开始 时 一 样 ， 但 在 此 极限 中 ,人 口 的 三 在 如 


州 之 外 ， 而 六 在 如 州 之 内 。 无 论 初始 分 布 是 什么 祥 的 这 总 是 正确 
的 。 读 者 可 以 看 出 这 个 稳定 状态 耸 是 练习 1.3.3 中 所 要 的 分 布 ， Ju 
累 这 一 年 由 半 外 部 人 口 和 于 内 部 人 口 开 始 ， 那 么 它 到 晨 终 仍 是 这 
#, 


3 


pe e INE 


= 或 Апо =la 
0.1 0.8 
3 3 | 
这 个 稳定 状态 是 4 相应 于 4 一] HKEE HAERE и» 
变 。 而 这 样 去 条 使 我 们 由 一 个 时 间 间 隔 转 向 下 一 个 间 肠 ，。 
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一 个 Markov 过 程 的 上 述 描述 完全 是 有 条件 的 :人 口 接 一 个 出 定 
旺 比 例 迁 和 从", 但 是 如 果 我 们 代 之 考察 单独 的 一 个 人 ， 那 么 迁徙 的 册 
竺 被 赋 耶 一 个 构 罕 的 秘 群 ,如 上 毕 这 个 人 在 可 州 之 外 , 则 他 迁 入 的 概率 
M: 车 他 在 吉州 内 ， 则 候 迁 出 的 底 训 是 训 。 他 的 迁 徒 就 成 为 一 个 
йш Йи, ЖШ ЕА Mik ЕР НЕ, ЖЕЙТ ИЗИ] ВЕ ЕДШ АИИ 
WERI НУ BERSE u= Аш, [р F ТА ЙЫЛ Т ЖЕЛЕУ 
йк п ДЕЛА К, ж че р 1 一 一 但 他 必定 在 基地 
— H РП 8 у, БУНЕ НЕЕ РЕ PJ 23525 
ER: ар ЛИЕ Ет, W Eq о а> 0, 

RAMEE St E SEN FZ À = 1 总 是 一 个 特征 值 ， 以 
及 为 什么 它 的 特征 向 若是 稳定 状态 。 第 一 点 是 容易 解释 Bj. A- 
每 一 询 加 起 来 等 于 1 一 1 二 0， 于 是 4 一 荆 的 所 有 行 加 起 求 且 一 个 
Eib EP-ER, A- ER НЧ, AW A = 1 是 一 个 特 
Е, ЯКА ЖОННИ ЕР, u, M A РАБ АРЕ р E 
RUH Д0 на С Ais БС, х, Sh ERI ARP, W 
ЧАО АТР 1 ; WRK о ПЕ: Бопассі E IBEERE 
М, ЗХАНЕ, ЗОНЕ АУВЕРГНЕ ЕА Hb РА, == 1, 
HAA HR m ar hb УЙШ {у; KEA RA Е ph а F 
0, МТТ И. C XI = о, НЕА 1283 fi КИЙ E S К КЖ 
Еа > 0, ЖАТКАИ), Waea 1 具有 正 的 分 
鞭 ， 它 们 加 起 来 等 对 1 ， 面 且 它 们 是 Markoy 过 程 的 极限 松永， 

练习 5.5.4 假设 有 三 个 大 型 运 沉 卡 术 中心。 每 个 月 中 , 在 小 
士 顿 和 让 洛 棚 珊 的 卡车 的 一 半 开 往 芝 加 可 ， 而 其 余 一 半 留 在 原 地 ，。 
而 在 芝 吝 碍 的 卡 硅 分 成 相等 的 疯 淮 和 分别 去 波士顿 和 闭 棚 矶 。 给 出 8 
x 3 转 攀 证 阵 并 求 机 应 于 特征 值 4 = ! 的 稳定 状态 。 

练习 5.5.5 БЕ, ТЕКЛИ. ЕЕ ЛИУ 一 于 


Н ШИ) А ДЕА, ЕЛО TWO АЛЫЕ Ш, WÑ EA EY 
加 0 
"адий ЯТ алы, жинвинА-[ | 2 ]ш-11ф ЕЛИНЕ. 
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会 课 上 病 ， 而 病人 的 二 会 死亡 ， 求 相应 Markov 过 程 的 稳定 状态 。 


， ， 1 
disi | | 1 4 Ü d, 
3 i 
Si+ = 0 РТ > 5 
| 1 
| Wii | 0 0 Í Wi 


2 


《 dd，3 ,外 分别 表示 死人 ， 病 人 和 健康 人 ~ -译注 ) 

练习 5.3.6 假定 给 定 的 一 代 人 或 者 是 优势 遗传 的 ， 混 合 的 或 
是 隐 福 遗传 的 一 一 遗传 基因 决定 上 腿 晴 的 颜色 或 者 两 个 是 棕色 的 ， 一 
棕 一 蓝 ， 或 者 两 个 蓝 色 一 一 分 别 具 有 头 率 &，。，h。，ra( 我 想 在 混合 
情形 下 ， 两 个 眼睛 实际 上 看 起 来 是 基 棕 色 的， 但 是 无 论 如 局 父 亲 的 
两 个 基因 可 能 被 同等 地 继承 下 来 ) 。 若 所 有 的 妇女 假定 都 是 混合 
的 *"， 则 由 母亲 继承 来 的 基因 是 棕 残 蓝 的 具有 相同 的 概率 。 求 对 下 
Ка Л, А Жа, Һе, ВЕЕ А 


а} ‚Че 
I 

h. | =A ` ha 

кү) 1р 


ai 一 oz: 一 十， 因为 来 自 父亲 的 基因 必定 是 棕 的 。 经 过 无 限 多 代 之 
后 ， 极 限 分 布 kw 是 什么 ? 


а 定 性 


Fibonacci 数 和 Markov 过 程 之 间 窒 在 着 一 个 明显 的 差别 ， 数 
Р, 变 得 越 来 越 大 ， 而 根据 定义 任何 “概率 ”在 0 和 1 ZË], Fibo- 
nacci 方 程 是 不 稳定 的 ， 而 且 结 算 利 息 方 程 Р,.1==1.06Р, BETA 
定 的 ; 注 钱 永远 保持 增长 。 如 果 Markov 概率 减少 至 零 则 方程 将 或 
+ ЖЕЕ ОА ВОНО, REAS A tE. 


为 禾 定 的 ， 世 是 不 可 能 妇 此 ， 因 为 在 每 个 状态 卞 它们 如 起 来 必须 是 
1 ， 于 是 Markov 过 程 是 中 性 稳定 的 《neutrally stable) 。 

理 没 给 定 一 个 差分 方程 иа Ана, ЗТ РЦ К оо 
ШШЕ, КАЛГЕ УДК, ШКЕ и, 六 是 一 些 纯 解 的 组 合 。 

мі= SAS lu =e A A 十 CNX. 

#s 洲 长 由 因子 习 支 配 着 ， 因 此 稳定 性 依赖 于 A 的 特征 值 . 

5H Э me = Au, 当 它 的 所 有 等 征 值 | < 1 时， 
它 是 稳定 的 ,而且 而 一 0 ， 当 所 有 Asin, CEPHE EHE 
wR, MEDE -TAE L > 1 时,， 它 是 不 稳定 的 ， ME 
Wi 是 无界 的 ， 

例 1 EE 


当然 是 稳定 的 ， 因 为 4 是 寺 三 角 的 ， 记 以 它 的 特征 信 是 位 于 主 对 人 多 
线 上 元 素 0 和 -了 。 由 任何 一 个 初始 向 量 xs 出 发 ， 由 法 则 a = Aus. 
得 出 ， 这 个 解 必 定 最 终 趋 于 堆 ， 


I 


0 Ë | 2 | fi | 
| ] iti 一 i | H: = | А H3 = А i 
1 1 
7| 加 r: 
` Ё l 
1 ， 
э 
и. = 
1 
16 


庶 省 可 以 看 到 较 估 的 特征 什 是 如 何 支 配 着 这 种 衰减 的 ， 在 第 一 步 之 
后 ， 每 个 向 量 友 是 前 一 个 的 一 半 。 而 第 一 步 的 实际 作用 是 把 ws 分 
А ТЛУ ТЕРОН, 
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0 8 一 他 
ЕЕЕ 
1 I Ü 
Wd R js CHETA = 0 JARE. Ж— АЕ — 2р 
ЖШ А =. 

Ж ША Si R IEE MATERE, e 在 开始 时 代 
ЖЕЖ КҮ, Вн, A Ei eu Т. W НАШЫ AIL eR 
ETE. RWE Aha ЕШ. {КИЙ |a iu Ж[ А! 
< lu EAA ДД ы Mer sr. RINE 

| Au || =u A Aus || u |*= u uu T LATAS Du 
(22) 
这 十 一 个 比 关 于 特征 值 А] < 工 的 条 件 更 严 的 墅 求 。 用 第 六 章 的 术 
WKK, ХЕКЕ 474 一 是 负 定 的 ，《 它 的 特征 值 均 负 ) 而 用 第 
了 主 章 的 术语 米 说 这 表示 及 的 “ 异 ” 小 子 1 。 

练习 5.3.7 如 果 对 角 线 上 方 元 素 ai: 一 4 执 为 ci: 一 w 3 /2 一 一 
性 "4-1 有 负 特 征 什 一 一 证 明 看 在 一 个 直接 的 衰减 . 

练习 5.5,8 ЮЛЕ У, = а (V.+ W,) MW = 
al, tW., РА Н a 值 产生 不 稳定 性 ? . 

#2 上 经济 发 展 的 von Neumann 0, 347) 来 研究 一 个 稍 音 
的 模型 ， 在 此 模型 中 有 三 种 “商品 ”; 钢铁 ，、 粮 食 和 劳动 力 。 每 一 
种 商品 的 生产 要 消耗 这 一 年 以 前 所 生产 的 一 部 份 商品 ， 经 济 学 家 的 
问题 是 经 济 能 和 否 《 和 以 什么 样 的 速 应 ) 发 展 。 假 设 新 生产 一 个 单位 
的 钢铁 要 用 9,4 间 位 的 库 在 钢铁 和 9.5 单位 劳动 力 ， 一 单位 粮食 要 用 
0.1 生 位 粮食 和 0.7 单 位 范 力 ， 而 产生 【 或 维持 ) 一 个 单位 劳力 需要 
0.8 单 位 粮食 、0.1 半 位 钢铁 和 0.1 单 位 劳力 。 则 输入 量 s ,六 1, 与 
大 出 是 S， ， 态 和 工 :由 下 列 矩 阵 联 系 赵 来， 


[sos ‚0.4 о 0.1 51} 

| | | : 
s=] fo == | Ü 0.1 0,8 fi ka 

Í La ов 9,7 0.11 фы! 


P RTR 1ш = Au, RITE t= Au, ВГ 
ШЫ АЛАИН ЕНШЕ E E A ВОРЕН НТ ВЕ ЗИ ЕВ СЛЕ. 但 起 这 个 
MEELEPAHA. AARE, MEMES J TENAR: 
von Neumann 想 要 求 出 速度 & HRA., DERES, gry bl 
ВЕНЕ ЛЯ, Huirau 0. 

ШЖМ, Reina ВО T Eu h Ж, ЛУУ] ано 为 此 
ik sb Р РИ ЗЛ, Ши. ДИУ ЕЕ # z #E y au, 或 至 少 足 
аи, TERRES а 继续 发 展 。 当 然 如 果 最 大 可 能 的 
а h T1, 它 必 定 与 经 济 发 展 相 矛 盾 - -一 而 且 如 果盘 是 一 个 Markoy 
短 隆 ， 则 将 有 一 个 平衡 状态 ， 这 时 0 = 1。 事实 上 ，ron Nen- 
mann 的 理论 非常 接近 Markory 的 理论 ， 因 为 在 这 请 种 情况 下 ， 引 
阵 和 4 都 是 非 负 的 一 一 这 保证 了 它 的 最 天 特征 值 4 是 非 负 的 ， 从 而 它 
相应 的 特征 向 量 的 分 量 也 如 此 。 在 Markov 的 情形 下 ， 因 为 42, 二 1， 
所 以 & = 1 ; 在 每 种 情形 中 ， 我 们 都 有 4: 一 去 ,因为 von Neumann 
EH ТШ ЖЕТЕ ЖЕЛЕ K SEdE T RRE Ж. ЕА B| rh A = 
这 ,所 以 它 的 发 展 速度 为 忆 。 特 征 向 量 十 


: 0.2 
` | 
= 1 | 
| | 
[o4 0 0.1, 0.2 0.18 
Н | ; | 
而 县 Ax= | 0 0.1 0.8| i i= 10.9 =0.9х 
0,5 0,7 51) a v0.9 . 
练习 5.5.9 用 经 济 术 语 来 解释 为 什么 增 庆 “消耗 РЕ" AR 
人 在 贡 元 喜 都 必定 增 天 它 的 最 太 特 征 值 4〈 从 而 减缓 发 展 速度 )? 
4135 Leonlief 的 投入 - 产 出 矩阵 .与 Yon Neumann 不 同 ， 
Leontief 首 党 考虑 了 证 单独 一 年 内 的 华 产 和 消耗 ，。 ERAP N 


RIERA ЕП ËB ARGE KEIR 2. WATE, RI 
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保留 原先 的 消耗 府 阵 4 ， 而 来 问 一 问 能 否 达 到 一 个 给 定 的 生产 间 丢 
?， 我 们 能 否 最 终 得 到 ?单位 钢铁 ,yz 单位 粮食 和 ?ys 单位 劳力 ? 为 
柚 到 这 一 点 ， 这 些 商 品 必 须 生 产 出 一 个 较 大 的 数量 XxX, ，xs 和 %s， 上 4 
为 这 些 产 品 的 一 部 分 在 生产 过 程 中 被 消耗 掉 。 事 实 上 消耗 总 量 褒 号 
Ax, ПТЕР х Ax. 
问题 求 * 使 得 
х-Ах=у 或 хл=(1-Ау'у 

走 面 上 和 看， 我 们 仅仅 是 问 I 一 4 是 再 可 道 ， 但 是 对 这 个 问题 仍然 存 
FEHER, RABEN R HEYS, W ES y l И 
хо» 0 。 于 是 实际 的 问题 是 是 否 【 1— A) :有 非 偶 的 元 素 ， 为 此 乘 
#I(I— A) iy 将 大 主 或 等 于 堆 . 从 数学 了 上 看 ,对 给 定 的 一 个 具有 最 大 
特征 信 41 的 清新 年 阵 。 此 理论 关键 的 结果 是 (I 一 4)"! 是 非 负 的 
当 且 仅 当 4< 1 。 在 此 情 策 下 ， 这 种 经 济 可 以 生产 商 晶 前 任 一 种 组 
合 ， 如 果 转 征 值 芷 瑞 的 ， 则 产品 多 于 消耗 。 


例 na; ‚ ] amne nepnaneranan 
食 。 生 产 一 单位 粮食 消耗 两 章 位 钢铁 ， 则 我 们 什么 东西 也 生产 不 出 
Жа 这 最 大 特征 值 是 141 二 2 ， 而 且 

1 2 
а-а 7) 每 个 元 素 都 是 负 的 ， 


练习 5.5.10 通过 逐 项 相 葬 验证 (A) HAHA 十) 一 
I 这 个 无 大 级 数 表 承 (I A) :倘若 它 有 有 限 和 且 4 非 质 ， 则 这 个 
级 数 也 是 非 负 的 。 而 保证 它 有 有 限 和 的 条 件 是 4, < 1 。 对 消耗 岂 阵 


0 1 | 
0 0 1 


将 此 级 数 求 和 ， 并 验证 它 等 于 (一 A)7!。 
Leontief 理 论 各 思想 科 心 在 于 措 出 一 个 来 源 于 实际 经 济 的 站 


* 227 * 


实数 据 的 模型 来 ，1958 年 美国 官方 统计 长 中 人 包含 83 种 工业 ， 基 中 每 
一 种 都 控 出 一 个 完整 的 产品 和 消 丰 的 “交易 表 ”。 而 理论 本 身 也 扩 
展 到 一 和- 以 得 ， 尖 决定 身 然 价格 和 最 优化 问 题 ， 通 常 , 劳 动力 
应 作为 一 种 原始 商品 询 单独 分 出 来 ， 而 它 是 有 限 揣 供应 而 且 应 是 极 
小 化 的 。 另 处 经济 当然 不 总 基线 性 的 。 


$5.4 微分 方程 和 指数 男 数 e4 


无 论 你 解 什么 样 的 方程 组 ， 那 怕 是 一 个 单独 的 方程 ， 主 阵 理 论 
АЛГ АЕ. УВ БС НО, ЗЕН SE u= Atu, 依赖 
ТАНЕ, HADAR EEA, ¿Ax IPE 的 解 w(t) etu iE 
ТА ВЗН К. WELL 3838 ЖОНИ ЕЕ, ВАПА 
个 例子 

du 一 2 l 
— = Au = | ‚ | и (23) 


第 一 步 总 是 求 特征 值 和 特征 向 量 ， 


Је Јр 


ЛНА Р НОГ ТА, БУТАГА ДОНО Eat, 
而 后 使 其 满足 上 = 0 时 的 初始 回 量 wo : 


| ] 
| |+] | 
1 


АТА BEE S , maand | |в, чз 


(24) 
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ЖАНЫК). ЕИ ОА) ЫЕ, HEHE. ИЖА Ж, 20 
个 解 是 


1 ет CI et 
ө, Q. 
1 =l 678% Jle: es 


这 就 是 本 节 的 基本 公式 :8e:'S :1uo 是 微分 方程 的 解 ， 就 如 SLS 'u, 
是 差分 方程 的 解 一 样 。 关 键 的 矩阵 是 


ЕБЕ 


ЕНИР Е Е. 

ОКАТ ЕНЕ, Еа pk S ИЕ МО ЖЛЕ 
分 ， НРА ет HRE, ННД Ses. Я— 
ЦКУ ВСН ЕАО ИЕ. LERRA МЕ ЖОЛ 
F. 

нж, ПЕНА 3. E 义 它 的 最 自然 的 方法 是 仿造 e 
的 将 级 数 


e= Tiy Tere 


(At)? (A 
2 + š! +. 


е пхп, Е ЈЕ 


et = 1+ At-F 


d _ AFC А5312) 
r Сы = A+ 21 于 一 КТЕ + 
z 
=A( I+ At4 мә, уде 


ЛЛЯНЕ ЕИО, efu 是 这 个 微分 方程 的 解 , 当 + 二 0 
叶 ， 它 得 到 初始 向 晤 us， 而 且 它 满足 方程 d(e3'a,)/dt= Actu 
" 229 - 


于 是 它 必 定 与 我 们 的 男 一 个 解 Se'' S71n6 相 等 ， 沟 用 更 直接 的 方式 
来 证 明 这 个 相等 的 关系 ， 我 们 回顾 一 下 ASSAS й At = 
{SAST e (SAST DS 548571, 于 是 关于 指数 函数 的 无 穷 级 数 战 为 


3 


= lp 
et =+ S.S 11+ 2; 31 


(12 (At) ` - v-a 
ы" +.) 


31 


= 5 (1+ It4 + 


= 5655 
这 就 完成 了 数学 部 分 ， 这 些 结果 汇总 如 下 
51 车 及 可 对 角 化 ，A = 二 SAST!， 则 微分 方程 du /dt= Ан 
и) =e u = Se tS iy (25) 
3 的 列 是 4 的 特征 向 量 ， 使 得 


eit 
оо] ЕА 上 Пике сей, Hee + се? Ах, 
елаі 


(26) 

И елих ЕВЕ ТГ, ЖШ КУ РАТА но В ст 
c =S iu, 
这 与 差分 方程 是 完全 类 侯 的 一 一 读者 可 与 5G 比 较 一 下。 在 这 两 种 
情况 下 我 们 都 假定 妃 是 可 对 角 化 的 ， 不 然 的话 它 只 有 不 到 5 个 特征 
和 铭 量 ， 从 而 我 们 不 能 找到 足够 的 特 解 。 天 类 的 解 是 存在 的 ， 但 它们 
eiiie хан, CNPR T КНЕН" ЯП 如 这 样 的 
因子 ， 但 是 公式 xf 的 一 cao 仍 是 正确 的 "。 

现在 我 们 转向 讨论 这 个 例子 的 物理 意义 。 它 很 容易 解释 ,加 时 ， 
是 很 重 村 的 。 这 个 微分 方程 捞 述 了 一 个 扩散 过 程 . 它 可 以 想象 为 抬 一 

* jk УЕА ЕКЕН B h, BES TE T у = 
z = 0, ПАА ЯТ ан = Au - É 0 k Ja HUA = D Be t= fj Ajs 


d Ü 
1 :i 
с: 3 
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ЛЖАН КЕЛЕА, Ж {НЕ ОА ВО, ЧЕРИ БЕЛО 
无 限 的 《图 5.1 ) 


В 5.1 I W WH 

= ОН, MAARRE rH {ЙН E Ph {КЛЕЙ ИШИНЕ Hü 物 v。 和 
w. SEER, ТЕТЕ], РЕТИ ЛЕРИНЕ ЫЕ ЖЖ, A 
为 它 有 无 限 体 积 ， 这 将 蚌 对 这 些 无 限 段 落 中 平均 浓度 的 正确 描述 ， 
妓 使 化 学 物质 开始 扩散 以 后 也 基 妈 此。 扩散 从 t= 二 0 开始 ， 它 受 下 
列 法 则 支配 ， 在 每 个 时 刻 1 ， 两 个 相 邻 段落 之 闻 的 扩散 速度 等 于 它 
们 浓度 之 差 。 我 们 设想 ， 在 每 个 段落 中 间 ， 浓 度 保持 均 句 。 这 个 过 
程 在 时 间 上 是 连 捷 的 而 在 空间 上 是 不 连续 的 ， 在 两 个 内 部 眉 落 $ 和 
S, RF HAW TR HEu (т) (г), 

WE о 依 两 种 方式 变化 : 扩 蔗 到 左边 的 段落 8 和 扩散 到 8: 或 被 
$* 扩 散 回 来 。 于 是 净 护 散 速度 是 


wn) + (0—0) 
因为 S$; 中 的 浓度 永远 是 零 。 类 似 地 

dw ya _ 

a 9 ж) + (0%) 
ТАВЫН ( 23 ) ЖЯ. 

а [| du [1 [7 ] 
= А — = == н, 

w dt „оу 1 —2 
特征 上 伪 一 1 和 一 3 将 支配 解 的 状态 。 它 们 给 出 浓度 降低 的 速度 ,而 有 
41 将 尽 更 重要 的 ,因为 凡 有 一 些 特 吻 的 初始 条 伴 可 以 导出 以 e 1! 的 


НЕ WRR. 事实 上 ， 这 些 条 件 必定 来 源 于 特征 辆 量 (1 ,一 1)， 
谭 它 的 两 个 分 量 是 符号 相反 。 如 果实 验 仅 允许 非 负 的 浓度 ， 超 豪 被 


° 231 ° 


是 不 可 能 的 而 且 最 终 速 度 一 定 是 e*'。 以 此 速度 衰减 的 解析 Py T Fe 
征 向 量 (1,1)， 于 是 当 t 一 oo 时 ， 两 个 浓度 将 接近 相等 。 
对 此 例 有 一 个 进一步 的 说 明 ， 这 个 例子 是 对 一 个 由 篇 微 分 方程 


Š д? 
k = ш(0) =а(1)=0 


所 描述 的 连续 扩散 过 程 的 一 种 ， 是 对 只 有 了 随 个 未 知 歼 的 不 连续 情 识 
的 近似 。 通 过 保持 两 个 无 限 纂 落 上 上 浓度 为 0 ,而 且 把 管道 中 间 部 分 


越 分 越 小 ， 长 庆 为 五 一 闪 的 小 段落 来 逐步 逼近 它 。 这 个 具有 个 未 
ARR RARA а TIERE, i 
a| 5] >i (ге 
а 


за Ет 635 作为 也 a ( 5 >) 的 一 个 逼近 而 构造 的 有 限 
здр. up EW NOR 529531 PARETI A, 所 以 令 
по 和 一时， 我 们 部 出 信 微 分 方 各 34/3t = Аси, EREN 
名 的 热传导 方程 。 它 的 解 记 仍 可 扩展 成 这 个 问题 的 标准 模式 ， 但 它 
们 不 再 是 具有 NN 个 分 量 的 特征 向 量 ， 而 是 特征 函数 。 事 实 上 它们 愉 
是 函数 sinnrx， 痢 热传导 方程 的 一 般 解 噶 是 


u (r) = > ce n a tsinnmx 
n=l 
Ж с. 仍然 出 初始 条 件 决 定 ， 而 且 染 减速 度 是 特征 值 4, 二 一 h? x7， 
练习 5.4.1 计算 上 述 例子 中 的 2 x 2 Ren, JEE “фе г> 
ТОВА ТЕ Н, СЕТТЕ ВЕЗЕ НАНЕ ЕЕ ВО, Э; 
п> 0, Metr, 0 * 
练习 5.4,2 BERETES EP, AANRAAK. d/d 


` КҮСҮР? ЛЯ АЖ ДЕ БЇ ЭЕ ШИ 
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= Au Њаи/аС t= Ан, Бї 


du = Bu = | ? О} и Í ' | 
= = 5 „== 
dt — 1 2 L. 


ulap Н ШШ? t сор, {ЧЫ E AKER, (EER RU 
情形 中 ， 当 我 们 离开 一 0 时 这 种 扩大 立刻 出 现 ， 热 传导 方程 在 时 
间 上 上 是 韦 哥 遵 的 ， 从 而 你 不 能 使 分 子 的 扩散 饮 复 原状 ! ) 
练习 5.4.5 JESTES Markovi, RIAR R E: 
PS MS, 而 得 出 方程 
йо 


— =з 0 
t 


或 -ir -| 77 


йу — } 


— =u — 
t 
RARE, HEPR. = 3 和 ?了 一 1 的 解 以 及 当 + 一 co 的 稳 
定 状态 , 注意 微分 方程 的 4 = ОЛУ F 352 УУДА A = 1 ( e%t= 1 ) 
H H 55 8 hF p St k Bass ERK, 
练习 5.4.4 用 一 种 不 园 的 方法 来 导出 公式 忆 昌 一 sets w, 
即 在 微分 方程 Gu/dt 一 Au 中 换 变量 "一 lu, Rv, Рой 
ЭМ ЖАИ, | 
练习 5.4.5 假设 你 可 将 A 对 前 化 ,由 (25) 证 明 e'*e'4= e+ m4， 
用 一 个 2 x 2 的 反 同 证 明 ， 一 般 说 来 e?-er* 寺 es*'， 数 字 指 数 法 则 . 
在 号 阵 情况 下 失效 ， : 


微分 方程 的 稳定 性 
与 差分 方程 一 样 ， 当 tt 路 oo 有 时， 深 定 #( 四 将 姓 于 什么 状态 的 是 
特征 和信。 只 要 及 可 对 角 化 ， 则 这 个 微分 方程 将 有 个 线 指 数 薄 数 
解 ， 而 且 任 何 特 解 4 四 是 它们 的 基 个 线性 组 合 。 
ЧС) = Se S5 lu = седі, 十 … + c,elux, 
其 稳定 性 受 因 子 e*1! 的 支配 。 若 它们 都 趋 于 零 ， 则 ww( 们 也 赵 于 零 ; 
著 它 们 都 保持 有 界 ， 则 &( 也 操持 有 界 ， 而 县 车 它们 之 一 膨胀 恋 
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大 ， 则 除了 非常 特殊 的 始 值 条 件 外 ， 其 解 也 膨 吃 变 大 AKA, 
因为 e" 的 大 小 《 或 省 涪 是 模 ) 仅仅 依赖 于 的 实 部 ， 改 支配 稳定 
性 的 仅 是 实 部 ， 若 4 一 a +18, Mj 
ett'=es'er"'s=e"!(cosBt4+ isindi) Ш =e"! 

当 <от, Жа 一 0 它 不 变 ， 而 当 a 0 ЕВ ЖК, 
ЖИБЕ 8 ME НИ Е, АМЕ] НЕНА, ХШ Т, 

5) 其 所 有 了 Re4<0, 则 往 分 方程 -54 = Au 是 稳定 的 有 ex ， 
若 所 有 Re<0 ， 则 它 是 中 性 稳定 的 且 e4 有 界 ， 而 当 至 少 有 一 个 特 
征 值 有 Re 入 >0 ， 则 它 是 不 稳定 的 且 e4' 无 界 ， 


51 

du ü | B 

`— = An = u, p= 

dt ' Ë 0 KI P. 

态 的 特征 值 满 足 
А 1 
ААН = азо 或 4 一 十 

1 äl 


它们 是 纯 囊 的 ， 所 以 解 应 是 中 性 稳定 的 。 事 实 上 ，8e4: 是 一 个 旋转 
EE, ТБН рУ — Р E: 


W — sint 
gi == 


cost 
= j. а) ешо (27) 
sint cost sint 


Ж ЛЖ НЕЕ Т Е Esi. 

82 扩散 方程 是 稳定 的 ， 它 的 特征 伪 为 1 一 一 上 和 4 一 一 3 。 

15 前 面 练习 中 的 连续 Markor 过 程 仅 是 中 性 稳定 的 ,其 4 = 
9 和 4 二 一 2 。 这 是 一 个 端点 被 隔 斯 的 扩散 方程 ,没有 什么 示 西 窜 
开 这 个 系统 ， 流 到 无 限 段 去 。 . 

Мл 在 核 工程 中 ， 一 个 反应 堆 当 它 是 中 性 稳定 时 ， 称 为 是 临 
界 的 ， 这 了 肝 原 子 裂变 与 衰减 处 于 平衡 状态 。 较 慢 的 裂变 使 它 趋 于 稳 
ДРШКЕ, ВЗ БЧТ, ЛОЛЕ рр Лр 
成 为 一 个 炸弹 。 
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与 益 分 记 程 相 类 伺 ， 一 个 问题 可 以 是 仅 定 的 ， 世 在 它 国 减 之 前 
仍 侈 谋 且 wtt} 上 可 稍微 增 大 一 些 。 我 相信 这 种 暂时 的 增长 在 实际 的 
ERRERA АН; ЖЕШТИ A £ = 002. 30 -AARNE 

d r ах d 
т ху ] тух? | А | (28) 
RIR R X = уш ио, МЛ Н КЕЛА ha KE p ЕЕ WR НО 
ШИЛ | 


а, a d d 
DA (29) 


SK ER Аы, uT(AT+A)u< 0 ， 这 意味 着 47 十 
和 4 的 每 个 特征 值 询 负 ， 则 解 在 每 个 时 刻 都 是 误 减 的 。 若 47 十 4 的 每 
个 特征 值 均 负 ， 则 长 度 ‖ zx 的 【由 ?永远 是 常数 ， 这 时 没有 能 量 的 WW 
获 ， 从 而 这 个 系统 是 保守 的 。 

BL 1 是 保守 的 ， 因 为 如 果 一 个 点 在 一 个 圆 交 上 运动 ， 风 它 的 长 
E el RETER. 

AARRE 382 52 РЕ А ЛЕНА, Вел, 
< 0 等 价 的 条 和 件 一 一 有 两 种 可 能 的 方法 。 一 个 是 利用 及 cuth 和 Hu- 
rwitkg 的 结果 ,他 们 在 89 世纪 发 更 了 一 系列 关于 元 素 aio 的 不 等 式 .但 
我 认为 对 天 和 拖 阵 这 个 办 法 不 是 很 好 的 ， 因 为 计算 机 大 概 可 以 求 出 特 
征 值 谢 比 检验 这 些 不 等 式 更 可靠 。 另 一 种 办 法 是 Lyaptnor 发 现 , 并 
十 1897 年 Hurwitz 的 工作 发 表 两 年 之 后 发 表 的 。 这 就 是 求 一 个 加 权 
HEW, ВИТА Ч Е |W.) 总 是 递减 的 。 如 果 存 在 这 样 一 个 
W, Mu 一 Au 必定 是 稳定 的 ， 上 ,上 将 稳定 邢 递 减 至 零 ， 从 而 经 
过 次 上 下 摆动 之 后 女 也 同样 趋 于 零 。Lyapunoy 方 法 的 实际 价 信 
是 在 斐 线 性 的 悄 况 ， 那 时 方程 未 能 求解 ， 但 仍 可 得 出 一 个 递减 的 
WCD | 一 一 -使 得 不 需要 知道 4) 的 公式 便 可 证 明 稳定 性 ， 

练习 5.4.6 验证 (28) 确 是 内 积 

xTy=x((t)y:G) tt Oy) 

RFR 


0 4 
练习 5.4.7 НА =| | „юни жил ан/й = Au 的 各 


定性 。 
练习 5.4.8 出 
-| | | ЕЕ 3] 
A= 和 A+A: 一 
Ü —1 3 —1] 
的 特征 值 来 确定 dw/at 二 Au 的 解 是 大 由 ft 一 0 Дай зу Жр Лу, 
м: onan 一 定 递减 。 
5.4.9 анаа, dw/dr=u)jbk 1 Тал? 
гю ЛЗ 
扩散 法 由 导出 一 个 一 阶 方 程 du de= Аи, E ABNA, 16 
学 二 的 ， 生 物 学 上 的 千 等 也 是 如 几 。 但 是 一 个 更 重要 的 物理 定律 则 
不 是 这 样 这 就 是 生 顿 定律 KE 一 mo， MEE a 是 一 个 二 阶 导 数 ЗИРЕ 
项 产生 二 阶 方程 《我们 必须 解 2 阶 方 得 是 & Au ШЖ du/dt = 
An) T ERER ИЕ GRU EERS. 


ERIRE И Ж A 
d'u 5- : 
2 = Ан = | н (30у 


1 —? 
这 种 比较 将 是 很 完全 的 .为 了 使 这 个 系统 开动 在 上 一 0 时 必须 给 出 天 
个 初始 条 件 -一 一 “位 移 ”z#= 一 az RET du/dt=u AWER 
Р 关于 一 个 于 个 方程 的 方程 组 ， 将 要 有 28 个 而 不 是 # 个 线 指 数 


BERTA о КЛ, HSAs 世 的 特 解 。 招 这 个 指 
数 函 数 代入 微分 方程 ， 它 必定 满足 


: 
ОН 或 —о°%х=Ах (31) 


{Ж x 必定 是 4 的 一 个 特征 向 量 。 这 与 以 前 基 一 样 的 。 现 在 相应 的 
特征 什 是 一 6*。 所 以 频率 吕 与 衰减 率 4 是 由 法 则 一 0 二 2 相 联 系 。 
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он ех ШАА ех. И 
指数 是 四 一 二 让 ， 且 仅 当 4 一 0 时 不 成立 ， 因 为 它 只 有 一 个 平方 
根 : 这 时 ,如果 x* 是 特征 向 入， 则 两 个 特 解 是 x 和 tx。 

对 于 一 个 真正 的 扩散 和 矩阵， 特征 值 1 都 是 负 的 从 而 频率 口 都 是 
实 的 ， 纯 扩散 转化 为 纯 振 动 。 因 子 e* у= ЕЕ, КИШ 不 Ha 
长 也 不 训 减 ， 而 卫 事 实 上 总 能 量 一 直 保持 不 变 ， 它 保持 在 系统 内 部 
变动 。 AGBR EA, d, А. Но, == h, MJ ш/а" 
= Аира" E | 

и#Сгу==(е,еї®и-&4,е -®г ух, + (с,еіом4 de-ivst)x, (32) 

与 通常 一 样 ， 这 些 常 数 由 初始 条 性 来 求 出 。 若 把 振动 指数 掺 为 
更 熟悉 的 sin 和 cos 亚 事 更 容易 实现 《用 一 个 特殊 的 公式 ) ， 

ult = (aycosot--bisinot)x, +-+(a,cosot+b.sinot)x, 

(33) 
ВЕ У УАЗ УВ БАЈЕ. t = 0 表示 sinot= 0 
和 cosots= 1, НҢ 
uo =a x+ Ha, Bug =s 或 0 一 іи, 
位 移 决 定 a 而 速度 决定 p， 投 分 kt ) 且 令 t= 0, bH 
ul =bio x 56,0, 
来 确定 ， 代 回 (33) 中 ， 方 程 得 解 。 

我 们 要 把 这 些 公式 用 于 上 面 的 例子 。 它 的 特征 秆 是 4,== 一 1 和 
:一 一 3 ,所 以 频率 是 ol 一 1 和 aa 一 w 3 。 如 果 这 个 系统 由 静止 开 
i ( 初始 速度 si 是 零 ) ， 删 bsin@t 的 项 不 出 现 。 而 县 车 第 一 个 次 
振动 由 一 个 单位 位 移 给 出 ， 则 wo 二 494%*1 十 qsxz 引 出 


1 1 1 А 
АГ 
0 1 1 2 


于 是 其 解 为 


一 ] 
к RISI ИЛЕР ИЕ AAE е N, нж BID TUTATA, 


1 l 1 — 1 
и(2) = 5-созї + cos 3 1 
1 


257. 


我 们 从 畅 班 上 上 来 解释 这 个 解 。 这 个 系统 南 示 两 个 单位 质量 的 岳 
я, ВЕНА Ee EE TL ЕНЕ Н PE 4 ДЕ Ж 
《图 5.2) 第 一 个 质点 被 推 到 v6 二 1 ， 第 二 个 质点 国定 在 适当 9 位 
T, WEH =0 时 我 们 让 共 运 动 。 它 们 的 运动 K( 人 成 为 相应 于 两 
个 畦 征 值 的 两 个 纯 据 动 的 均 。 在 第 一 种 模式 中 ， 晤 个 质点 连 在 一 
起 运动 耐 中间 的 弹 质 决 没有 被 拉 促 (图 5.29)。 闫 率 % 1 与 一 个 质点 
一 个 弹 答 的 情形 是 一 祥 的 它 等 于 1 。 在 较 快 的 模式 中 xs=(1， 
一 1)， 它 具有 反 号 的 分 量 及 颜 率 w 3 ， 两 个 质点 反 向 运动 但 速度 
相等 《图 5.2p ) 。 通 解 是 这 两 种 标准 模式 的 一 个 组 合 而 我 们 的 特例 
A bi Sr ha, 


A У i i 

i Í| d 

i haf 

í |! il li Í 
бы [0] @ s 7. fA] 


图 5.2 ЖЕНЕ 

ПА ГА ФА, зараа ЈАН" АКА 。 如 有 果 t gt 
оо Ау, 两 个 质点 将 向 时 加 到 二 1 ,名 二 0 ， 然后 全 
过 程 重 新 开始 。sin2t 和 sin3t 的 组 人 台 胆 周期 2r， 但 是 因为 3 是 无 
理 数 ， 我 们 所 能 要 求 的 最 好 的 状态 是 这 些 质点 将 性 意 地 接近 再 现 祖 
始 状 态 。 如 果 待 足够 长 的 时 间 ， 它 们 也 可 以 接近 相反 的 状态 一 0 
各 一 1 。 就 像 一 个 非常 光 沼 的 台子 上 的 一 个 隶 远 来 回 反 弹 的 台球 
一 样 ， 这 些 质 碟 的 总 能 量 是 固定 的 ， 但 它们 退 旱 要 以 这 个 能 量 任 意 
接近 和 任何 的 状态 而 贞 更 。 

我 们 在 撒 述 了 与 它 平行 的 连续 情况 后 ， 再 结束 这 个 局 题 ， 代 埠 
梢 个 质点 或 几 个 质 虚 ， 假 定 它们 是 连 鳅 的 。 因 为 离散 的 碾 点 和 弹 管 
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合 浇 成 一 个 国体 的 小 棱 ， 出 宕 阵 系 数 1 ， 一 2 ，1! 争 定 的 “二 阶 其 
分 ”转化 为 二 阶 导 数 。 这 个 极限 状态 将 用 有 名 的 波动 方程 38232878 全 
=9°?н/дх? Жі. 

练习 5.4.10 5.1 КАЕ 


— | 1 05 2 | | 
d'u | ， 
0 р —1 0 р, 


练习 5.4.11 解 


ац 一 后 — į 1 , 0 
i и u= 和 РЕ 
一 1 —5 0 0). 


练习 5.4.12 给 定 一 个 阻力 矩阵 F， 两 个 单位 质点 依 dw/d1* 
== —Fdu/dt+ Au 来 振动 。 把 一 个 纯 指 数 e" x 代入 这 个 方程 并 建立 一 
个 关于 PP 的 二 次 特征 值 问题 。 

练习 56.4.15 方程 一 Au 的 和 解 仍 是 4 的 特征 向 量 的 一 个 组 合 * 
刀 的 特征 向 量 组 成 Ss 的 列 向 量 组 ,代替 在 w' 一 An 中 出 现 的 4 一 Se 人 iS~! 
ио, WHE ЕЛ 


‚©о5@|{ 


и) == `. | S hu 
coso, t 


(sino te， | 
w ST 


(sinco,t)/o, : 


+S 


满足 微分 方程 和 记 给 初始 条 件 。 | 
8k53J5.4.14: 对 课文 中 的 铺子 ， 如 果 第 一 个 质点 在 上 = 0 时 满 
mu=|[) |тшз=] |， 求 第 二 个 质点 的 运动 。 
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S5,5 ЖІ. Негтіея t 4u H 4E Е 


人 色 仅 用 实 疝 量 和 实 抵 孟 是 干 不 了 客 少 事情 的 。 在 本 书 的 前 半 部 
分 ， 当 直 本 问题 是 4x 王 b 时 ， 只 杰克，b 是 实 的 ，x 当 然 也 还 是 实 的 。 
因此 那 时 并 不 党 要 复数 ,复数 也 可 以 使 用 ， 担 不 会 得 出 什么 新 的 计 
西 。 瑰 在 我 们 就 不 能 回避 它们 了 。 一 个 实 窍 阵 它 的 特征 多 项 式 具 有 
实 系 数 ， 但 是 它 的 特征 民主 以 不 是 实 的 《如 4 十 1 一 0 ), 

和 是 我 们 将 介绍 有 # 个 复 分 量 的 向 量 空 间 C。 其 法 与 第 阵 弱 法 
独 联 从 上 与 原先 相同 的 法 则 。 但 向 量 长 度 的 定义 必须 束 变 ， 不 然 具 有 
HAC, OBARIK. 1 十 这 = 0 。 长 度 计算 的 改变 
带 来 了 其 它 一 系列 的 或 变 。 两 个 向 量 的 内 积 ， 一 个 秆 阵 的 转 置 ， 对 
称 鹿 阵 ， 作 对 称 和 矩阵 ， 正 交 和 矩阵 定义 等 在 复 数 情 形 中 都 要 改变 。 而 
每 一 种 情形 中 ， 当 向 基 和 矩阵 是 实 的 时 ， 新 间 定 尽 将 荐 一 致 的 ， 

我 们 在 第 255 页 列举 了 所 有 的 改变 ,这 些 列 举 实际 上 汇总 成 实 与 
复 两 种 情形 转换 的 一 部 字典 。 我 们 希望 它 将 有 助 于 读者 。 对 每 一 类 
夭 阵 ， 它 也 包含 了 它 的 特征 慎 分 布 的 最 佳 信 息 。 我 们 特别 要 指出 对 
六 对 称 答 阵 ， 它 的 特征 值 在 哪里 及 它 的 特征 向 量 有 有 什么 ER, 
从 应 用 骨 度 来 看 ， 这 是 特征 第 理 论 中 最 重要 的 问题 ， 于 是 这 也 是 蝴 
TEW, 


тё и: ВЕБ 


E AMPS ЕТ, ЖАПШЕ ШИА, Br 
以 很 容易 给 出 一 个 简短 的 介绍 ”。 每 个 读者 都 知道 是 什么 ТЇЙ 
足 方程 训 = 一 1 。 它 是 一 个 纯 虚 数 ， MER bo EKA, ME R ie 
也 是 盖 虚 的 。 一 个 实数 和 一 个 虚数 的 和 是 一 个 复数 4 十 座 ; HH 把 
它 自然 而 然 地 画 在 复 平 面 上 图 5.3 ) 

实数 《对 复数 中 心 王 0 ) 和 虚数 (《 a = 0 ) 作为 复数 的 特殊 入 

。 最 重要 的 想法 是 复 汰 辑 和 找 。 
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癌 被 包含 在 内 。 它 们 分 别 位 于 两 个 坐标 轴 上 ， 两 个 复数 林寺 依 下 述 
法 则 


(a+ib)+(ec+idy=(a+c)+ i(b-+-d) 
MRAK = — 1; 
(a+ib)(c+idy=ac+ibc+ iad-Fitbd=(ac—db)+ i(bc-t ad) 

a ib ДЯ Жаш Pe а — ib, REBRE, MLALE. C 
ЕЗ -MGR ЕЗ B Жн). Ж ШОЛ 3 S 
ж, а+фр=а—, 而且 它 有 三 个 性 质 ， 

(1) ЖЖН%УКО ЕЛЕУТ ЖЕТЕН. 
latib) letid) = (ac—bd)—i(be+ad)= (a+ +6) letid 

(34) 


(2) ПЈС ЛЕТШ I, 
(а+с) Fi(bTd)=(a-+c)—i(b+ád)-= (a tibt letid) 
(з) EAA a Ета a 一 区 得 一 个 实数 E 
是 图 5.3 中 射 边 的 平方 ， 
(a +ib a —ib) =a" -Hpt =r* (35) 
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这 个 好 离 了 ЫЫ а 十 蔬 的 模 ， 而 且 ( 如 一 个 实数 的 绝对 什 一 
F, CEREM) CABARET: latib] = r =at tb? 
有 最后， 三 第 学 把 其 它 两 边 与 斜 边 如 下 式 联系 起 来 ， 
а 一 wa 十 becosf， b =y a*t tb sing 
拱 这 两 个 方程 组 合 起 米 ， 我 们 得 到 极 上 坐标 形式 ， 
а+ір=4/а? th*(cosdt isin0)=re:* (36) 

打 一 种 重要 的 特殊 情况 : 当 模 上 等 于 1 时 ， 这 时 复数 就 是 ec 一 
cosg 二 ising， 而 且 它 位 于 复 平 画 的 单位 网 上 。 当 日 由 0 RS 时 ， 
这 个 数 全 ?个 绕 原 点 以 固定 的 半径 1676] =v cos h F sint = 1 转 
— id. 

练习 5.5.1 HER Hili. 

(a ?我 出 它们 在 复 平面 上 的 位 置 。 

Cb ) 求 外 它们 的 和 与 积 。 

(c утып Ей. 
它们 在 单位 了 图 的 外 部 还 是 内 部 * 

练习 5.5.2 请 你 回答 下 列 问 题 

С БЕ НКО нЕ А 

СЕ НА А ERREA? 

Ci 让 单位 图 上 两 个 数 的 莱 积 是 什么 ? 

(Civ) 单位 加 上 两 个 数 之 和 是 什么 8 

练习 5.5.35 验证 两 个 复数 之 积 的 模 等 于 它们 模 的 积 ; 

Catib) (et і) = la+ ibl + le+idl 
或 10е) (Re')| =rR 

在 复 的 情况 中 的 长 度 和 转 置 

我 们 回 到 线性 代数 来 并 从 事由 实 到 复 的 转换 。 这 第 一 步 是 承 试 
复 问 量 ， 这 是 不 成 问题 的 ， 毛 定义， 空间 C" 包 合 了 所 有 具有 #4 个 复 
分 量 的 向 量 х, 


=. 
-242° x, 


, x;j=a;+ ib; 


Ж x 和 2? 丰 加 时 分 量 对 应 牛 加 ， 但 数 乘 时 要 用 复数 去 乘 。 厅 以 前 
ВЕ, йоз. о, 是 线性 相关 的 , 如果 某 个 非 平凡 的 组 合 cioi 十 
ew 得 出 零 向 量 的 话 ， 其 中 cy 现在 可 以 是 复数 单位 坐标 向 量 仍 
在 C* 中 ， 它 们 仍 是 无 关 的 而 且 仍 构 成 一 组 茜 。 于 是 C" 也 是 一 个 n 
维 向 量 空间 . 
我 们 已 经 强调 指出 长 度 定义 必须 改变 ， 因 为 一 个 复数 的 平方 不 
一 定 是 正 的 ， 从 而 || x 上: 二 x 十 … 十 x: 不 能 使 用 .新 的 定义 完 企 是 
自然 的 ，x; 被 它 的 模 Хх ш, АШКЕ ЫЕ 
|x ®= pef 2 |}? (37) 
在 二 维 情形 中 ， 
<-| | я xl ?一 > 
Ж 
у= оа 且 Ду? =25 
对 于 实 向 量 ， 在 长 度 与 内 积 之 问 存 在 车 密切 联系 ，‖ x := 
xzx。 这 种 联系 我 们 希望 能 保存 下 来 .于 是 内 积 必 须 收 改 以 适应 长 度 
的 新 定义 ,而 标准 的 修改 是 在 内 积 中 第 一 个 向 量 取 共 轿 ,这 意味 着 x 
ARE, xy ARER 
X Ty=x,yi He FRY, 
Cs 中 一 个 典型 的 例子 是 


[. 1 aki] 
x = . Í. y= 
3i 2 一 ; 


xX'y=(1—i)4+(—3DGOQ—-1D=i—I0i 
共 而 如 果 我 们 取 x 为 其 自身 的 内 积 ， {ПШ ИНЩ E Re py, 
wrx=CIFi+i) + (sD=2+9= J z 2 
注意 了 8x 与 xy 不 同 ， 从 现在 起 ， 我 们 注意 肉 积 中 间 量 的 顺序 ,入 
且 还 有 进一步 的 新 奇 现象 , 车 x* 挽 为 cx， 风 x ，» 的 内 积 不 是 用 с 
ER, HEMER., 
还 剩 下 一 个 政变 要 去 做 。 这 个 政变 在 概念 上 没有 任何 其 他 的 家 
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商 ， 而 是 把 两 个 符号 合并 为 一 ， 代 震 基 于 共 妮 的 一 横 和 关于 转 置 的 
T, лаза зяеи, 而 有 与 用 大写 的 下 来 表示 。 于 是 
xT=x", WAAR BATERE: АШЫН ИЖ 
AT=A! CHERA = А, (39) 
# A Rm x n BJ, WAE n хт, Alin 
(21 3з" 


; 2—1 4+i 0 
| 4 一; 5 í 一 | , 


| | — 3 5 0 
0 0 


这 个 符 革 42 给 出 下 面 确认 的 事实 ， 对 复元 加 的 矩阵 来 说 ， 我 们 难 
得 只 要 有 求 4 的 转 辕 .在 每 个 实际 情况 中 , 它 是 共 辑 转 壮 或 Hermite( 埃 
尔 米 特 ) 转 置 , 变 得 更 为 适当 * .复数 所 要 求 的 履 改 很 容易 总 结 如 下 ， 
5L (ix Уй ДЫ хну, Дх” у= 0 它们 是 正 交 的 ， 
(ii) x 的 长 度 是 上 x | =(#x)” 
С) САВ) =B ATER T RRR, ERAB)" 
== ВНА". 
695.54 жх 一 | 2 му [2 一 全 | 的 内 积 和 每 个 向 
EIRE, 
练习 5.5.5 Жал 一 | 40 | 写 出 短 降 47 并 计算 C4*4。C 
与 C# 有 什么 关系 ? 当 C 是 杀 菜 个 A474 构造 出 来 时 ， 这 种 关系 是 否 
仍 保 持 ? 
练 可 5.5.6 (DH ERRA, ЖАХ 0, 
(1) HEBH ИН Н НЕ 15 ЭРСА”) IK у 通常 的 
行 空 间 RCA7) 不 正 交 .在 复 的 情形 中 ， 四 个 基本 空间 是 ИСА), 
BAMBAN ANMALA”), 
Hermite E 
ТИЛУ ТУЕ, ASAT, MERIME, X 


- ж АН К “AHermite” „жи Ела УН АЖНеттїе 
чк" Ж НИ ОВ, ЕЖЕ“ AYTAR. 
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PERDI RS AE. EMAER TEHE EASE, 10 
是 与 它 的 共 斩 塌 置 相等 的 矩阵 ， 它 们 是 Hermite 殉 阵 ， 一 个 典型 的 
iTi > 3-3 
^-| = (40) 
5-31 5 

Ж. HARTE ERR: АПТЕ ВОЧ КАЕТ 
w AF8 БОЛТ ЛЖ БЕГЕ ЖТ ЖАГА Е, Э 
TREME. 在 每 一 情形 中 都 有 4,; 二 4;,。 而 且 这 个 例子 
将 非常 消 枇 地 解释 族 尔 米 特 矩阵 的 四 个 基本 性 项。 

我 们 主要 的 目的 是 建立 这 由 个 性 质 ， 而 县 特别 要 再次 强调 指 
出 ， 它 们 同样 通用 于 实 对 称 和 矩阵 ， 而 后 者 是 埃 尔 米 特 和 所 阵 的 一 种 特 
殊 而 又 最 重要 的 情况 ， 

性 质 1 ZASA", WANARA”, x Ax Ау, 


L 2 Гүн 
XAX=: (HU v` 
3 十 3 5 и 


=3ни+500+(3—30) ноф (8+3) u v 
每 个 “对 和 角 续 项 ”是 实 的 ， 央 为 2wu=2 ul :而 且 5 5 v=5 let, 
对 角 线 土方 的 元 素 与 另 一 个 是 其 斩 ， 记 以 它们 加 起 来 得 到 (3 一 
3i ) zo 的 实 都 的 两 售 。 于 是 xF4x 的 整个 表达 式 是 实 的 ， 

为 给 出 一 个 一 般 性 的 证 明 ， 我 们 可 以 计算 (x#4x)#。 我 们 应 对 
1 x 1 人 算 阵 x”4x 取 共 诺 ,但 我 们 实际 上 重新 得 到 同一 个 数 , (x Ах)” 
一 XI%BF 二 X84AX。 记 以 此 数 一 定 是 实 的 。 

EE 2 一 个 埃 尔 米 特 算 阵 的 每 个 特征 值 都 是 实 的 。 

证 ЛЕМАН, Вх НЧЕ Е [Ы Е. 
Ах= Ax, хз ДЭЛ. x"”Ax=Ax"x, КАНН ТЕЙ 1 可 
WERS, MAA = 上 x 上 :是 实 的 且 蚌 下 的 ， 因为 x* 直 0 ,于 
其 4 一 定 是 实 的 。 在 我 们 的 例子 中 

| 2 一 4 3—3i 


lA—211 =2*—1),+ 10— ]3— 3⁄4] ° 


азр 5—4 | 
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== Д2 ТА 8 = (А-8) А1) (41) 

性 质 Hermite ЕН, ЕПУ F ËJ 19 ЛЕ 
值 ， 则 它们 皱 此 是 正 交 的 。 

HBR, Ax=AxHAy=uy, 2 ж и, Ах= Ах) Негтііе 
转 置 是 ХАН = Ах", BMN A= A, 由 性 质 2 ，4 是 实 的 ， 
所 以 它 实际 上 是 x?4 一 4x5 ,对 此 方程 右 雪 У р AAR, 
我 们 得 出 xTAy=Ax yx Ау== ux" y 
TEAs y= asy, ҢА тн, RAMAI yS0, x 5 y ЕЛ. 
在 我 们 的 例子 中 ，Ax 一 8Y 且 Ay 一 一 3。 
特征 向 量 可 用 通常 的 方法 如 下 计算 


еә fJ 
wofa EHE AE 


жи Ена, 
xBy=(1 1—1] [|+ 


—1 
当然 任何 倍 式 xy/a 和 ?78 世 同样 基 特 征 向 量 ,， 设 我 们 取 = 
x 和 == yi ， 使 得 x/a 和 y/B 是 单位 向 量 ， 这 时 特征 向 量 被 
单位 化 ， 国 为 它们 马 是 正 变 的 了 ， 所 以 它们 现在 是 标准 亚 变 的 。 如 
当选 取 它 们 作为 的 列 向 重组 ， 则 我 们 有 S ASSA., МАНЕШ 
SHEZAI, FERKA EXER, MWE EAN 
特征 向 量 是 实 的 ,于 是 单位 化 这 些 特征 向 量 使 8S 成 为 一 个 正 交 矩阵 。 
一 个 实 对称 和 矩阵 可 雇用 一 个 正 交 短 阵 昌 对 角 化 ， 
. 在 小 的 情形 中 ， 对 具有 单位 正 交 列 向 量 组 的 矩阵 我 们 需要 一 个 
新 的 名 称 和 新 的 符号 ， 它 碍 做 西 炬 阵 ， 记 为 上 。 实 正 交 怒 阵 满足 
0"0= I RQ =Q, 与 此 类 似 ， 标 准 正 交 列 向 量 的 性 夺 转 为 
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或 Us 一 FF (42) 
TEER 3659 н ARER 
性 质 4 FASA", ШЕ FSB ER, ЖЖ Н Е 
ВЕ, S=U, 它 的 列 向 量 组 是 标准 正 交 的 ， 而且 


UIAV=Us АП = Л (43) 
TE R 3638 ВЕ РГ ЛУ ОУ 
А=0 ЛО" = Ax xT ТЪЛ tee 十 Xa (44) 


这 个 分 解 叫 做 谱 定 理 。 它 把 4 表 为 一 维 射 影 x,xz 的 一 个 组 合 ， 
它们 与 第 三 章 中 的 射影 ge7 是 类 似 的 。 它 们 把 任何 向 量 5 分 解 成 它 在 
单位 特征 问 量 方 向 上 的 分 量 p==xitx5 ) 。 这 些 单位 特征 向 量 是 一 
组 两 两 互 术 重 直 的 轴 。 这 些 单 独 的 射影 p 被 峰 以 权 4:， 胃 重新 组 合 
成 

Ab= Aix (ХБ) БАХ, (76) (45) 
ТА 1, ЗИП ЛЬ, ASUI E Sk E т, Eii 
一 种 情形 中 我 们 均 可 用 矩阵 溢 法 直接 验证 (44) 和 (45)， 

(|| |` = 


Ab=U4U"b=]| ху |; х | ~ 一 一 
i ! — 


(b) 


А r — 


| i 1 ' 1 
| | | ` Aib ! 
= Духу tbt + T Aaso 
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在 我 们 的 例子 中 ， 两 个 特征 疝 | СЕ! Jormas 
14-1 一 | 


是 w 3 ， 单 位 化 后 得 出 一 个 使 4 邓 角 化 的 西 和 矩阵， 
1 1—1 


U=— оа | | 
м” 8 ] +i 一 | 0 —] 


ТУ. yy AVE Ax xY Ax. x БУЫ 
x 【1 1—i)— (1+; —1 
кя | 3| =i 


2 3 一 3 
一 =A 
3 十 31 5 


练习 5.5.7 写 出 一 个 非 Hermite 生 阵 ， 其 至 是 SE 的 ， 并 求 一 
个 x*， 使 xFAX 不 是 实 和 的 ( 只 存 Hermite 上 矩阵 有 性 质 1). 
0 1 
练 避 5.5.8 | о ронан, 计算 
—1 


pix Ri, e EE AAA CARA G A 
(Aix ix) xx?) =0 ) 
练习 5.5.9 用 5.1 沾 扯 出 的 特征 值 和 特征 向 基 ， х [Е 


A= —1 2 —1 


RIRAN MIRTIS PE Ж АЙБЫ. | 

练习 5.5.10 证 明 任 何 Hermite 算 阵 的 行列 式 是 实 的 。 

对 谱 定 理 及 性 质 4 的 其 余 内 容 仅 当 生 的 畦 征 信 是 两 两 订 同 时 给 
出 了 证 明 《 这 时 它们 当然 有 玫 信 无 美的 特征 向量 而 且 4 惟 定 可 对 角 
化 ) .但 是 下 列 事实 也 是 正确 的 《 见 5.6 节 )， EEA EREI, 
一 个 Hermite 和 矩阵 仍 有 一 全 完备 的 单位 正 交 等 征 癌 量 组 。 于 是 在 作 
її Г АБ IR PS ЖЕ Ж ТН {Е. 

把 实 特征 鼻 与 正 交 特征 回迁 组 合 起 来 的 上 共 能 芷 Hermite 逢 阵 ， 
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WRU AVU R ХОТЯ И, НИИ ДШ, 则 有 必定 是 Hermite 
的 : 
п (VAUT U AUTA 

对 任何 数学 凉 来 说 ， 这 个 分 解 A4 一 UAU" 看 去 是 绝对 不 会 改变 
的 ; 它 是 和 伟 本 的 ， 但 没有 人 认为 它 是 可 争论 的 。 所幸 的 是 ， 心 理学 
家 不 同意 这 一 点， 或 者 说 彼此 薄 同 意 。 必 们 设法 对 谱 定 理 做 了 很 多 
和 争论， 我 们 将 试图 作 一 简短 的 解释 ， 但 是 这 一 小 节 可 以 省 略 而 完全 
不 影响 内 容 的 连贯 性 . 


因子 分 析 和 主 成 分 分 析 


本 小 节 的 目的 是 在 一 组 试验 数据 -一例 如。 一 组 关于 物理 、 数 
学 ， 访 史 和 英语 的 考试 成 绩 -- 一 中 找 出 菜 种 规律 或 某 种 自然 的 结 
构 。 这 个 一 般 的 领域 叫 散 多 元 分 析 ， 在 它 的 子 领域 中 ， 有 些 是 为 了 
外 部 的 目的 来 组 织 试验 结果 的 ， 如 预言 数据 之 外 的 某 些 事 实 ， 而 其 
余 的 则 完全 专注 于 它 的 内 部 结构 ， 

(1 ) 回 归 分 析 是 预言 问题 的 典型 例子 * ;我 们 可 以 猜 出 每 个 学 生 
的 智商 ,并 问 这 些 考 试 成 全 能 否 用 米 下 言 智商 ( 或 以 后 用 来 预言 ) 
换 名 和 话说， 我 们 要 找 出 这 四 个 考试 成 绩 的 一 个 线 狂 组 合 使 其 等 于 智 
商 ， 在 这 个 组 合 中 有 四 个 未 知 系数 ， 而 对 每 个 学 生 有 一 个 方程 。 这 
是 一 个 典型 的 最 小 二 敢 向 题 ， 其 方程 多 于 未 知 数 ， 而 且 它 不 涉及 特 
ЛИЯ. 

(2 ) 对 内 部 结构 ， 假 定数 据 被 简 缩写 成 一 个 4x 4 相关 ЖЕК, 
它 的 对 角 线 元 素 是 1《 每 个 变 元 xi 与 它 本 身 完 全 相关 ) ， 而 对 角 线 
上 方 元 素 7ij 给 出 第 i 次 和 第 j 次 试验 结果 之 间 的 相关 性 ， 例 如 物理 与 
数学 之 间 的 相关 性 。 则 一 类 分 析 ， 它 被 称 为 主 成 份 分 析 ， 用 于 导 
找 这 四 各 考试 的 一 些 组 合 ， 它 们 之 问 是 不 相关 的 。 用 线性 代数 的 活 
言 来 说 ， 我 们 要 去 找 出 相互 正 交 的 一 组 向 量 。 对 此 ， 实 对 称 矩 阵 R 


” 我 杂 的 全 于 可 以 说 是 一 种 便 退 ， 阁 为 用 寡 痛 来 入 言 其 它 的 事情 基 更 正规 的 。 但 是 
ЗРАЗИ, BIF EHR a тИ, HERR 
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的 谱 分 解 则 是 一 个 很 好 的 工具 : ARENE Eg, wa, META 
合成 一 个 正 交 滤 隆 Q@， 使 R 对 角 化 ，Q 'RO= ЛЕ 


Ж Л ， ,gl 
в=олот={ зы ` ||: 
| ‚| а 
_ _ Ила 
SV jq ZA) :| 
а. 


РОЈ УЧА ЕЕ .在 实际 应 用 中 它 是 实 的 ,每 个 向 ЗА А, q, 
给 出 这 个 四 个 考试 的 一 种 组 会 ， 而 这 四 个 特殊 的 组 合 是 不 相关 的 。 
到 此 ， 就 没什么 可 争议 的 了 。 

《3 ) 我 们 转 到 因子 分 析 癌 题 上 来 。 它 也 是 专门 从 事 解 释 相 关 纯 
阵 非 对 角 弘 元 素 的 一 种 分 析 。 它 试图 用 比较 少 的 因子 fi 来 牧 到 这 一 
眠 ,而 这 些 f; 仍 是 原始 数据 的 一 个 线性 组 合 。 但 是 不 能 要 求 它们 完 
全 说 明 对 角 线 元 素 。 如 果 一 种 考试 的 成 绩 ， 由 于 考 Fñ 太 难 或 太 容 
易 ， 呈现 出 一 种 很 罕 小 的 分 布 范 围 ， 而 另外 的 考试 则 有 较 广 的 分 布 
范围 ， 那 么 因子 分 析 就 是 打算 消除 这 种 差别 。 它 涉及 正确 得 出 这 些 
相互 依 叉 性 ,而 一 个 理想 的 情况 是 把 相关 矩阵 分 解 为 

І 0.74 0.24 0.24 


0.74 1 0.24 0.24 
0.24 0.24 i 0.74 


. 0.24 0,24 0.74 1 
0.7 0.5 | 


| 


0.7 0.5 p7 0.7 от 0.7 
[0.5 0.5 —0,5 一 0.5 
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在 这 种 情形 中 ， 现 个 因子 说 有 明 所 有 的 相关 性 。 第 一 个 是 等 于 0,7 的 
一 列 ， 它 冷 解 释 为 一 般 斩 力 因子 ， 数 学 的 好 分 数 和 英语 的 好 分 数 可 
同时 取得 .* 而 第 二 个 因子 网 由 数学 ， 物 理 及 英语 、 历 史 这 两 组 较 验 
的 相关 性 中 ， 区 分 出 数学 与 物理 以 及 英语 与 历史 之 闻 的 很 强 的 相关 
性 、 这 是 一 种 “文理 对 比 ” 的 天子。 它们 是 用 来 解 炎 数据 的 适当 的 
变量 , 而且 它 的 分 量 0.7，90.5 和 一 0.5 坊 这些 因子 在 单个 考 试 上 的 
负 汶 在 全 部 四 次 考 荆 中 ， 这 些 因 字 说 明 在 主 对 角 级 上 的 个 体 方 盖 
的 0,74， 它 是 “ 公 因 子 方差 ”， 即 在 分 和 解 尺 二 FF? 十 DD 中 FB? 的 对 角 
алж. - 

争论 来 自 两 方面 的 原因 ， 首 先 ， 因 子 窒 阵 P 和 对 АБЕКЕ ОД Ж 
唯一 的 。 我 们 可 把 周一 个 及 分 解 为 


0.6 40.38 0 
0.6 20,38 0 
0.4 0 0.58 


0,4 0 70.58 
0.6 0.6 0.4 0.4 


0.38 w 0.38 0 0 +D 


0 0 0.58 (0.58 


在 这 里 ， 我 们 改变 了 因子 的 个 数 ， 而 这 些 因子 没有 一 个 是 先前 知道 
的 。 事 实 工 ， 公 因子 方差 同样 是 未 知 的 ， 记 以 我 们 可 以 KED, JF 
造 出 雹 数 个 完全 不 同 的 分 解 。 因 此 对 一 般 智力 赋予 多 类 的 权 世 及 您 
样 把 数理 能 力 与 文学 能 力 区 分 开 来 则 完全 是 不 清楚 的 。 
引起 争论 的 另 一 个 原因 是 ， 凤 使 D 已 给 浊 ， 其 p 个 因子 也 已 找 
， 述 有 一 个 “旋转 因子 ”的 可 能 性 。 对 任何 p 险 正 交 矩阵 8， 因 
ЖЕ E -TOENA S F MANN ЖЕР F'=FQQ'F'=FF", 
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于 是 下 和 和 玖 完全 是 可 以 卫 换 的 ,在 一 个 典型 的 问题 中 ,原来 的 李子 可 
以 在 许 许多 多 的 变 元 上 有 实在 的 负载 ， 而 这 样 一 个 因子 实际 上 是 不 
可 能 被 解 琶 的 。 它 作为 一 个 向 呈 f, 有 数学 意义 ， 但 对 社会 科学 家 是 
没有 实用 的 意义 。 陡 是 他 试图 选择 一 个 旋转 ， 用 它 可 造 出 一 个 简单 
的 结构 ， 它 在 少数 的 分 量 有 大 负 哉 齐 在 其 它 分 量 中 负载 极 小 ， 共 至 
为 了 得 到 一 个 正 负载 而 使 用 斜 交 的 因子 ， 在 我 们 关于 及 的 第 二 个 分 
解 中 ， 正 交 性 区 轧 一 0 已 不 再 保持 ， 这 样 一 来 ， 两 个 专家 ， 每 个 人 
都 估计 一 组 D，B 和 @， 可 能 很 容易 地 对 相同 的 数据 产生 完全 不 同 的 
解释， 虽然 如 此 ， 这 种 技巧 仍 是 非常 需要 的 ， 既 使 多 元 分 析 在 开始 
时 被 认为 是 一 个 不 受 次 迎 的 讨 嫌 鬼 ， 但 是 它 在 从 心理 学 到 生物 学 ， 
经 济 学 和 社会 科学 这 样 一 个 很 广 的 范围 内 都 大 应 用 。 

练习 5.5.11 对 同一 个 RR 求 男 一 个 分 解 FF” 十 DD 它 有 什 Z 意义 
没有 ? 


AERA Hermite t 


我 们 可 否 提 出 一 种 类 比 ? — T Hermite ВЕРШ 9 ak, 
和 仙 Hermite 盾 阵 比 做 一 个 纯 虚 数 ， 而 症 矩 阵风 看 眠 蚌 单位 加 上 的 
数 ， 也 就 是 模 1 复数 e*。 对 这 些 算 阵 的 特征 秆 ， 上 述 比 较 则 是 一 
个 更 好 的 类 比 : FATSA, А9189, ЖКН=—К, Ш 纯度 
的 ， 击 当 UF 二 UV"? 时 它们 在 单位 国 上 。 对 于 所 有 这 样 矩阵 ， 它 们 的 
特征 向 量 是正 交 的 ， 而 且 本 造成 单位 正 交 的 *。 

国 为 Hermite 和 矩阵 的 性 质 已 给 出 了 ， 余 下 的 只 要 讨 КАДЫ, 
我 们 要 找 出 类 似 于 这 四 个 性 质 的 东西 ,市 人知 Hermite ЖЕЕ K 与 
Hermite H ORRE NERE ARARAT.: 

5 和 网” 落 必 是 一 个 斜 Hermite， 使 得 和 一 一 区 册 矩 阵 А=іК 是 
Jermite 的 ， 

A=)" (Куй=(—у(—Ку=А 


` КЕЧИР, mil a СНЕ H ЕЛҮ ЯК В ЛУДЕ Ж. — + É ЖГ ЈЕ 
ЖН И ME AQ EETA TH PRENA, AIERT RHE Ж, 
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ЖА, ФАХ Нестіїіе, ШК == Т4 А ИНЧегтібе у. 

ПЕЛ Него іе ВЕТРУ 

а 2} 3 3i 2 
— 3-31 Бі 
АВЛО iR WEF). 

乓 与 4 之 癌 的 这 种 简单 的 联系 使 性 质 1 一 4 转换 成 下 烈性 质 : 

G YAHENE”, х#К» ДЕ ША 

(КИ BP T ШЫН E PE ВЕ hu, 

(3) 相应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 。 

《4 存在 一 个 酉 抵 阵 ， 使 得 ~IKU 一 4。 

5F3J5.5.12 AKE Hermite, АВК ПЕ 5 
ШҮ 

练习 5.5.15 ŽAR M К [и Bx, EEx k= 
0, Ж ЕЛЕН ЕІ 来 得 出 这 个 人 性质。 

@5]5.5.14 每 个 矩阵 Z 可 分 解 成 一 个 Hermite 械 阵 和 一 个 斜 
Hermite 征 从 隆之 和 ，Z= 二 4 十 KKK， 正如 一 个 复数 * 分解 atib 
Ё. ЛЕДЕ z 十 Zz 的 一 半 ， 而 Z 的 “ 实 部 ”是 2 十 ZE 的 一 学 ， 对 
“ER” KRURA, H 

Sih р 
# == 
0 Б 
ЭИ ЖАТК, 

RERNI HEEE CB ЖУУ НОГ AMEA 81 РУУ 

&. 
D2U 一 I 或 QU 一 1 或 DI8 一 1 (46) 
这 直接 导出 这 些 性 质 中 的 第 一 个 : ЖОЖ Bom m, я 度 及 长 
ВЕ, ПЕТТЕ РЕН УИ. ЛЕ ве Е) Б 的 情 
视 ， 而 证 明和 实 的 情形 一 样 . 
性 质 1” (Ux)#X(Uy)=x"UT”Uy=x"yjR | Ох e= х0" 
SARREN EE R RE, PE Ry = х Ts 
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与 2 和 2 火 似 ， 下 一 个 性 质 给 出 苹 的 特征 信 记 在 的 位 置 。 
性 质 2”″” ЮТЕР ШЕН АЙ A = 1 
ХИ х= Ах] ШР СЕТО Hi B Ох [| = xi 
H Ах [= A Hx], FE A =1 
性 质 3” HETTER ERNA EEE ЈЕЛ АЧ. 
ЕН КЛЕ HAUSA, Uy=oyA3F, 它们 的 内 积 基 
(UOR (Су) = (Ах) су 或 xiy= (Acyx"#y 


若 o 等 于 4, 我 们 将 有 Xo=44= (8 =l Ао 等 于 4， 我 


们 知道 4o 天 1- 一 一 从 而 只 能 是 x*y 二 0， 

把 这 些 特征 向 量 单 位 化 ， 用 它们 组 成 8 的 列 向 量 ， 这 个 ЯЙ. 
插 阵 成 为 一 个 西 答 阵 АЖЕК ИШЕНИЛИП! 

性 质 4” FURTHER, ТН HAE 阵 S， 其 本 身 
也 是 西 的 ，S-1US 一 SaUJS 一 -4 


所 有 四 个 性 质 都 可 以 用 旋转 矩阵 
cost —sint 

T | 

sint cost 


来 解释 。 它 们 的 特征 值 是 e* 和 ce-#， 它 们 都 是 模 1 的 。 特 E 向量 是 
1 1 

[ и! ЛЕ вО, Ао ПЗЕ УЕ BES, 
一 I 


U=SAS-1= | /т АИ L z] 

ДО 1//2? е ДІДИ i/v 2 
旋转 当然 保持 长 度 不 变 ， 上 Ux 上 一 x 上 ,而 且 第 234 页 上 的 例子 点 
这 个 特殊 的 作为 一 个 人 射 Hermite 拓 阵 的 指数 函数 是 相同 的 。 


0 —1 cost — sint 
п] нр 9 
1 0 sint cost 
现在 我 们 希望 把 每 个 及 与 一 个 品 联 系 起 来 ; 
SN ЖК Е Негщіте ЖЕ, ех — ЧАРЕ. Руан 
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/Qt 一 Ku 的 解 与 它 的 始 值 ns。 有 相同 的 长 诬 ; 
Паб) 1 = le | = lu |. 

最 篇 单 的 证 明 是 先 将 天 对 角 化 : ЕЕ БАЛ РЫР ЖИ, 
反 盖 SLS- ， 则 ed 是 一 个 具有 对 用 元 索 eiit，… ，eawt 的 对 着 矩阵 ， 
它们 的 模 列 为 1 。 这 样 一 个 矩阵 是 酉 虐 隆 ， 于 是 eEt 一 Se4t8 -1 旦 三 
个 相 邱 阵 的 薪 积 ， 由 下 列 的 练习 可 知 ， 其 积 本 身 也 是 酉 的 。 

练习 5.5.15 证 明 若 上 和 V 是 西 的 ， 则 UV 也 是 西 的 ，。 

练习 5.5,18 证 朋 一 个 西 算 阵 的 行列 式 是 模 为 1 的 ，JdetD| 
三 1， 但 行列 式 不 一 定 等 于 1 。 给 出 所 有 的 2x2 对 角 丁 滤 降 。 

练习 5.5.17 求 第 三 个 列 向 基 使 得 

‚1/7383 ТАИ 


U= _ 
ІА З 0 


13 1//? 
是 西 的 。 这 个 选择 有 多 大 的 自由 度 ? 
ii 


练习 5.5.18 к. ее. Иек = sels Hie E 
IF 


这 个 指数 函数 是 西 的 ， 它 在 t+ 一 0 时 的 导数 是 什么 ? 
练习 5.5.19 描述 所 有 3 x3 的 岗 时 是 Hermite ЯП Tü 的 对 角 矩 ， 
В. ВАНА 


实 与 复 的 对 比 
及 "一 具有 m# 个 实 分 向 量 空间 <->C 一 具有 P 个 复 分 量 的 
向 量 空间 
EF, jx] = х2 
KEE, Пе pal? +. + pel? 
180. A = Art Hermite E, AT = Аң 
(АВ) "= ВТА" <> (АВ) "= ВА 
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EL хуту е tay aR, "у= у, 
+ х,у, 
LAIJ у= aT (A y) s> (Any xT (Ау) 
ІЕЕ. xw7y=0<—* EXE, х#у==0 
WEEE. AT= A<] lermite fE. 47 一 4 
х"Ах ЗЧ, РЕЧЕ ЗнО, В. 
А=0А0-!=0 ДИН, 
ЭА, Кт = —K<— B Hermite ls, K#—= — К 
x" Ах }& ЇЧ, ВЕЧНЫЯ АК=іА 
EXE. Q'Q=IRQ" =Q l< Н, 090-0: 
(0х) (QF =х"у А || Qx | = | x | —>(Ux)# (Uy) = xy B. 
[0х1 = l| l 
它 的 行 , 列 和 特征 向 量 是 单位 正 交 的 ,前 且 每 一 个 十 =1. 


$5.6 相似 变换 和 和 三 角 标 准 形 


在 这 一 章 中 的 每 一 步 实 际 上 都 涉及 一 个 组 ESTAS, ARRIE 
问 量 位 于 S 的 列 岗 量 组 中 。 当 4 是 埃 尔 米 将 和 斜 Hermite ЖЕШ], 
我 们 用 吉 我 规 8， 它 用 的 特征 向 量 是 单位 正 交 的 ， 但 它 {Л 是 特征 向 
昔 抵 隆 。 现 在 ， 在 这 最 后 一 节 中 ， 我 们 来 考察 另 一 些 组 AMT AM 
一 与 SA4S 用 相同 的 方式 组 成 ， 但 是 使 用 任意 的 非 坷 给 矩阵 好 ， 特 
征 否 重 证 阵 可 以 不 存在 ， 或 者 我 们 可 能 不 知道 它 ， 基 至 我 们 可 以 未 
打算 使 用 它 。 

首先 回忆 一 下 ,这 些 组 合 是 怎样 引起 的 是 一 什 有 价值 的 来。 给 
定 一 个 关于 未 知 基 # 的 微分 方程 或 差分 方程 ,假定 一 个 “ 变 脐 净 换 ” 
二 Mv 引进 一 个 新 的 未 知 量 v。 则 


du du duo ` 
-gp Aw 变 成 为 Mr 二 AM 或 = “М I AMU 


Barit Ан, р МО, = AMU, 或 Va: =M Mi 
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在 方程 中 的 新 矩阵 是 M :AM， 在 MM 一 5 这 种 特殊 情形 下 ， 方 程 组 由 
分 离开 来 ， 而 县 正规 模式 被 独立 地 展开 .用 附录 4 的 语 官 来 说 ， 特 
征 商量 被 选 作 空间 的 一 组 新 基 ， 而 原来 的 变换 被 表示 成 一 个 对 角 第 
阵 5 :AS 一 4。 这 是 蝶 大 可 能 的 简化 ， 但 是 其 他 的 不 那么 有 力 的 简 
化 也 是 有 用 69, Bü м5, ТТЫ МАМА Ж ЛОН 
容易 使 用 。 

首先 ， 假 定 我 们 考察 所 有 可 能 的 M。 这 AEA EEM AM 
的 族 。 它 们 被 称 为 是 相互 租 位 的 《 且 相 似 于 A& )， 出 4 到 M"14AM 的 
变换 称 为 一 个 祖 似 变换 。 这 些 知 阵 中 在 何 一 个 都 可 以 通 过 变换 4== 
Au, 出 现在 此 微分 方程 或 状 分 方程 中 ， 所 以 它们 应 该 有 Ж ЕК 
是 共同 的 ， 而 且 确 有 ， 相 似 炬 阵 有 相同 的 特征 值 。 

50 车 B 一 M1!4M， 则 有 4 和 B 有 相同 的 特征 信 ， 而 且 每 个 特征 
值 有 相同 的 重 数 。 
证 明 是 很 简单 的 ，B 的 特征 值 是 下 式 的 根 

detCB—Al)=det(M AM —D = det M I (A—ADMY 

= detM ‘dettA~—Al)detM 
== det(A—AÀI} (48) 
因为 4 和 B 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 所 以 它们 有 相同 的 特征 值 。 洲 * 是 
对 一 个 给 定 的 4 的 特征 向 量 ， 则 
A% 二 4% 或 MBM ‘х= Ах B(M іх) = А(М-іху 

这 浆 一 次 证 明了 4 也 是 加 的 等 征 值 一 一 而 且 相 应 的 特征 向 量 是 MrIx。 

MI14MH 正 是 在 解 4x 一 5 过 程 中 产生 的 ; 在 那里 基 本 的 运算 是 
用 一 个 矩阵 去 乘 4《 RAE ) 使 得 从 一 行 中 减 去 另 一 行 的 一 
ЛШ. 这样 一 个 变换 令 4 的 核 和 行 空间 不 变 ， 但 对 求 特 ЫШ РЕ 
任何 作 币 。 与 此 相反 ， 相 似 变换 令 特 征 值 不 变 ， 而 且 事实 上 这 些 特 
征 值 通过 一 系列 简单 的 相似 变换 而 实际 被 求 出 & 这 个 矩阵 一 步 步 地 
ERARA, TRIE E 后 出 现在 主 对 角 线 上 《 这样 一 
系列 变换 在 第 -E 章 中 被 描述 ， 而 且 在 下 面 第 二 个 练习 中 解 森 了 这 个 
步骤 ) 。 这 个 方法 出 直接 计算 风 项 式 det(4 一 41) 要 好 得 多 {这 
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个 多 项 式 的 概 就 是 特征 值 ) 。 在 实践 中 ， 把 全 部 的 信息 都 注入 多 项 
式 ， 然 后 再 从 中 得 出 它 来 ， 这 样 做 是 不 可 能 的 。 

练习 5.6.1 证 明 阁 8 通过 MM 与 4 相似 ， 而 过 C 通 过 M' 与 3 相似 ， 
则 CE 与 4 相似 。 什 么 样 的 矩阵 与 单位 矩阵 相似 ? 

练习 5.6.2 考 庶 一 个 任 结 的 4 和 一 个 特殊 的 持 阵 对 ; 


a b c cosh sinf 0' 
A=| b e Í М =] sin? cosh 0 
ë R 1 0 0 1: 


选取 - -个 旋转 角 9， 使 得 HM"!1AM 中 《3，1 ) 元 素 化 为 堆 。 

E 这 个 “化 堆 ” 不 容易 继续 下 去 ， 因 为 在 4 和 位 置 上 产生 零 
的 旋转 将 把 在 C 处 所 得 到 的 零 变 成 非 堆 元素 ,对 任何 大 小 的 矩阵 ,我 
们 不 得 不 保留 主 对 角 线 下 方 一 斜 行 上 的 元 索 ， 从 而 用 不 同 的 方式 来 
完成 特征 值 的 计算 。 不 然 的 话 ， 一 个 多 贰 式 的 根 可 以 仅 使 用 确定 0 
的 方 根 而 求 出 ， 形 这 是 不 可 能 的 。 

练习 5.6.5 (а) АЖ, Ж-М, 它 可 以 证 明 AB 与 BA 是 
相似 的 ， 于 是 它们 有 相向 的 特征 值 。 

{b) 先 推导 出 AB 与 B4 有 相同 的 迹 ， 然 后 对 于 


“| | ;) 


” “通过 把 主 对 角 元 素 相 加 直接 证 明 这 个 事实 。 


(с) ЕВН, НАИВ Г 能 有 48B 一 BA*=1,. 在 Hilbert 
空间 中 ， 这 是 量子 办 学 的 一 个 基本 方程 , 而且 它 有 和 解 ， 


Ан=——, Ви= хи, 


b du 
(АВ —ВА)и = x (xu) x x= UA 


Oe Von Neumanni Ж ЖЕ И Ж ШЕЛГЕ ДОЙ, ЗШ ARE 
起 ITeisenbefE 的 示 定 性 库 理 【uneerftamty PtincipIe)y 的 一 个 配对 。 
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ЖЕ ЕЕ kB EM IE Ж = АМЗЕ 

RHS КЖ OB ЕЧ М Sy Ж ЛУН AE, 我 们 不 
第 允许 更 一 般 的 对 ， 而 走 上 另 一 途径 。 即 ， АР ЧЕ 阵 ， 这 个 
问题 是 寻求 基 种 适当 的 简单 的 形状 ， 使 得 在 这 个 所 制 下 ，M7-:AM 
能 达到 这 种 形式 ， 除 非特 征 向 量 组 是 正 变 的 ， 对 角 阵 -4 是 示 可 能 
的 ， 但 是 下 列 的 “5Schur 引 理 ” 得 出 一 种 形式 ， 它 至 少 在 理论 上 是 
非常 有 用 的 *。 

5P ”对 任何 方 际 A4， 存 在 一 个 西 E ЕМ=0 8 BU AUT 
上 三 第 的 。T 与 4 有 相同 的 特征 值 ， 而 且 位 于 它 的 主 对 第 线 上 ， 

Ж 任何 矩阵 ， 例 如 4x 4 矩阵 ， 至 少 有 一 个 特征 信 4, ERR 
的 情形 中 ， 它 可 以 是 四 重 的 ， 但 无 论 如 何 4 至 少 有 一 个 特征 向 量 x 。 
我 们 把 x 单 位 化 成 一 个 单位 向 量 xi; ， 并 将 它 置 于 的 第 一 列 。 在 这 
个 步骤 里 ， 其 它 三 个 列 是 不 可 能 确定 的 ， 所 以 我 们 可 用 任何 办 法 洁 
完 这 个 矩阵 只 是 保证 它 是 西 矩阵 ËH p, К 2 U. ( Gram- 
Schmidt 过 程 保 证 这 一 定 可 以 作 匀 。 ) 乘积 U0,"!1AU 至 少 它 的 第 一 . 
(ЖЕСЕК. Ax =4,xi КЖ 


А, * * + ÀA * w + 

о + *# + 0 а + + 
АО. =0, ОУ AU = 

Ü w # + о ж я + 

Ü * * ж L 0 # жож 


第 二 步 ， 我 们 来 处 理 右 下 角 的 3 ЗД. KERTA 
$y 1 0 0 о, 


0 
0 M, 
0 

‚Жж U F BEBE ES УГ, 
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Н. Ur UAV)U | 0 
Ü ж + 


| Ü 0 * * | 
M, ERA PH, AFM? AER -ARER RAN 
HPM, BETU WA Fi, mi E 


De DID  lAU,U,)U,= 


Жж ЕНТ=П U,.U , АИА ( 练习 5.5.153 RORA AU 
=T", 

АЗЕ НГА ЁТЕ , CAERA 可 对 
ЖИЕН. Ип. RATEM ЖИ НД, "4 Br A l ci, Ж 
АРА, MERGER AL, еа Рои + P 
ЕТА, ms.. АРЕ a E 
它 的 . 


4 
练习 5.6.4 ка 
РА 


—5 

| ЖЕЕ pe ESE RIU CAU 
一 3 
=. 


练习 5.8,5 на | |к-т=яжшио-ли=т, 


—! 
一 : 


练习 5.6.6 Т: Сау1су-Натіі оп E EB, IT fi BE pg mE 
CL РЇ y L pP (A)=det(A—ADW8WP(A)=0 TR, MAES х1 
АЗ. DAR f ЖЯ BE GJ WIP(T)=(T-—1,Y(T-—A;): (1 
—2,), ШЕЙР(Т)=0, # m lA=UTU 代入 PT 一 (4 一 < 
СООП УЫ ДИП, WIA ЕНШ ДИ. 
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(A 一 2 了 .C4 一 429 并 证 明 P(A4Y)==0。 


Xj #itHermite Eg, BEME 


作 沪 这 个 三 角 标 淮 形 的 一 个 应 有 用， 我们 证 明 任 何 一 个 Hermite 
ЖР, 元 论 它 的 特征 值 有 无 重 数 ， 都 太一 个 完备 的 单位 正 交 特征 奖 
其 组 ， 这 个 论证 分 为 两 步 . 

(i ) 若 4 是 埃 尔 米 特 的 ， 而 U EAA, Шр UAU В 
Hermite. I 

шз Арун =н A" (U73) =U Ар 

GOTEK 5P 得 出 的 些 阵 T=U- AU 既是 上 三 第 的 又 
А: Hermite 的 。 刘 到 它 必定 是 对 前 前 ,， 工 必定 与 4 相同 ， KHAR 
Hermite. 

50 {EH HermiteHi PE AT АЗК BJ ERE xF 化 。 

注 1 对 任何 斜 Hermite 算 阵 玉 这 同样 是 正确 的 ， 国 为 玉 一 1 。 

注 2 车 4 是 实 的 且 对 称 ， 则 它 的 特征 向 量 也 是 实 的 【或 者 至 
少 可 以 选 为 实 的 》。 于 基 避 基 实 的 也是 本 和 读 阵 一 一 换 句 话说 ， 它 是 
AER RE, 

з AT HermitejB 00, MEEA ERMA, Ф — 
个 沈 备 的 正 交 特 征 向 晤 组 。 我 们 可 以 把 4 视 为 具有 两 两 Л ТАРАЯ. 
的 Hermite 和 矩阵 的 极限 ， 而 且 当 趋 于 孙 极 限时 ， 这 些 特征 向 量 保 拉 
KEE. HERR, ДЕНсгт іе 


0 cos 
4 的 一 | 
0 sing 


cosh 


| 
сеня. Jef |. 当 0-*0 时 ， 第 二 个 特征 癌 量 趋 于 铝 一 


sing 


0 1 
个 一 它 是 不 可 对 有 化 的 和 了 | oo | 
注 4 MEAT AAI EIR Sl, A= l РЕ 
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о 0 1 
讲 定 理 仍 然 是 正确 的 。 单 位 正 变 特 征 疝 霸 组 的 一 种 取 活 是 
i, ‚0 1. 
| | | 
хү=- С [1 | x=! 0 | а=) 4 
С? | 2 | 
| 1 0 ` 
ТАЕ ЕГО Ж Н, 而 有 4= 刀 -人 2 成 为 
Í |] ‚ 
z z Ü | А о о 0, 
A= S xx= 2, | | iti 10 O o| 
= — 0 
| 2 2 | lo оп | 
0 о O 
íA L 
2 2 0 
+A, 1 А 
у > ° 
0 ° o 


但 是 因为 4: 一 4 ， 前 两 个 射影 〈 每 个 是 秩 一 的 ) ВЖ Н 
3k 2 的 射影 P: ， 而 且 4 是 


0 1 о, |z 2. 0 
| 1 0 0 Е 1 1 
— — 0 
ô 0 i. É 2 ! 
0 © 1 = 
1 1 
| т 75 9 
+(—1) 
| 一 0 
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相 诬 于 4 一 1 有 一 个 特征 向 量 组 成 的 平面 ， 我 们 的 xi пх В Ар 
以 任意 选取 .于 是 xxg 和 %axg 也 同样 基 布 一 定 的 任意 人 性， 只 是 它们 
的 和 一 :到 这 个 平面 上 的 射影 P- -一 是 唯一 确定 的 。 每 个 具有 K 个 
未 同 特征 住 的 埃 尔 米 特 矩阵 有 官 自己 的 “ 谦 分 S" A= A, P tet 
A:Pi。 其 中 ;是 到 4; 的 特征 子 空间 的 射影 算 阵 。 因 为 有 一 个 完备 的 
特征 网 芋 组 ， 这 些 射 影 矩 隆 加 起 来 等 于 单位 符 阵 。 而 且 固 为 特征 子 : 
空间 是 正 交 的 ， 不 向 两 个 射影 矩 阵 的 肥 积 必定 为 零 ，PjPi 一 0。 
练 可 5.6,7 (а) 801407 и, Ж 
1 1 1 0 0 O 


和 A= 


1 1 l; 0 0 3 
然后 对 4 一 0 求 出 男 一 对 单位 正 交 特征 向 量 x: Rx. 

了) 对 这 两 对 向 量 验证 已 =%1z2 十 xx 是 相同 的 。 

练习 5.6.8 分 两 步 证 明 每 一 个 酉 矩阵 4 是 可 对 角 化 的 ， 

《3 ) 若 4 是 西 的 号 也 是 西 的 ， 则 T=T~14 也 是 酉 矩阵 。 

АЕА НЕ АРАН, НОНЕ ДЕН 
三 角 阵 T 是 4， 而 县 任何 酉 矩阵 《特征 值 两 商 未 同 与 否 ) 都 是 一 个 
完备 的 单位 正 交 特征 向 量 组 :DT-14U=-。 所 有 的 特征 借 湾 足 А 
=], 

我 们 已 经 非常 接近 于 回 管 一 个 自然 而 区 重要 的 同 题 ， 而 且 能 够 
报 好 地 完成 余下 的 任务 ， 对 于 什么 样 的 矩阵 它 的 三 角 标 准 形 了 与 
对 角 阵 .4 丰 同 ? Hermite 和 矩阵 ， 斜 Hermite 矩阵 和 西 符 阵 都 是 属于 
这 一 类 的 矩阵 : 它们 分 别 对 应 实 轴 ， 碟 轴 和 单位 加 上 的 数 。 现 在 我 
们 要 找到 这 一 类 给 阵 的 全 体 ， 它 们 对 应 著 所 有 复数 。 

5R ”矩阵 NN 称 六 是 正规 的 ， 壤 它 与 NF 可 交换 йу, ММТ мам, 
对 这 样 的 窍 隙 ,而 且 仅 仪 对 这 样 的 矩阵 ， 三 衣 标 准 形 T 一 Um1ND 是 : 
HARA ТЕА ЙД EHT УЕ ФЕ АРАЙ. {у УЕЗ КЕЛЕЫ] БЕ НЫ ЖЭН Е 
Ж, 
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1538], Hermite 或 名 Hermite ) АЖ МАТЕН. А 
=A", WAAT SATAMA. ВЖ РЕ EW 的 ，CDS 和 CSI7 
都 等 于 单位 甜 阵 。 罕 这 些 特 殊 情 况 下 ， 我 们 分 两 步 证 明了 T= A, 
激 对 性 意 的 正规 朱 阵 ， 我 们 由 分 向 样 的 两 步 去 司 ， 

Ci) 如 果 N 是 正规 的 ， 则 T= 二 Um!1NU 也 十 正规 的 ， 

TTË =U"! NULU N"U =U INNIU=U"ININU 
=U "N"UUTINU=T"T 

СОК ЕС ЕТЕ ЕЈ, МЕ А 角 的 【练习 

5.6.10). 
于 是 车 NN 是 正规 的 ， 三 角 标 准 形 UNU 一 定 是 对 角 的 ， 而 县 因为 
它 与 N 有 相 辐 的 特征 信 ， 所 以 它 一 定 是 4。N 的 特征 向 量 是 口 的 列 向 
Ж, 而 且 它 们 是 单位 正 交 的 。 EXE, NA Hermite 矩阵 一 样 的 
谱 定 理 ，N=D4U-! 一 了 4ixsxa， 唯一 的 差别 是 特征 值 4 示 需要 是 
TH 

45.6.93 求 一 个 不 是 Hermite， 和 斜 Hermite ， 西 或 对 角 的 
正规 矩阵 。 

练习 5.6.10 设 了 是 一 全 3 x 3 上 三角 阵 ， 它 的 元 素 是 fy 。 比 
较 TT2< 与 T2T 的 元 素 ， 并 证 明 如 果 它 们 相等 ， 则 了 一 定 是 对 角 阵 ， 

练习 5.6.11 证 阴 一 个 具有 单位 正 交 特征 铅 量 组 的 抢 阵 必定 是 
ERP.: U` 'NU= д, WINN#= NZ N. 


Jordan 标 准 形 


到 本 节 为 目 ， 我 们 已 得 到 用 本 相似 所 能 得 到 的 鼠 好 的 结果 :， ss 
Жма— ХЕРЕ, RIIE МАМА РЕТ, ME 
ТЭТ МИ Е, ЕЕРЕЕ, m А 标 是 使 M-1AM 尽 
可 能 接近 对 角 阵 。 

这 个 使 之 对 角 化 的 最 大 努力 的 结果 是 Jordan 标 淮 形 J, ЖЕ 
竹 4 有 完备 的 线性 无 关 特 征 疝 晤 组 的 情形 中 , ЖО] R M= SH П 
J= SA4S 一 这 时 Jordan 形 了 与 对 前 阵 4 相 司 。 对 于 一 个 者 点 
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КЕ ОЕК НЕО, 而且 对 每 个 丢失 了 的 特征 Бр, ordan 
形 在 它 的 主 对 和 角 线 上 方位 罢 将 有 一 个 ， ШШЕН ТЕ: ЛАД 28 
上 ， 四 为 了 是 三 和 角形 的 。 而 且 就 像 对 角 的 情形 一 样 ， 不 同 的 等 征 值 
可 以 被 分 开演 虚 ， 内 有 重 特征 值 4 可 能 《 也 可 能 不 ! ) ER +J 
ВРЗ БАЈ. 

55 #A4884 АЕН ИЕЫ, АИИ 于 一 个 如 下 形状 
的 矩阵 


Ji 


=M АМ = 


Js 
每 一 个 Jordan 抉 是 一 个 三 角形 矩阵 ， 它 只 有 单一 的 特征 值 且 只 存 
一 个 特征 向 量 ; 

1 


同一 个 特征 值 4 可 以 出 现在 儿 个 块 由 ， 如 果 它 对 应 玫 个 无 关 的 特征 
向 量 的 话 。 两 个 矩阵 相似 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 了 。 

很 几 作 者 在 季 们 的 线性 代数 教程 的 最 高 蜂 给 出 这 个 定理 ， 老 实 
说 ， 我 认为 这 是 一 个 错误 。 不 错 ， 不 是 所 有 的 矩阵 都 是 可 对 和 角 化 
的 ， 而且 Jordan 标 准 形 是 最 一 般 的 情况 。 但 是 由 了 于 各 种 原因， 它 
的 结构 是 技巧 福 很 强 的 而 且 是 极端 不 稳定 的 ( 4 的 微小 变化 就 可 能 
把 所 有 丢失 了 的 特征 竟 量 都 拉 了 回来 而 且 去 控 了 对 角 线 上 方 的 1 )， 
因此 这 些 著 料 的 正确 位 置 是 在 附录 之 中 *， 而且 引 入 jordan 标 准 形 - 
的 最 好 方法 是 考察 一 些 特殊 的 而 且 容 易 办 理 的 例子 。 

我 们 介绍 其 中 的 两 个 ， 


。 ф1ЧЕ ЙАШ ФОЛИ ЖЫ БЕТ, ШШ Filippov 的 新 证 明 是 最 好 的 。 I 
EEE DIRE J k ОА t RR E g E А ha 
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.0 1 2 | 


| 
Ао 0 1 和 B=| 0 0 0 


lo o o) `o 0 0 
办 为 零 是 这 两 个 矩阵 的 一 个 三 重 特征 值 , 它 将 在 每 个 Jordan 抉 中 : 
或 者 仪 有 一 个 3 x 3 Jordan 块 ,或者 有 一 个 2 x2 块 及 一 个 1 ХІ 
执 ， 或 者 三 个 1 x 1 所 。 于 是 可 能 的 Jordan 标 准 形 是 


0 1 0 :0 1 0 
=10 0 1 l= 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

0 0 O, 

和 l= 0 0 o! 

` о 0 o | 


在 4 的 情形 中 , 仅 有 的 特征 向 量 是 (1，0,007。 于 是 它 的 Jordan 
形 中 有 一 个 卖 ， 而且 按照 主要 定理 5S ，4 必定 于 J: 相似 EEB 
有 男 一 个 竺 征 疝 量 (0，1 ，0)”， 从 而 它 的 Jordan 形 是 J ; WEH 
角 线 必定 有 两 个 欣 。 圣 于 Js ， 它 自 成 一 类 。 与 零 矩阵 相似 的 唯一 算 
阵 是 MI0M=0 

在 这 些 例子 中 ， 关 于 特征 商量 的 简单 计数 就 足 以 pE- 0 
且 当 没有 什么 出 三 重 特征 信 更 复杂 的 事情 时 这 总 是 可 能 的 。 但 基 最 
后 一 个 练习 说 明 作 为 一 种 一 般 理 论 ， 这 种 计数 技巧 是 行 不 通 的 ， 

235.6. 1238 — A EEE MEM BM =J 

练习 5.6.13 ERRE Jordan ERE F Ei А 都 不 相似 ， 
JMM, JM MAE: 二 MLJ NM。 " 

练习 5.6.14 对 于 以 零 为 四 重 特征 人 的 4 x 4 和 手 阵 写 出 所 有 可 
ЖЕН отда пф ИЕ ЕЖЕ С 为 方便 起 见 ， 这 些 拨 依 大 小 排列 ) 若 机 
两 个 无 尖 的 特征 向 量 ， 证 明了 有 两 种 不 同 的 可 能 性 ， 
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相似 变换 一 览 形 

1. 4 是 可 对 角 化 的 ，$S 的 列 是 4 的 转 征 向 量 , 而 月 S :4S 一 
Лр. 

2. ARTEK. МЕНА ЛЕЛЕНИ Г УРШЫ, ПЁ 
Hlordanpk Мм: АМ = JE r 58 Ж. 

з. 4 是 任意 的 而 且 C 是 本 的 ， 避 可 以 被 选取 使 U AUST 
是 上 三 角 的 。 

4. ARER], AA SAA UN OM EREU AU S= A. 
特殊 情形 ， 所 有 都 有 单位 正 奖 特征 向 量 组 ， 

а. 若是 换 尔 米 特 的 ， 则 .1 是 实 的 。 

d. ЖАЗОО, ШИ ЗНО АО = ОЛЕН, 

b. Ж АЖЁНЕЖЖҖ ИО, MH) E К ВО, 

с. 车 4 是 西 的 ， 则 所 有 А = 1. 


я Ú É 
1 0 
5.1 *a= |, „ оеша, знан 6 ENS AS 
是 对 前 的 。 
5,2 I p 1 0 Ü 
Ü ü 1 1 | 
А= 
| 0 0 0 1 | 
' 1 0 0 0 


求 特征 多 项 式 def ( A -AD MRE, 
1: 2 
5.3 тля, жынеаяа| if |]. жт 
> iaa 
ЯЙ А 是 对 称 的 ? 它 的 迹 和 行列 式 是 什么 ? АЖА? 
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5.4 ЖЕШ СИП, A RR EMAER ЖН А7 AGARIA 
关系 ? 


5.5 ARTERE- THERA, WRA Ae. Atei 是 可 道 的 ? 
1 n: 

5.6 ФА =| PR Ama, 
2 1 

5.7 现 有 两 种 利息 ， AFR S H, Ж НИШ Z E, ЖД B 


сЕ, О ЫЕ PJP k, Loa, BÚ БШШ = 
E, И ET 


5.8 ЖОЙЫ 
ала | dle А в [5], 
8.9 车 | .] Reil, 


5.10 ЖЕАР. 

5.11 下 列 事实 成 并 与 否 《 若 不 成 立 请 用 反 侧 说明 》， 

G H B H AZRA maD MB -FAE 

《ii 若 一 个 上 三 角 陈 相似 于 一 个 对 角 阵 ， 则 它 本 身 就 是 对 角 的 。 

GD F А НЕР {ЕНШ РАИЛ В, А 是 Hermite H, АДР, 
Atl 

GyB A fü B БЛУА, MA + p auf xB Б 

5.12 # 


Ж—1 ш. Жон mom- -个 对 角 阵 4， 使 得 QTAQ = A, 


5.13 в] енд к. ПА SAAK = - Kh, 
0 


5.14 1] ала хз, £ 的 Bp-- rM KR 1, Ела 1718 
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它 的 一 个 特征 值 ， 机 点 药 特 征 向 量 是 什么 : 
5.15 ДДД ПЖ ЕЛ ИЙЕ Fibonacci ў ПРА 2 ЕЙ? F_, iF, 和 和 外 
А7 ЕЩЕ = Fnit F K2R 3, MAF = 1. ， 
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第 六 章 EERE 
56.1 RD, ЖКН 


到 目前 为 止 ， 我 们 还 一 直 没 有 理由 去 美 心 特征 值 的 符号 问题 。 ° 
是 的 ， 尚 未知 特 和 外 值 4 是 否 汶 实数 之 前 ， 提 出 它 是 正 的 还 是 负 的 ， 
为 时 还 过 早 。 但 有 是， 在 第 五 章 中 曾经 指出 ， 最 重要 的 矩阵 ， 实 的 对 ” 
称 矩 降 以 及 复 的 Hermite 征 阵 确 有 实 特征 值 。 因 而 ， 腕 清 特 征 慎 是 
否 为 正 就 是 一 件 有 意义 的 事 了 。 并 且 ， 我 们 的 目的 之 一 是 找 出 一 个 
准则 ， 将 其 直接 用 于 对 称 于 阵 4 时 ， 在 不 计算 它 的 特征 值 的 情况 . 
下 ， 便 可 预先 确认 ， 它 的 全 部 特征 值 都 是 正 的 。 

在 著 手 寻找 这 样 一 个 准 册 以 前 ， 证 我 们 来 讲述 一 个 新 的 情形 ， 
在 这 种 情形 下 ， 特 征 值 的 符号 是 有 意义 的 。 它 和 荆 究 微分 方程 的 稳 
定性 完全 不 同 ， 微 分 方程 的 稳定 性 问题 ， 需 要 负 的 特征 值 ， 而 不 是 
正 的 ， 对 于 这 一 点 我 们 不 应 一 笔 带 过 ,但 是 8 3 属于 下 面 的 情 
w, MAHERE E. 如 果 一 各 满足 我 们 正在 导 找 的 准则 的 
话 ， 那 么 方程 du/dt 一 Au， 对 于 每 一 个 特征 值 14 < 之 0， 都 有 衰减 解 
eix, WARP u/dt = Аи, Р o =, НИҢ х, 
新 提出 来 的 这 个 问题 ， 在 很 多 科学、 工程 技 术 以 及 每 一 个 优化 问题 
的 应 用 场合 中 都 会 避 到 。 记 以 我们 希望 读者 对 这 些 是 清楚 移 ， 轩 . 
而 我 们 便 将 直接 从 数学 的 提 法 开始 。 

这 是 一 个 求 极 小 的 问题 ， 下 面 证 我 们 用 两 个 例子 来 介绍 它 ， 

Р(х, y)= t +2(x+y)*—ysiny—x%- yt 
和 Ilx y =x yty? 
P ER ЖЖЖИ Ех у= 0 ДКА ЛМ е 
注 1 PEFC, 0) = т (0, 0) 一 0 ， 对 管 案 没 有 影响 ,。 
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它们 的 变化 只 不 过 使 函数 了 和 # 的 国生 上 下 移动 而 已 。 

#2 绒 人 性 项 给 出 必 畦 条件， 给 定点 若是 极 小 点 ， 它 Уа 
稳定 点 。 对 峙 ， 在 点 x 一 ?一 0 处 的 一 阶 导数 值 应 当 等 于 零 ， 面 且 确 
实 也 是 如 此 ， 


ӘР 
ах = 4(x+y)—3x*=0. 


. =4(x--y)—ycosy—siny+4y*==0, 


ôf 
-ax = 4x+ 4y==0, 


-Ы7-=4х+зу=0. 
Fk, АХР 7 ВА 5, АЛАВ, HH 
Ж 2=Р(х, у) УР т 相 切 ， 而 曲面 z= 了 (x，y) 与 平面 z= 0 
相 切 问题 是 ， 当 我 们 离开 切 点 x 一 ?一 0 时 ，F 和 j 的 图 象 是 知 均 位 
于 各 自 的 地 平面 之 上 ， 
注 5 二 阶 项 ， 或 者 换 句 话说， 二 阶 导数 是 诀 定 性 的 ， 


ES 
ER -4 一 ex=4 
#F а?Е 


dx0y  Әудх © 


站 :下 | Ñ 
y = 4+ysiny—2cosy+12y*=2, 


af a 


дхду аӘдудх 


_92} 
бу? 


= 4, 


-= 2, 
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这 此 导数 已 经 包 依 了 问题 的 答案 。 有 瞻 然 两 个 国 数 五 砷 于 在 点 基 王 子 
二 0 处 的 二 阶 屠 数 树 同 ， 那 各 这 些 一 样 的 导数 值 就 应 该 包含 相同 的 
RE. 这样， 这 两 个 通 数 的 图 象 在 原点 附近 表现 完全 租 同 ， 并 且 ， 
А f EARR ОТНЕ МИЧ, FER AS POHE ME. 

Ма В РИ BH ZR ЫҢ МАЙДЫ ЛИОН, {858 , 可 能 
有 有 得 于 整体 极 小 。 我们 的 例子 ， 正 是 这 样 一 种 情况 ， 一 % 项 迟早 必 
ЕРДА Ар — о, MERRE =y= 0 附近 的 情况 如 何 。 这 样 的 
情况 ， 对 于 函数 1 或 者 更 一 般 地 对 于 任何 其 它 二 次 型 《 不 具有 更 商 
次 的 项 ) 都 是 不 会 发 生 的 ， 任何 一 个 二 次 型 了 二 ax: 十 2pxy 十 cy? 都 
以 坐标 原点 为 其 稳定 点 。 好 81 /6x 二 0 , {/ду= 0 ‚ЖЩ Ht 点 % 一 7 一 
0 是 其 局 部 极 小 点 ， 那 么 立 点 同样 起 它 的 整体 吸 小 点 .曲面 z 一 f(x， 
у) 的 形状 将 像 一 只 碗 ， 放 在 坐标 原点 这 个 点 上 。 

我 们 来 总 结 一 下 : FE 的 局 部 被 小 问题 与 1 局 部 极 小 问题 的 等 和 价 
Е, РЕА ЛЕ А хез а, у= 0, 21 х= 0, у= 0 ， 那 么 
МЕ ЛЕЙ, Н ра Е (a, б) КЕСЕТ. 


_ х? д?Е(а, Ву a F(a, p) 
у? F(a, В) 
+ > - бу? - (1) 


Т, ЕСО, ОИТ ВЕ УТЕ (а, В) ЖИЕ 

ЖИП НЛ Р" = 0 的 可 能 情况 ， 这 种 情况 甚至 对 平 单 变量 
的 芒 数 也 基 非 常 头疼 的 了 。 那 时 需要 引入 三 阶 导 数 ， 因 为 二 阶 导数 
给 不 出 驻 定 的 解 。 为 了 避免 这 些 困难 ， 通 常 和 要求， 二 次 部 分 是 非 退 
化 的 ， 即 对 真正 的 极 小 ， 仅 痊 x 二 y= 二 0 点 ， 才 允许 于 等 于 零 。 在 所 
有 其 它 点 严 可 大 于 零 的 二 次 理 称 为 正定 的 。 

ME. [ЦИН Р ”对 于 两 个 变量 的 函数 而 言 ， 用 什么 米 正 
确 地 替代 F” 之 0 的 条 件 ? 在 单 变 量 的 情况 下 ， 二 阶 导数 的 符 导 就 足 
ША УРА Е D BE, MERPATI S. Fax, 
Fxy=Fyx A Fyy, REDEA E 7, АБ — ЖАЛ 

' 272 。 


五 是 否 有 极 小 。o、 必 “在 怎样 的 条 件 下 ,能 保证 7 一 cx? 十 2Bxy 十 ec” 
ЈЕДЕ? 

Яа p Ri TERAP. 

〈 革 如 果 f 正 定 ， 则 一 定 有 a>> 0 。 

我 们 仅仅 考虑 一 点 x 一 1 ，y = 二 0， 在 这 一 虚 ， ах? 2bxy-+ cy 
等 于 a， 如 果 f 正 定 ，a 的 值 应 当 大 于 零 。 针 对 郑 数 已 ， 这 就 意味 着 
FFA >0， 我 们 国定 值 y> 二 0 ， 仅 使 x 变化 ， 对 于 极 小 ,我 们 就 应 
当 有 FE">> 0 。 同 样 ， 如 果 我 们 固定 值 x= 0 ， 仅 使 y 变 化 ， 这 就 会 
产生 系数 c 的 条 性 ， 

(入 ) 如 果 f 正 定 ， 则 一 定 有 c 之 9。 

不 那么 容易 确定 的 是 ， 条件 (让 和 (i 门 合 在 一 起 是 否 为 二 次 型 
正定 的 充分 条 件 ? 有 无 必 变 考虑 温 侣 导数 系数 b? 

A 了 一 x: 一 10xy 十 y*?。 这 里 ,a= 1 和 ce 二 1 均 为 正 值 ， 然 而 ， 
假使 我 们 选择 点 x=y 二 1 ， 由 于 11 1) 二 一 8 ， 那 么 ， 二 次 型 1 不 
三 正定 号 。 在 这 里 ， 条 件 e>> 0 和 ec 半 0 保证 1 没 x 和 y 轴 J 向 增长 ， 
世 是 ， 它 仍 可 能 沿 着 共 它 直线 下 隆 ， 直 线 x 一 y 就 是 这 种 情况 ， 系 数 
五 可 能 压倒 as 和 cc。 实际 上 ， 只 看 j 沿 着 任意 直线 的 升降 情况 ， 是 不 能 
是 定 它 的 正定 性 的 。 

BRR. OANRET. PEA 系数 b 是 正 的 ， 这 
ЖЕ ЕБ ЖШ АЕ Дт 回答 又 是 否定 的 ， 而 8 的 符号 是 无 ЕБЕ 
的 。 如 原 二 次 型 为 2x“* 十 4xy 十 ?“*， 尽 管 其 所 有 系数 均 为 正 值 ， 但 它 
却 不 是 正定 的 ， 并 且 无 论 E 还 是 f 者 没有 极 小 。 因 为 滑 直 线 x= у, 
我 们 有 #1 ， 一 1)=2 一 4 十 1 一 一 1 。 

这 样 ， 为 了 使 得 1 是 正定 的 ， 正 是 b 的 到 介 范 图 《 1 атс 
较 ) 应 该 被 控制 。 我 们 试图 找 出 一 个 正定 性 的 充分 必要 条 件 的 精确 
准则 。 最 简单 的 方法 是 把 f 配 成 “完全 平方 ”， 

ј =ax*:+2bxy+ey: 


s(a tty) е 6), о) 


显然 ,， 志 端的 第 一 项 是 正 的 ， 这 是 因为 它 是 与 正 系数 a MENE 
于 说 -一 正 系 数 a 这 个 必要 条件 (站 依然 有 效 。 然 而 ， 当 x=5 和 y= 
一 ag 时、 此 平 六 项 等 于 零 ， 且 在 这 点 我 们 有 j(b， 一 a) =а(ас—Ь%), 
因此 ， 需 型 一 个 新 的 必要 条 件 ， 

(i 让 如 果 ] 正 定 ， 则 一 定 有 ae>b:。 请 注意 ， 条 忻 人 和 {i 让 综 
TEX, ЖА Н ДРЕ G), варо ась" 20, ЖА 
—Ж9с220. ETE, CRNA EER, 2ХРЁ, iH 
最 终 就 得 到 了 问题 的 解答 。 

бА 二 次 型 f 一 ax ”十 2529 十 5 正定 的 充分 必要 条 件 жого 
ac 一 b7 >9。 相 应 地 F 在 x 一 y 一 0 有 严格 极 小 的 充分 必要 条 件 是 

ROO n o, 


[ê в'р(0, 0) -T TEC. 0) J> [一 19:0 4 

оваа) З. A3 JA, PARK Ж. x 
痘 味 着 oa，b 和 cc 了 栈 与 原来 相反 的 符 导 ， 而 实际 上 使 第 二 个 Aitae 
b>0 不 变 ， 二 次 型 负 定 的 充分 必要 条 件 是 a 之 0 和 ac 一 6* 半 9。 这 些 
变化 对 F 忆 是 适 用 的 ， 

当 qe 一 巡 一 0 时 ， 二 次 型 是 奇 帮 的 ， 这 种 情况 ， 是 我 们 到 目前 
жЕ НОЖА, НР, 《2 ) 式 的 第 二 项 就 会 消失 ， 仅 留 下 一 
个 单方 项 f 一 akxT (Ь/о) уу, 10—00 а> 0 了 时， 半 正 定 ; 或 当 
a< 0 RERE., 所谓“ 半 ”， 即 可 以 使 } 等 于 零 ， 例 如 ， 在 点 x 一 
5，2 王 一 6 时 就 是 这 种 情况 。 在 几何 上 上 ， 这 就 意味 着 ,曲面 z 一 其 x， 
蕊 由 一 个 “ 碗 ”退化 成 一 个 无 限 长 的 “ 精 ”《〈 在 三 维 空 间 中 考虑 这 
一 曲面 * 一 x ， 那 么 这 个 梢 沿 y 轴 左右 移动 ， 并 且 每 一 个 横断 而 将 是 
К ЖЗ тх?) ambes 0 的 条 件 给 当 更 加 奇异 的 二 次 型 ， 
它 既 是 半 正 定义 是 半 负 定 ， 一 个 兢 就 完全 成 为 一 个 平面 ， 

看 一 元 的 情况 下 ， 函 数 F(z 的 全 部 可 能 性 为 ， 或 EEFTYB E, 
或 者 它 有 有 极 大 ， 或 者 FE" 一 0。 然 而 两 个 变质 时 ， 还 有 一 种 非常 重要 友 
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可 能 性 ， 好 ac 一 短 可 能 是 负 的 。 在 我 们 的 例子 中 ， 当 bi Тате 
和 于， 就 会 有 这 称 情 况 ， 并 且 相 应 划 ，f 在 一 些 方 疝 寺 是正 的 ， 而 在 
另 一 些 方向 是 负 的 。 如 果 a 和 ec 有 四 反 的 符号 ， 不 管 8 的 情 访 如 条 ， 
这 种 情况 也 一 定 发 生 。x 和 y 轴 的 方向 给 出 相反 的 铺 果 , Е Fl 
二 物 如 ， 而 在 另外 一 个 办 上 茂 少 ， 在 此 来 看 下 面 两 个 例子 是 有 益 
的 ， 
Ї.=?ху, =x y, 

上 上 述 第 一 个 例子 中 b 占 优势 《a=c 一 0 ) ; 第 二 个 例子 中 a 和 c 有 相反 
的 符号 。 两 种 情况 都 是 ac 一 六 一 一 1 。 

这 是 不 定 二 次 型 ， 因 为 它们 可 能 有 任何 符号 ， 妈 随 x 和» ВОЛЕ 
i, BEBED 0, KEREI, RË, MERET 是 极 大 点 
也 不 是 极 小 点 ， 我 们 称 之 为 鞍点 《可 能 因为 ， 昌 面 z 一 帮 x， 访 ® 
$ü, z=x*—y*, RARU 而 得 名 ; 它 沿 着 y 轴 下 降 且 沿 着 x 轴 上 升 )。 
试 设想 一 条 翻越 山 窗 的 小 了 路， 如果 沿 着 帆 脉 看 ， 这 条 小 路 的 硕 点 芒 
是 家 小 ， 重 当 你 沿 此 小 路 行走 时 ， 举 月 望 去 ， 它 是 极 太 《图 6,17。 

БӘЙ 2ху1Пх* 一 入 实际 圭 是 一 样 的 。 如 果 将 其 中 之 一 旋转 45” 
Jb, WA. RITARIA DSA. AR, Eie JL Y КЖ 
的 。 


Ж 8.1 ЖЛ T = 2ry 0 By 28 8 ЕЙ 
练习 6.1.1 求证 二 次 型 f 一 2x*-4xy 二 yy2 在 坐标 原点 有 鞍点 ， 
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等 它 的 系数 是 正 的 。 并 指 唱 ， 如 何 将 f 写 成 两 个 定 爹 平方 差 的 形 
Жї, 

为 得 虽 极 小 条 件 ， 似 乎 只 要 计算 一 下 Fxx2>20 ЯН FxxFyy2> 
《Fxy32 由 可 。 然 而 ， 如 果 我 们 懂得 ， 如 何 将 f 的 系数 组 成 对 称 上 第 
М: 和， 便 可 以 用 线性 代数 作 旬 多 的 事情 。 如 虹 ox 和 cy 项 的 系数 
各 于 矩阵 的 对 角 线 上 ， 而 25xy 项 的 系数 臂 成 对 角 线 上 和 对 角 线 下 
HER., MACKE EY TASER 的 乘积 ， 


a b x 
| [ | . (3) 
b c y 


这 个 等 式 ， 是 整 章 的 一 个 关键 ， 可 以 把 它 改 写 为 f 一 2 4x， 并 县 立 
即 推 广 到 一 般 z 维 情况 。 这 样 简化 形式 的 记 法 ， 对 于 研究 极 天 和 极 
DARRA, MAn I, х, ve” х, MRE 
ху], ВИЗЕ (x, ха, v, XO". 这 时 Аў 
ТЕЖ — nB RERA, RE Sx AH ҮК Ж, CE 
个 稳定 点 在 尝 标 原点 ， 并 且 不 包含 更 高 阶 的 项 ， 


Gr аг 918 ‚ ?и 
т | 421 9з = 0, | х2 
f Sr Ах= (хаха), | | 
| | | 
| А! 
Üa йл» `. X, 


1 жа Пл 
=a Xi HiX Xe Ha XXi Tee а.х 


= > У ахх, (4) 


给 定 一 在 上 坐标 原点 有 稳定 点 的 阔 数 F(x охо, x.) 《 它 在 该 点 
的 所有 的 一 阶 导 数 均 为 零 ) ,我们 将 用 海 证 还 阵 (Hessian matrix) 
4 研究 函数 的 极 小 、 极 大 或 靶 点 。 算 阵 4 的 元 素 是 出 二 阶 导数 wii 一 
аР/Әх,9х: 构成 的 。 而 矩阵 4 自然 是 对 称 的 ， 轩 为 项 ai хіх Паз. 
xs:x1 彼 此 相等 《这 相应 于 二 维 销 形 2bxy 的 分 解 ) МИМ. EE 
Пр, АНТ, ЕЗЕН, РТ А, ЗЬ, р 
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AIEE ЕЛ Зу ЗУ 
ХТ Ах>0, (59) 
练习 6.1.2 WETAH ERIE, ЗЕНОНА АО ВА 7. 


1 3 i —1 
(a) л] | (b) -| | 
z 5 —] 1 


1 0 Ü 2 —1 0 
(су A=| 0 1 oh (ау А=|—1 2 一 ! 
0 0 一 1 0 — 2 


EREET, LZ OE А хт Ах, 在 情形 Ср), W 
EE, GRRR 神话 于 奇异 二 次 型 《两 者 锯 册 4 的 行列 式 ac —b* == 
0 所 认 辣 ) 。 请 确定 ， 沿 怎样 的 直线 f 恒 等 于 零 ? 
练习 6.1.5 对 于 正定 函数 曲线 f(x,y) іж СА. 
ЛШ у(х, у) ЖЕ = 1 所 截 的 截 痕 ) ШНа=с= 2, 
b=—1 CHAI, 
练习 6.1.4 决定 下 列 通 数 在 给 定点 具有 极 小 ， 极 大 或 鞍点 。: 
(а)Е= — 1 j4(e°—x)—5xsiny--6y: 在 点 X= 二 y= 人 0， 
(pF 一 (x? 一 2x)cosy 在 稳定 点 x* 二 |， y= x, 
86.2 判定 正定 性 的 准则 
对 于 一 切 非 零 向 量 x*， 怎 样 的 对 称 甜 阵 且 有 性 质 x”Ax>> 0 Wao 
对 此 向 是 的 解 管 有 四 、 五 种 不 同 的 方法 ， 我 们 希望 把 这 所 有 的 方法 
都 找 卉 来 。. 上 一 节 我 们 只 初步 谈 了 有 关 特 征 值 符号 的 某 些 见 解 ， 但 
来 作 深入 的 探讨 ， 而 只 涉 及 到 托 阵 元 素 的 两 个 条 性， 如 果 . 
и! 
b c 
Ж 2, A ahua ap ДӘ НЕЗ amo, a-b >o, 我 们 的 目的 是 把 
ikan Ж ИҢЕ Ти, HEREA RES RATE 
TETA HJ PE ВЕ AJ ЖЕ РЕ, app iu B]: ЖЕГЕ ҖЕТЕ йй „ИЖ: 


-ZTT 


上 ,它们 的 结果 乃 是 行列 式 ac 一 b: 沁 0, 于是， 两 个 特征 值 或 均 为 正 ， 
或 均 为 负 。 但 是 由 于 它们 的 和 是 目 阵 4 的 迹 4a 十 c 六 0， 因 此 两 个 特征 
Pir EAE E, | 

值得 注意 的 是 ， 这 两 个 办 法 ， 一 个 下 观 易 痊 ， 而 男 一 个 更 多 地 
ЖЕ КАРИ: RA ҮЕ КЕШ (C 它 的 畦 征 值 》。 其 实 ， 如 果 更 存 细 地 看 一 
下 第 一 个 准则 ， 共 至 就 可 以 辨认 出 第 阵 的 主 元 素 。 关 将 了 写成 平方 
和 的 形式 ， 它 信 则 变 成 ， 

ac—b: , 


b з 
ax? +2bxyt су =a (х +7) + y 


系数 a 和 tac-b*)/a Ж ИАА. WREE 种 关系 对 于 
高 阶 和 矩阵 同样 有 效 ， 那 么 ， 这 就 将 给 出 一 个 非常 简单 的 判别 挎 阵 正 
定性 的 准则 。 现 在 证 我 们 检查 一 下 这 些 主 元 素 。 这 个 准则 有 一 个 十 
分 简单 的 解释 ;二 次 型 x74x 正 定 当 于 仅 当 它 可 被 写成 4 个 独立 的 平 
方 和 的 形式 ， 

还 有 一 点 村 预先 说 明 一 下 。 本 书 的 两 部 分 是 由 行列 式 的 理论 所 
联系 起 来 的 。 困 此 ， 我 们 便 提 出 一 个 问题 ， 在 失 阵 的 正定 性 中 ， 行 
列 式 起 什么 作用 。 显 然 ， 条 件 det4>>0 对 于 矩阵 4 的 正定 性 是 不 充 
务 的 ， 因 为 ao 一 ce 一 一 1 和 8 一 0 时， 此 条 件 是 满足 的 ， 但 我 们 得 到 抑 
EFA=— ! ， 它 是 负 定 的 。 重 要 的 一 点 是 行列 式 准 期 永 仅 用 于 矩阵 
4 本 和 上身， 给 是 ac 一 刀 >>0， 而 且 还 要 用 于 处 在 它 的 左 上 fga—B TE 
阵 e。 下 商 的 "个 左上 方 子 冠 阵 都 满足 这 个 条 件 将 是 上 述 结 ИШЕ 
FLAS SAME, 


qi 015 
A:= (a, J), Аз = А 
Яз üza 


ау йуз» аз 


Аз=| аз) Gy: ау =, А = А. 


} 
\@зї Оза 238, 
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68 下 列 每 一 个 淮 则 均 为 实 对 称 害 隆 克 正 定 的 充分 必要 条 件 ， 

(ITA 0 ХЕЗЕР З, 

(I VER AR I A F EAI ER, 

《下 ) 所 有 子 算 隆 A 的 行列 式 均 大 于 零 。 

(RAELE, 无 行 交换 ) 都 是 正 的 。 

ЕНІ 准则 (了 了 ) 且 正定 朱 阵 的 定义 ,作为 第 一 步 ,我 们 指 玉 准则 
《 工 ) 与 CE) 等 价 。 为 此 ， 首 先 假设 满足 准则 4 工 )， 然 后 确定 第 阵 人 4 
的 每 一 个 特征 值 4, 均 为 正 。 理 由 很 简单 ， 假 设 x; 为 相应 的 规范 化 的 
УЛЕА, Врх, = 1, ЖА 

AX =A, Xo PHE MITAS = ТАХА, 
хха 1. НЕСІ), Hx"Ax2> 0 HAER BL 8 x Ж 
БАЗ, ШШ AREN хех, MA x" Ax,= A АМУ 
正 的 。 于 是 得 知 ， 正 定 的 先 阵 的 特征 值 去 为 正 。 

HE, ЖИВА, > 0, WHr Ax (ARE A RA EAE 
零 向 量 x 进 行 证 明 ). BAIRE R A Н ЗЕ EE 特征 向 量 
组 2 ，xs，…，%a， 所 以 任意 向 量 x 均 可 表示 为 它们 的 线性 组 合 x 一 
C1 二 CaXs 十 下 十 cx,。 ADA 

Ах=с, Ах Fer Ax, Fe +c, Ax, 
=c, À x tH erA X Heete, AX 
出 其 正 交 性 及 规范 化 x,”%; 二 1， 有 
xTAx=(cix ice. x, Tc,x,)”(e;4 iX 十 +c,A,x.) 
=c te teih, (6) 

mE TASO, Fae TERTE, WAA, Н, W 
足 准 则 C1) 必 满 吓 准则 (CI)。 

现在 让 我 们 来 讨论 ( 丰 ) 和 CW)， 它 们 与 条 件 (1) 的 等 价 性 将 分 
三 步 来 证 明 ， 首 先 ,如 采 条 件 4《 工 ) 成 立 , 那 么 条 件 ( 下 ) 亦 成 立 。 为 此 
日 的 ， 我 们 指出 ， 任 意 算 阵 的 行列 式 均等 于 它 B) р EBE ДИ, PH 
以 ， 杂 末 条 件 C 1 了) 成立 ， 我 们 虱 已 给 知道， 全 部 特征 值 i, 都 是 正 
ËJ, 
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detA Aidat AD。 
ATOE ЖИ ТҮЙ F AERE ААР RE 892538, RENE hi HFA 
的 正定 性 推导 出 所 有 有 汐 丰 的 正定 性 。 此 方法 是 考 庶 所 有 最 后 # 一 k 
Takit BPA Æ AUE х, ШЖ 


x 


> 
x == 


0 J, 
А, + хь 
[| xTAx= (х1, 0) | | Ja. 


* * 0 

TE, ШЖАЛИ ДИ ЗЛЕДЕШ ЕКхйх” Ах> 0, ЖА, ШЕ, xB 
AREF Hana Аха 0, AEREE T SLA, ЛУ, ИЩ, 
我 们 应 用 于 4 本 身 的 那些 论据 ， 问 样 也 适 于 4,。 其 特征 值 ( 与 4 的 
特征 值 4 ,未 一 致 : ) 必 然 为 正 ， 且 直行 列 式 为 其 特征 值 的 乘积 。 

现在 ， 我 们 来 证明 如 果 条 件 ( 玫 ) 成 立 ， 册 条件 ( 罗 ) 亦 成 立 。 这 
ФАННИ, УТРЕ 4 的 行列 式 与 主 元 素 之 间 有 直 接 的 联 
系 ， 根 据 4D(217 式 ， 第 KE 个 主 元 中 AE det4 和 det4 10 И, 
些 ， 俏 车 所 有 行列 式 均 为 正 值 ， 则 所 有 广元 亦 将 如 此 ， 甩 正定 乞 阵 
PARTEI, 

BEH, WEN K 成立， 则 准则 (4 工 亦 成 立 。 给 定 了 主 
元 素 为 正 , 我 们 就 必须 要 推导 出 x”Ax> 0 。 这 正 是 对 于 —W H PE, 
我 们 用 完 人 金平 齐 的 方法 来 证 明和 过 的 和 情况。 为 了 证 明 任 意 阶 入 阵 也 有 
相同 的 结果 ， 窜 要 下 列 主 要 还 实 ， 在 对 称 矩 阵 的 Gauss 消 元 法 
р, „еж ПОР р КЕЛИНЕ (К 参看 IM), FRH 
ЖА == LDU2E3S A= LD", 


例 
2 一 | 0 1 0 0 
—1 2 =i — ı ,| 
A= = 
2 
0 —1! 2 0 一 了 1 
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1 
3 1 _ 0 
2 » |=їрюм. 
0 1 —— 
4 З 
3 0 0 1 


Е Ыл", MAWRA, ФПИ ЗГ УЛП. Нон ETE 
平方 项 的 系数 : 


l 0 0 2 
+ 1 O 
x"Ax=( u v w) 2 5. 
2 р 4 
0 8 1 x 
1 =y 0 u 
v 
2 
9 1 —— | 
3 w 
0 0 1 


(куо зуе 


正 的 主 元 保证 x”4x> 0, АТТ ЕСУ) НЕСІ). 这 样 ， 
就 完成 了 定理 的 最 后 一 步 的 证 明 *。 在 复数 的 情况 下 ,对 于 Hertmite 
ЖЕ А= АЖЕ FE К ЖОЕ. 

ЗАЛЫН 3 F(E ) 188] 830, АНДАА ЕЛЯ HB: А, 
ИЯНЕ Ж%® ЖК. WART. жир, REEI нр 以 检验 
石 下 角子 矩阵 的 行列 式 。 RE, ВИЦЕ Ер, 
它 从 某 个 对 和 元 :开始 ， 以 其 作为 第 一 个 子 抵 阵 ,并 且 每 次 增加 一 
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DS DAPRE, 
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个 县 有 相生 号 码 的 新 行 和 新 列 。 特 别 地 ， 算 阵 4 亚 定 的 一 А-ДУ АЕ 
件 瑟 是 ai 为 正 ， 这 答 是 x2 的 系数 。 热 而 正如 我 们 从 例 于 中 所 看 到 
的 那样 ， 单 看 对 角 元 是 远 不 够 充分 的 . 
无 论 在 怎样 的 情况 下 ， 主 元 4: 都 不 能 跟 特 征 值 2 ;混为一谈 ,对 
于 典型 的 正定 扼 阵 ， 这 是 两 个 截然 不 网 的 正 数 集合 。 在 我 们 的 三 阶 
第 阵 的 例子 中 ， 妥 用 行列 式 的 【 准则 (页 ) ) 准则 或 许 是 最 简单 的 ， 
detAÀA;—= 2, detAs= 3, detA, =detA= 4 
TARER, 70 Е a. ERIAS RANTE 
主 元 为 di 二 2 ， 中 一 3/2，ds 一 4/3。 通常 ， 应 用 特征 值 准 旭 是 最 为 
么 锁 的 。 但 是 ， 对 于 这 个 例子 ， 我 们 知道 它们 都 是 正 的 ， 
4 = 2 —- 2 ， ha 一 2 ，，has 一 2 + 2 , 
我 们 指出 ,虽然 ,最 后 一 个 准则 用 于 具体 的 矩阵 4 是 最 复杂 的 ， 


ШЕЕ ЕЯ АО, 
练习 6.2.1 Е TIER ВЛЕЕ Е 

2 一 ! 一 1 .1 Q 1 
人 2 1 |, s-o 1 Ü 
一 1 一 1 ,! 1 0 1 

{1 1 1 

C ==] 1 2 2 

1 2 3 


ЕЛЖ Вер" ,将 x”Bx 二 志士 :十 w? 十 2ww 记 作 平 这 和 的 形 
式 。 
练习 6.2.2 建立 一 个 其 最 大 的 元 素 位 于 主 对 角 线 上 ， 例 如 ， 
1 


а Й 
а ] a] l||< i, 181<1 
Вв а 


1 
Н. ЗЕТЕ Е (ideta), 
练习 6.2.5 RIER AEE, REEMA NA NRE, 
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练习 6.2.4 WEERA MBEE, REE ВЕ A+ ВЕЛЕШ, O 
BEEM I— W H, зе: 

希望 大 家 允许 我 再 引进 一 个 正定 性 的 准则 。 实 味 上 我 们 已 经 很 
接近 这 个 准则 了 。 它 应 该 使 我 们 更 好 地 型 解 前 还 备 准 财 。 

6С 矩阵 4 正定 当 县 仅 当 它 满足 条 件 

《Y) 存 在 这 样 的 非 奇 拭 怎 阵 双 ， 使 得 

A=WTW 
如 果 些 新 的 条 性 成 立 ， 山 

хт Ах=хТҮҮ ТҮЙ х= || Wx] * (T) 
这 个 量 当 然 是 正 的 ， 或 者 至 少 是 非 负 的 。 关 键 的 问题 是 对 于 非 零 疝 
量 x ，Wx 基 否 等 于 零 。 由 于 W 是 非 奇 异 的 ，Wx 二 0 只 可 能 在 x=0 
时 发 生 。 记 以 准则 LY) 就 蕴含 了 准则 (中 ，x”Ax> 0 对 于 所 有 非 零 
HERY., 所 有 这 一 切 很 象 3V 中 加 权 的 最 小 二 习 法 。 最 通用 的 长 
ERRE | х1, ВЗЕТО НЕД ИЕА ТЮ, 

BE, ЕЧЕН, ЯМА АЕС) (W), БАТ 
HERERO). 5E, {Пт ЗНАЕ РИ, 实际 上 ， 我 们 已 
两 次 几乎 做 到 了 这 一 点 : 

(i) 在 主要 定理 证 朋 的 最 后 一 步 ， 曾 建立 了 第 АПШ Ж 
LDL7。 由 于 矩阵 4 的 主 元 是 正 的 ， 那 么 如 选 对 角 阵 作 光 w 了 3， 同 时 
其 对 角 元 为 相应 主 元 的 平方 根 ， 唱 我 们 本 得 到 A 的 分 解 : A= L 
DV DL'"。 这 样 ， 克 的 选择 之 一 为 上 兰 角 符 阵 v 卫 ZL?。 这 就 证 
明了 条 件 (K) 蔓 含 着 条 件 ( 工 )。 

Gi) ” 另 一 六 法 ,用 条 件 (I) 而 不 用 条 性 (CW)， 会 给 出 另外 一 
АЗЕ ШҮ, AERA 的 特征 值 均 为 正 值 ， 瑟 其 特征 钢 量 构成 一 个 
使 4 对 角 化 之 正 交 矩阵 如 ,那么 4 的 分 解 

A=049"=0/ AV ЛОТ= (VAQT) (V AQ). 
这 样 ， 环 就 具 和 有 了 和 心理 学 家 用 之 进行 主要 碟 份 分 析 的 同样 的 表达 
` 此 为 所 请 Cholesky( 88393 HA LASATE F =F B RZ 
hr. ЫН Gussi AAs LOLTILEŽID дй Ж Sh yk Me ЛУН И 
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sQ, 

练习 6.2.5 如 果 a =[ 271 DS AWANA 
w. 

练习 6.2.6 Ў Б-Н А КРЕК Олот , 从 
ЖИШШ АРИ ЛҮП, ЕЕН LR = A, КА НЕН Г 
Jy AG 所 以 不 难 证 明 R 是 4 的 唯一 对 称 正 定 的 平方 根 。 册 时 六 也 
是 克 的 另外 一 个 可 能 的 选择 。 

练习 6.2.7 WRR A REER, ACEI, KEE 
阵 B 一 C7AC 也 是 正定 的 。 

练习 6.2.8 жЕр ( ATHARE, RNE 
可 称 非 对 称 矩 阵 4& 是 “正定 的 ”。 对 于 这 样 的 矩阵 , 尽管 x*Ax 可 能 
复数 ， 但 是 ， 它 的 实 部 一 一 (x8Ax 十 x#ANx ) 将 是 正 的 。 

(а) 证 明 ， 对 于 这 祥 的 矩阵 ， 它 的 每 一 个 特征 值 的 实 部 都 是 
正 的 ( 提示 ， 考 虑 向 长 Ax= (atif) RRE 

(b) 以 二 阶 三 角 和 矩阵 为 俩 ,证 曲 莽 至 在 矩阵 A 十 及 为 非 正定 
的 情况 下 ， 该 二 阶 三 第 矩阵 之 特征 值 亦 可 能 为 正 【 在 5K 稳 定性 理 
论 中 ， 对 于 方程 & = 一 4z 来 说 , 负 定 的 4 十 4 曾经 意味 着 其 解 在 每 一 
ИНАТ О, BERTCE, 方程 也 可 能 是 稳 定 的 。 

练习 6.2.9 写 出 算 阵 4 为 负 定 的 条 件 。 请 特别 注意 А ТЕЕ, 
detf 一 4) 和 det4 之 同 应 有 何 种 联系 ? 

п 836 

机 了解 一 个 正定 抢 阵 的 几何 意义 ， 方 程 x*4x 一 1 为 关键 问题 。 
满足 此 方程 的 诸 向 只 xx 均 倍 于 天 维 空间 之 某 山 面 上 。 现 在 我 们 来 证 
明 ， 这 是 一 个 精 球 。 或 者 更 洪 确 地 说 ， 是 中 心 在 学 标 原 点 的 5 维 椭 
PR. 

p Вл = 1 БЕ | H. xTAx=2u? 290+ 
20% =], ЖА, УНТУ, TOTEE а ви ВРА 
їй, HUARAZ ОЧА, = 1 ЯПА. = 3 为 系数 ， 
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2u2— uu +20? =+) 


中 


判定 括号 内 之 天 达 式 ,我 们 记 之 为 四 和 ,那么 ,该 方 程 将 具有 六 ?十 
322-1 的 形式 ， 其 图 形 将 是 通常 的 梢 回 。 其 长 轴 之 端点 为 点 多 一 


1, Z=0 , Biji Z W AAW = 0, 2= =, АЕ, KEHE 


ТЛА, ДНЕ Вр v A (6.2). ИК, ХИ 
ЛАБОН АНОРА Ех, = (И, 1v2 ) 和 xs== (1⁄2 , 
—1/ 2 ) 之 方向 相 一 致 。 这 表明 ， 正定 性 的 几何 意义 与 需 阵 的 特 
征 问 量 和 特征 值 是 紧密 相关 的 。 


# f | 
` з От, 307) 


图 6.2 #242-242 + 2yt= F 
如 时 我 们 懂得 方程 (8) 的 演变 过 程 ,那么 ,对 于 任意 的 曲面 x7Ax 
一 1 ， 我 们 也 可 做 同样 的 安排 。 关 键 的 步 又 照例 是 利用 正 交 矩阵 吕 
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Xi EER A: QT до= ARAS pA", Ж РО EA M AB 
单位 特征 向 量 x;,， 这 就 得 到 了 平方 和 的 形式 ， 


: ! А . 
XTAX= (7) X X: "X, | | `. | | : 
| | 


=} xin) 二 Cx). 
тай. 我 们 引进 新 的 变量 y хх, 6, y. = x, x-— 0 ЖЯ W: T 
Ў, ЈА y= Txi H A E Ee 
XTAx=À y +. L Ay. 1 
这 是 一 般 情 说， 方程 (8 ) 只 是 它 的 一 个 特 鲍 。 甚 至 在 这 个 一 般 铺 况 
T, GETEM, WAEN- TREY SIVA уз уау 
二 0， 该 点 位 于 长 轴 之 端点 ， 并 且 商 坐标 原点 最 返 。 上 开外， 对 应 的 
ШЖ х 是 第 一 个 特征 铅 基 的 倍数 ， 或 者 确切 地 说 x 一 xyv Al 。 在 图 
6.2 上 此 点 标 夺 字母 P。 离 坐标 原点 最 近 的 点 位 于 短 轴 的 端 点 ， 县 
TERRY = y == y, = 0б, y,=1/v 加。 在 图 6.2 上 ， 这 个 点 
标 有 字母 P" 。 它 位 于 最 后 一 个 特征 阅 居 xs 所 给 定 的 直线 主 。 中 间 特 
TE a БЕЯ И ЕР jh. 
60 ”很 设 友 古 正定 的 矩阵 ， 并 且 它 的 单位 特征 问 量 是 矩阵 旭 榴 
列 ，A4 二 .187， 出 旋转 变换 y 二 "x 产生 平方 和 
x Ах=х'ОЛОТх=у' Ay 
=A y ty (10) 
Jri Ax= lfid HER, Ж) eina. ГОХИ. 
FRNY’ Va, e, ZAE, ХШ, BITA Жули ЖЇР A y t= 1 
йы. ЗОН 0 (i=j, i=1, 2, =, n), RESER AW 
特征 向 景 所 给 出 的 直线 上 ， 并 且 对 应 半 轴 的 长 度 为 1Aw 2), 
练习 6.2.10 桶 加 必 十 4o* 一 1 对 应 卸 阵 A=| 00 |, ШШШ 
А ВОЕН ЕТ Е, ЭРА НЫХ А), 
练习 6.2.11 MORIL REPR A 2 ЫЛЕ, ЗЕЛ 8 Зи? 
= 2. но wt = EATER, ЭН ЕА. 
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856.2.12 MAARJAST, ОДНА, t Ay H Asy 一 
дару УАВ. АРТЕЛИ Т, MARIL 
征 值 为 零 时 ， 描 绘 出 各 种 可 能 形式 的 曲面 ， 


S6.3 ЖЛ ЖЕЕ 


йй ГОП ЕНЕР. Ах=АВх 


БЕЛЕ РЕН тазда. ЖЫ, Е НЕ РДЫ 
撒 天 一 点 。 

我 们 认为 这 里 有 三 个 问题 . 

(1) 半 正 定 矩 阵 的 准则 。 

(2) 对 称 托 阵 的 特征 值 和 主 元 之 疾 的 关系 。 

(3) “推广 特征 值 问题 4x 一 4Bx。 

对 于 第 一 个 问题 ， 我 们 可 以 很 容易 地 给 出 答案 ， 因 为 对 此 所 要 
作 的 工作 已 经 完成 。 第 二 和 第 三 个 问题 取决 于 对 称 和 矩阵 的 所 谓 “ 慨 
性 ”定律 。 共 数学 的 观点 来 看 ， 该 定律 乃 是 本 节 的 主要 结果 。 此 定 
律 的 推论 之 一 有 是， 特征 值 的 符号 决定 主 元 符号 。 而 另 一 个 推论 是 ， 
如 果 和 矩阵 BB 正 定 ， 那 入 问题 4x==4Bx 的 特征 值 与 道 常 的 Ax= Ax 的 
特征 值 有 相同 的 符 导 。 问 题 4x 一 1Bx 的 特征 向 量 “ 彼 此 正 交 ”， 但 
方式 与 前 不同 。 对 于 应 用 来 说 ， 推 广 的 特征 值 河 题 是 非常 重要 的 。 
我 们 在 本 节 中 研究 一 个 例子 ,在 $6.5 中 再 研究 一 个 与 有 限 元 方法 
ARHANT. 

HTEERER, EEZ Е РАНД EE EB 8 W ЖОШ 
+. 

6E 下 列 每 一 个 准则 均 为 怎 阵 4 尘 正 定 的 充分 与 必要 条 件 ， 

CI) x74x20 对 所 有 疝 量 x 成 立 。 

CI) ARDHE EA. А20. 

(H') MARETE БИ АЕЛА К Үз. 
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(K) ARELL ERASO, 

(VO АУА = ТУУМ (яр дареб). 

HUB АШКА ко, Ш хт Ахир ү д r 个 完全 平方 之 和 。 

х 4XZ20 和 0 之 癌 的 英 系 ， 这 十 基 主要 的 ， 完 全 如 前面 所 
№, AIMEE АУ=ОЛОТ Ж 

xTATx=xT QAQ x= yT Ду 
=) yi T + i (11) 

并 县 当 所 有 为 非 负 时 ， 此 式 亦 为 非 负 。 如 果 肥 的 秩 为 上 ， 则 有 + 
个 非 堆 特 征 值 和 个 完全 平方 。 

至 于 答 阵 4 之 行列 式 ,由 于 它 等 于 4 之 所 有 特征 值 4 之 乘积 , 所 
以 亦 必 非 负 ， 上 既然 原 和 矩阵 4 之 记 有 主子 阵 亦 为 半 正 定 ， 则 它们 的 特 
征 值 和 行列 式 也 必 汪 0; Е, RITEAR TENC OGER 
4 之 主子 阵 是 用 去 撞 同 椒 号 之 行 与 列 前 方法 构成 的 。 例 如 ， 去 掉 第 
一 和 第 四 行 和 列 ， 对 于 子 阵 来 说 仍 将 保持 其 对 称 性 。 对 于 主子 阵 阿 
时 也 保持 六 正 定性 ， 如 果 对 于 所 有 x， 均 有 x”4x 守 0， 则 当 x 的 第 一 
和 第 四 分 量 为 零 时 ， 此 不 等 式 依然 成 立 。 ) 这 里 的 新 情况 是 ,( 夏 /) 
ЕЛЕЙ ЕЕ, ЖАЗЕЛ ТУЕ ЕЛАР. WW, ЭПЖ 
жй КОЕ E 8415125328 АШ. Mu, [50 Jyp 
定 矩 隆 ，| 8 ”| 为 半 负 定 矩 阵 。 对 于 半 正定 短 阵 来 说 ， 其 主 元 仍 
为 行列 式 之 比 ， 从 而 为 非 负 值 。 雁 一 的 问题 是 可 能 需要 行 交换 。 为 
了 不 破坏 逢 阵 的 对 称 性 ， 我 们 应 同时 交换 相应 的 列 。 这 就 意味 着 ， 
“对 称 消 元 ”不 是 对 矩阵 PA 而 是 对 矩阵 了 PAP” 实 现 的 ,既然 此 种 交换 
仅仅 移动 了 主子 阵 ， 耐 保持 了 它们 的 行列 式 不 变 , 故 (于 /稳妥 地 效 
НЕСК). r aK, AFANA TEER E, H 
d. ===. == d,= 0, 

о, RIRI BIRRE ЙГ PAP =LDL" ( АР" 
LDL P ) 的 分 解 英 系 。 同 时 ， 这 里 的 对 角 阵 也， 其 对 第 级 上 为 非 负 
WEI. ТАКЕР И =v DLP, ТЛА УТУУ, ШЫ, 
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我 们 建立 了 条 件 (Y 7 》， 而 出 (TY 人 立即 导致 《 工 )， 因 为 4xaa 
хх | Wx | 0 ， 这 就 完成 了 所 要 证 明 的 论点 ER 一 个 


и, 
B] ж 
2 一 1 —1 
л-[ м1 аа | 
一 —1 2 
ТУНЕР БЯ В, 


СПГ) ЕНА, =0, 4 一 43 一 3， 非 负 。 
《于 ) 所 有 的 一 阶 主 子 阵 行列 式 都 等 于 2 ， 二 阶 者 都 等 于 3， 
detA=0. 


(WORA 
И 0 0 
2 一 1 一 ! 3 
—1 2 -| 2 2 
| 
一 1 一 ! 2 | [a 3 3 
9 2 2 
[2 о 0 
lo _ 3 0 
1 T3 
Lo о O 


ДАЖ 32600,2, d, =3/2, d, =0, | 
练习 6.5.1 ЖУГЕР ЫБ А, ЖШШЕ W, 3£ E x7Ax 
= [Лх || * tg kW ЕЛЕП ӘЙ, Z= HE s= al rR Н ИЩ lx” Ax 


= |, 
练习 6.5,2 ШБЕК НЕИН T YE BF 
111 
a-f: 1 | 
1107, 
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ШИЕВ Негев, WA = В EEPL, 

Bn, PERZ ATAT RARE OS ATEA AT 
Шы ЁН ЕУ В Л ena ИЛЕШ А, ЈЕЛЕ Ms BE A 
+1, JEBTE, AAE TIIR E Te, MU 
(IRERE AA E e = ont, ТИЛЕН. 


合同 变换 及 惯性 定律 

在 本 书 的 前 一 些 部 分 ,对 于 消 元 及 特征 值 问题 ,我 们 曾经 把 重点 
放 在 使 原 矩 阵 简化 的 基本 运算 上 。 在 每 一 种 情况 下 ， 最 主要 的 是 楼 
知道 该 矩阵 的 哪 坚 性 质 是 不 变 的 。 当 某 一 行 减 去 另 一 行 的 倍数 时 ， 
“不 变 者 ”的 清单 是 相当 长 的 : 楼 ， 行 空间 ， 秩 和 行列 式 艾 不 变 。 
头 寺 特征 值 问题 ， 基 本 运算 曾 是 相似 变换 А5745 (8 А – 
MAM) ， 而 特征 值 本 身 是 不 变 的 《根据 附录 B， 共 车 当 形 亦 不 
变 ) 。 现 在 ， 藉 于 对 称 卸 阵 ， 我 们 提 击 同样 的 问题 ， 对 于 wx”Ax 来 
说 ,什么 是 基本 运算 ， 什 么 是 不 变 的 ? 

进行 变量 的 变换 是 对 二 次 型 的 基本 运算 用 某 非 奇 民 年 链 C 通 
过 x 二 Cy 把 新 的 向 量 # 与 原来 的 < 联系 起 来 ， 于 是 二 次 型 就 变 成 了 
形式 办 CA4Cy。 因 此 ， 对 于 二 次 型 理论 来 说 ， 堪 称 最 基础 的 运算 就 
хафт, 

АЭС?АС, CH АЕР ЛАД. 

ИКЕ R TARRE, AAH A A CTAC {5 Ж XI 
У, BE, ТЕНЕ ЕН, РА УРАЖЕНЕ 
ХЕ НҮШ) 西 勒 维 斯 特 4Sylvester) 惯 和 狂 定 德 给 出 了 该 问题 的 管 案 。 

6F СТАСЯ АНТЕ А НЕТИ, ТТР ОСЧ 
ТТН. 

HEZ, HERH СЭРЫ ЕН Рр), тера 
rh AE S EB. ОЗЕРА Е ВН, yy Л, W EE АДУ 
Эгар), ЯНА, СТАС B ЧК Ар RIN, PPM ЖИЕ {ДЕ 特 征 
f(E САХНА, RITTAA йр ИРА HIRA el, ЛТ 


z090. 


Feco), 

ВЛЕ, АЛК УУ, ВРЕ НАЛ Аі 
Пани Н у Т Фр, НЕС SU ВО T ASEESECOD 
ЖЕТЕ ЗЕН OHARKA, БИЕ EAR, H+t=087/ 
С(0) = С, =, СО)= 0, ЖА, ЕЛАР І, СТС) ACC) 
НАЧАЛ АСТ АСО ЕА ИУ ОТ АОВ ЛЕН, УС (0) 中 
МЯ, КСТ(туАС(тУ ВАО R (ER 
таа ТІ) .因此 ,对 于 年 阵 C74C 来 说 :其 大 于 零 的 特征 值 
ЖЕ TEA REE ЖКН ЛЖ БОБ ОТАОНА. ШЖ А T 
SBI КОЕ ОТ AQ = QAQ ИЛГЕНИ ЕИ ИШИ, ВЕЕ A 
也 有 与 上 述 数 昌 相 同 的 正 的 和 负 的 特征 值 *。 于 是 6F 证 完 。 

йт 如 果 4=I， 则 CraC=CrC， 卫 此 算 阵 为 正定 的 《在 条 忻 
(УНС). З АЕА ЕСС 之 所 有 特征 值 均 为 正 
数 。 符 合 惯性 定律 。 

例 2 如 果 和 4 二 | 0 |. MERC ACHAR: 

detCTAC= (ае) (detA) (4е1С) = —(4е1С)*< 0. 
УШУНАН КИ, СТАСА ВГ — IE Pb fE Ë Tn 
ДЕНЕ. ТРЕЕ ЕАУ, 

ЁЗ 惯 福 定 律 的 下 述 应 用 是 很 重要 的 . 

6G 对 任 一 对 称 知 隆 A 来 说 ,其 主 元 之 符 叶 是 与 其 特征 值 的 符 
号 相 一 致 的 。 夭 隆 妇 的 正 特 征 什 数 具 ， 负 特征 值 数 自 和 零 特 征 值 数 
目 分 别 和 主 元 年 阵 呈 的 正 ， 负 和 有 堆 主 元 数 吕 相等 。 | 

RHA, А=ОДО", ОП ОПЕЗЕ , ИЮЛЕ, Ж 
УЙЕ А 的 特征 值 。 乔 勒 斯 基 公 式 为 ; 

А=1рі", s2D=L-1A(LT IIO)AC 10)7 (13) 
› 下 是 在 这 里 ， КЕЕ Q Pt IE E J. PEHAR Q br ЫЗ inGram-Schmi 
НИ РШ EBR C ИПИ Ж, Ж, С QR, ЁЕЕЕҢИБИЛЕ F = f sm 
Pr. ЖА, TARER С=О а - DQR= QUI+( -从 RI EN SR C H 
QAER WOX E, XER, 101}, ЕСОН. BAO ATAA 
ФЕ. m Е—ЖЛ Г (1 - 3538 EYA ЗЕРЕ. 
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REC= (17 10)". WA, PEELE, DEC AC RE 
4 且 有 同 符号 的 特征 值 , DDASS teyp EJE I pA EE A АЧ: Ж. 
因此 ， 和 矩阵 和 的 正 特征 值 的 数目 与 其 正 主 元 的 数 月 相 一 斑 。 

练习 6.5.5 对 知 阵 C 一 | 29 | 和 4=| ! f шя 
C ACHR ARTIES IGRE., METAG ЯЕ 链 
CO), ARRACHE EREN ОШ И? 
练习 6.8.4 ”利用 主 元 的 符号 ， 证 明 乍 陈 
130 


л=[з т] 
„0 Т 6 


А АУЕ ЫР . ЛОНА ИЕ АЧ 21893590, 并 证 
H, ERE A 的 特征 值 加 2 Ska E 12 E ЛЕА, АТИН: A А 
Е ЕС СОВЕ ВЮ. 

АИКТ ЯКИН ASIS, АЕ 
的 第 一 个 实用 方法 《1960 年 前 后 ,这 曾 是 一 个 占 支 配 地 位 的 方 活 ， 
在 仍 不 失 其 妙用 ) 。 共 中 心 轴 想 是 不 断 分 币 不 定 区 间 ， 一 旦 我 们 并 
道 了 一 2<4<0， 则 下 一 步 就 要 求 出 4 大 于 还 是 小 平 一 1。 SE 阵 4 十 了 
的 特征 信 等 于 矩阵 4 的 特征 值 加 1， 放 工 ， 我 们 发 现 ， 
其 主 元 之 一 为 负 值 BIE, BORRET ， 再 下 一步 就 将 研 
АЕ A -+ 2 此 矩阵 仍 有 一 Ел. 191, Таа, 
等 一 步 进展 一 个 二 进 制 位 ， 

ЖТ КАЮ, ， 这 种 方法 过 于 费力 ， 因 为 每 一 步 要 进行 8 /6 
次 送 算 才能 求 出 整个 矩阵 的 主 元 。 但 是 ， 如 果 在 计算 之 前 ，4 能 够 
如 在 $7， ni 变 换 成 三 对 角 和 矩阵 的 活 ， ЖА, TER 
闻 的 每 个 对 兴 分 制 ， 只 要 进行 2 次 乘法 。 这样， 消 元 就 可 以 实现 得 
很 迅速 。 用 逐步 明确 不 定 区 间 界 限 的 方法 求 特 征 值 的 过 程 就 会 变 得 

FRE. 这 便 是 所 谓 Givens 吉文 斯 ) 方法 。 
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推广 特征 值 问题 

我 对 经 济 学 不 地 肖 定 ， 但 我 知道 ， 物 理学 ,工程 学 和 统计 学 通 
常 都 希望 在 特征 值 问题 中 产生 对 称 算 阵 。 然 而 ， 它 们 可 能 产生 两 个 
而 不 是 一 个 矩阵 .Ax 二 4x 问题 可 能 被 Ax 二 48x 问 题记 取而代之 。 作 
为 这 种 情况 的 一 个 例子 ， 我 们 来 讨论 一 下 两 个 不 等 质量 的 运动 疝 

根据 牛顿 定律 ， 对 于 第 一 个 质量 Fi = 由 io， 对 于 第 二 个，Fs 
== таз, ЗАТОА Р.Я, ЗАРЕ, Е, 也 与 
胡同 。 其 物理 意义 我 们 描述 如 下 ， 如 图 6.3 所 示 ， 两 质量 的 位 移 分 
уои, AEREE AF, = 20+, F= 2 w. 
ЛЖ МЕМ, НАТИ, У=А: Y DDR BES S, 


_ КБ | 0 @?н — 2 1 
总 3, и . 
0 т, jdt 1 一 2 
ЖОШО НАН АРН, Mim, 一 ms 一 1， 我 们 便 又 加 到 了 原来 的 系统 
三 Aw。 耐 现在 是 Bw = Ан, f “BO ABBEB” ， 当 求 指数 解 ех 
В, PE T A E 
+ 293 ` 


Bu” == AWST B(io)*et'tu= Ас С*х, 
Hke, MARE Go), 我 们 得 


— 2 1 0 
Ax= АНХ | КБ |. (14) 
l 一 2 Ü Bts 


ДЕЯ А ВЕНЕ Т, RRRA HI. AR, АИД 
多 项 式 方程 det(4 一 45) 一 0 的 一 个 根 。 如 有 于， 在 这 里 我 们 选取 了 一 
I ， 则 我 们 浆 四 到 了 通常 的 方程 dett{A 一 4D) 二 0,。 

TER Hem =1, m 一 2 的 例子 : 


一 2 一 A] 
det( > | Aa] + 
_— 31 3 
А a= 


两 特征 信 均 为 针 什 ， 且 两 自然 频率 为 @, 二 一 大。 相应 的 特征 值 向 
异 x 可 用 通常 的 方法 计算 出 米 ， 
一 1 一 w 3 


1 
(A— 4: B)x = 2 x 一心， 
1 1-м 3 
“x — 
х= 3 1 | 
1 
= 1 +V 3 1 
(A—A.B) x. = 2 x= 0, 
i 1+3 
Ы 
一 上 


这 些 特 征 问 量 将 给 出 正常 方式 的 振动 。 在 较 低 频率 @, 的 情况 下 ， 两 
质量 一 起 振动 ( 疝 同 一 方 闪 移动 )， 其 差别 在 和 于， 第 一 个 质量 最 大 之 
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位 移 裤 为 v3 一 1 完 0.73， 而 第 二 个 ， 即 较 大 之 质量 ， 由 于 荣 种 原 
H, ШЫР K UBA. Р КО, ВН F, E у АЯ. 
TARRI S, ARN EAA НЛ, 23, Ж ДМД ЕС 
会 较 运 地 所 高 平衡 位 置 ， 

如 果 8B 能 预先 被 分 解 成 W”? 璇 的 形式 《正如 紫 例 中 那样 ， 这 里 
我 们 认为 站 为 正定 矩阵 ) ， 那 么 下 述 理论 是 很 容易 解 大 的 。 做 过 变 
景 y= 二 Wx 的 埠 换 之 后 ， 方 程 Ax 二 4Bx 一 2W?Wx 就 变 成 了 AW "1y 一 
ДУ 23 的 形式 。 现 在 我 们 用 C 代 埠 全 "并 将 最 后 一 个 方程 ЖЕШ 矩阵 
《7 一 C7 ,就 使 之 变 成 了 单一 矩阵 C7AC 标 准 的 特征 值 阿 题 ; 

CrACy 一 ?yy (15) 

Др Жр ШЕ {Д А, ЕЕ Ах = АВРЕН А ГАН, ЕТА БЁЛЕ 
ИЖ ЖУ =W<x ЖЕ ЖИ”. ЖООЕЕСТ АСУ} ШШ 22 S H: 
4x 一 4Bx 的 相应 性 质 ， 

(1) 共 记 有 特征 值 均 为 实数 ， 

(2) 根据 惯性 定律 ， 其 特征 值 与 矩阵 4 之 特征 值 具有 相同 的 

(3) 特征 向 量 六 是 标准 正 变 的 ， 故 蕊 特征 向 基 x,“ 了 如 -标准 正 
жу" 


如 果 守 一 了 ， 


1 
1 = xW T = y y ;= 
x; Ax; Xi Ух; Mi yj P mF і +j. (16) 
WR АВЕ 2 3], РА СТОИ 57 В<=1, AE, 
23 WIR i = j » 
XTAx;= A;xTBx;= $ тј. (17у 


ШАРЕ ТЕЛА, ООЙ 5" А5, ЕТТ AEREE 
WRZ. S 2 АЛВА Я В 同时 对 角 化 。 
这 一 事实 的 几何 意 义 我 们 还 没有 很 好 地 理解 。 在 正定 的 情况 


` 产生 单一 矩阵 的 一 B DDR JE B Ar= т, BD 14 不 一 定 是 圣 称 矩阵 。 我 
Wi ADF B p- ETARA, ВАТЕ СТ АС. 
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`P, хїАх= 1 АХ" Bx= 1 BIRTA ЕВ, 8, Лх Бс 
Ма е рар ВА ЕТ “НЕК” ТЕУ ААН: ( 并非 纯粹 的 旋转 ， 因 为 $ 
A 28 Ж ) 。 
xTAx=zTSTASz=¿ zi teet Al, 
ZX 一 9S7BSz 一 7 十 十 2 一 1 (18) 
其 实 ， BORRIE- F BIR: 3428. ЕРЕК Ж ҢЫ di ЛЕЛЕ 
之 处 ， 世 可 以 和 容易 地 稼 述 如 下 :只 要 征 阵 互 正定 ， 推 广 特征 倡 问 
B Ax= АВх% Бк EP A= хэс Г]. 
练习 6.5.5 在 上 面 我 们 讨论 过 的 m1 二 1 、m; 二 2 的 例子 中 ， 
ФЕНА ТЕ Е B EW, Mx Be 一 0。 如 果 两 质量 均 被 位 移 一 
ЛАФ, оо Т, мо 1 ， 然 后 被 放 开 ，, 求 出 合成 运动 二 
9aieosmDitX1iTaascosoarxa 中 的 系数 sj。 第 一 个 质量 能 够 偏离 平衡 位 
性 的 最 大 距离 是 多 少 ( 当 两 个 余弦 相应 党 于 十 1 和 一 1 时 》? 
练习 6.3.6 求 出 


B А г} 
— 3 б 18 | 1 4 
芍 转 征 值 三 特征 问 量 。 
练习 6.5.7 ИОНИ AMB ATERA, MWA Ax 


二 4Bx 可 能 兵 在 揽 特征 值 。 举 一 相应 的 例子 。 
86.4 最 小 原理 及 Rayleigh 商 


现 已 接近 林 书 之 尾声 ， 在 这 一 节 中 ， 我 们 糙 第 一 次 偏离 线性 方 

ж, RAHE x REAP Ax =b A= ixi, Mi E 
理 来 确定 。 

使 人 凉 奇 的 是 ， 主 许多 有 多 卓然 定律 者 可 以 最 小 原理 形式 形 还 出 

米 。 重 液体 一 沉 到 底部 的 事实 ,就 是 使 其 势能 最 小 化 之 后 果 。 当 你 

坐 在 弹 复 村 上 ， 或 者 躺 在 钢丝 床 工 的 时 候 ， 弹 徐 就 会 调整 它们 的 状 

态 ， 针 果 也 是 使 其 势能 好 小。 当然 ， 也 还 有 一 些 “ 阳 春 白雪 ”的 二 
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T: 一 幢 大 楼 ， 和 好 似 一 只 非常 复杂 的 椅子 ， 承 受 闭 其 本 身 的 重 基 ， 
而 建筑 工程 学 最 基本 的 原则 ， 在 于 使 总 能 量 最 小 。 在 物理 学 中 ， 有 
最 小 作用 量 “ 作 用 积分 ”; 插入 一 杯 术 中 的 一 要 镜子 在 术 面 处 看 起 
沫 似乎 是 折 的 ， 这 是 因为 光 选 择 传 播 途 径 合 之 到 达 你 的 良 睛 尽 可 能 
快 的 缘故 ”。 

我 们 必须 马上 不 说 ， 这 些 “ 能 其" 不 是 别 的 ， 正 是 正定 的 二 次 
型 。 亚 然 ， 二 次 型 的 导数 是 线性 的 。 因 此 ， 当 我 们 使 所 有 一 防 导 数 
都 为 岭 时 ， 最 小 化 就 会 引导 到 我 们 所 熟悉 的 线性 方程 去 。 本 节 中 ， 
我 们 的 第 一 个 贞 标 是 找 出 对 应 于 4x 一 5 的 最 小 原则 ， 以 及 对 庶 于 4x 
三 和 5% 的 最 小 原 刚 。 我 们 在 有 限 维 范围 内 要 做 的 举 好 是 变 分 法 在 连续 
阿 题 中 店 做 药 事 情 。 在 后 一 种 情况 下 ， 一 阶 导数 为 零 将 给 出 一 个 微 
分 方程 《 欧 拉 方程 ) 。 在 每 种 情况 下 ， 我 们 可 以 自由 选择 ， 或 是 求 
出 线性 方 竹 的 解 ， 或 者 找 出 二 次 型 的 最 小 值 一 一 在 很 多 问题 中 ， 正 
象 下 节 将 要 表明 的 那样 ， 后 一 可 能 是 不 应 忽视 芍 。 

第 一 步 非 常 简 单 ， 求 出 其 极 小 点 为 方程 4x 一 5 的 解 药 “ 抛 物 
线 ”P。 如 果 碌 恰 杂 是 一 个 标量 ， 风 这 一 点 极 易 做 到 ， 

p (x)=——Ax*—bx, 县 - Ф = Ах Ь 


RPE ASE, WUUNDSR ISIL О WAF., JHA RME А Ер 
能 。 这 时 一 阶 导 数 为 零 ， 即 得 4x 一 b( 图 6.4) 。 在 多 维 的 情况 下 ,， 
这 个 抛物 线 转 为 抛物 商 ， 但 对 十 P 有 相同 的 公式 ,而 且 正 定 福 仍 是 
存在 级 小 值 的 必要 条 件 。 

EH ”如 果 4 为 对 称 正 定 抢 阵 ， 则 二 次 独 P (x) 一 一 x74x 一 
xb 人 在 4X 一 3 点 处 达 琳 最 小 值 。 

证 明 设 * 为 A&x==5 的 解 。 对 于 全 一 癌 过 yy ,我们 可 以 展开 

p(y)— P(X)= >: Ay yb — S" Ax-Fx”b 


- жш. КИЙА 3510932824 R О БЕЙТ, ДИҢЕ EAK БИИ Ер 
AEREA. Dk 33% 5700 2230 5 E. И, ЕР ИРИ eR RRE Ey 
иш. ЖАА Р UE ДЕ И ne ЖЫ А ter y A READ 
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Pri -&х руз ELER 


cao WHER (b) WERE 
8 4 DRR Р(х) 2 ЕЛ 


=—— у7Ау—у”Ах+ -x Ax 


=—,—(у—х)”А(у—х). 


НАМЈЕНЕ, ， 丰 此 乙未 不 为 负 ， 且 仅 和 在 ?> 一 x 一 0 时 。 才 会 为 
1%. ЖАНТ АЕР (У) ВРА ТРР (х), В ЕЛМИ АГ xk. 
练习 6.4.1 考 碟 下 式 记 给 定 的 方程 组 4x 一 日。 
2 =] Ü Xi 4 
ИШЕН 
0 —1 2 Xa 4. 
建立 相应 的 二 次 型 PCx:，xz，2x3)， 计 算 其 偏 导数 Paxi， 并 证 明 
这 上 坚 伍 导数 怡 好 在 原 方 程 的 解 处 等 于 零 。 
16.4.2 Кр, 1х ху+ту*—3у 和 PP 一 - 
ШЕ ДУШ. С 如 果 有 的 话 ) 1ГЕ Ж АХ TARAP? 
综 习 6.4.1 在 Ax=5 处 达到 其 最 小 信之 男 一 个 工 次 型 为 


l зо 
» эу 


0(ху=—,— İl Ax—b | = XA Ая 


—xrArb-+— bb, 


把 8 与 进行 让 较 ,忽略 常数 项 二 b?b， 在 最 小 值 处 我 们 将 得 到 什么 
方程 组 ? 在 最 小 二 乘法 中 这 些 方程 叫 什么 名 称 ? 

我 们 的 第 二 个 目标 是 求 出 等 价 于 4x 一 4x 的 最 小 化 问题 。 这 一 
点 不 太 容 易 , 我 们 所 选 的 函数 不 可 能 就 是 二 次 型 ,或 者 对 其 微分 会 导 


出 线性 方程 一 一 而 特征 值 启 题 从 根本 上 讲 力 是 非 线性 的 。 这 里 的 方 
法 是 探讨 两 个 二 次 函数 之 比 , 我 们 所 需 检 的 这 种 比值 称 为 Rayleigh 
LE xTAx 

R(xX)=— 一 


ERMER ЕА, 
61 Rayleigh AFE: АЕА R= x EARO ИНЕ |, 
TA ЛМЕ eR EA: 


IAXL ЖАХ — i 
R(x,) ХАУ, РЯ А, (20) 


首先 证 我 们 其 几何 学 的 角度 来 分 析 这 个 绪论。 我们 设想 将 其 分 
子 国定 为 1 ， 弄 使 分 母 扩 可 能 大 。 分 子 ALx= 1 决定 一 个 本 ЖК, 
至 少 在 4 为 正定 的 情况 下 是 这 样 。 分 母 为 X7X= lx 2, 故我 们 求 
的 是 精 球 上 离 原点 巡 了 的 一 把 一 一 的 总之 ,长 度 最 大 的 向 量 x。 从 前 
面 我 们 对 梢 球 的 描述 苘 知 ， 基 长 加 下 所 求 的 点 在 此 长 办 上 ) AE 
是 与 第 一 特征 车 量 的 方向 一 玛 的 . 

内 代数 的 角度 来 尹 ， 这 一 点 很 容 盟 理解 《 其 至 对 知 阵 的 正定 性 
ХАЕТ). ХОН ЕЛАН О АНЯ. ОАО 
= 4, ПО" =07', 令 % 一 Qy，Rayleigh 商 就 要 变 得 简单 得 多 ， 


(Qy) ALOY) _ yy 
к(х) (Оу) (Qy) уту 


Ау БАУ 
yi 


此 座 的 极 小 们 显然 应 在 坐标 为 7 1 一 1 而 yi 一 ys 一 二 ys 一 0 的 点 上 ， 
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Aiad, НЕА РА. {ЕГЕТЕ Е, БИШ ЖТ K — 
D, Дд, JE E AE ДУ, 

Абэ + у + e tys Ayit Ayite tAr 
此 处 等 式 两边 除 以 第 … МРАК ЧЛ, ЕХ) „Хх КЁ, ДИЛИ 
发 4 在 第 一 特征 各 时 上， 或 者 ， 更 确切 点 说 ， 发 生 在 第 一 特征 向 此 
Пи х= cx, E, ЕР "ER ATETEA, BH. 


Яй DE Bu IK E. PAAR, WREDA „А, СЛ 
THEG tA. ЖАО НЕША у: PXE 证 明 中 是 
ЛГА н, BERAT, RAITT Ж ЕТЕ O SS ЕЕ x 

练习 6.4.4 ХТЖ АЯ ЯО Л ЕЕ х = (1,0, 

0), BEROA Е FiA? ПЕВА, ДУР ЕЕ ТУВЕ АШ 每 一 个 对 
Джан, 

练习 6.4.5 РА |270 |, 选 一 商量 x 使 其 给 出 
ВЕС) АЛ F БАЛИ: 4 对 角 元 得 来 的 限界 和 过 2, RY 的 概 小 值 
ME Ze: 

练习 6.4.6 ZEB EQ НЕ, ЖШ Rayleigh ШШ, д 
隆 和 4 十 8 之 最 小 特征 值 大 于 矩阵 和 的 最 小 特征 值 ， 

练习 6.4,7 ЯПА НЕ А АЛУРА, п. В 的 最 
小 符 征 什 。 求 让 矩阵 有 4 十 BB 的 最 小 特征 值 至 少 不 小 于 4 十 HI1。《( 提 
лї: 将 相应 特征 向 量 x 代入 Rayleigh 比 式 。) 

最 后 这 两 则 练习 ， 或 许 是 出 Rayleigh 原理 得 来 的 最 典型 和 刀 
重 上 在 的 第 黑 。 但 从 特征 值 方程 本 身 都 很 蕉 求 出 ， 

Rayleigh 商 的 应 用 不 仅 羽 局 限于 第 一 特征 值 1 与 其 租 应 的 特 
Шр», ЖЕП, M A 


. узлу БЛ, 
R( ху Aaya -aya АУ 9 
руу о 
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芷 比武 之 最 大 值 发 生 在 单位 向 量 8 的 序列 的 妈 让 一 端 ， 即 在 %, 一 ya 
一 二 ys 二 0, ,二 1 的 一 点 上 ,此 点 对 应 于 最 后 一 个 特征 向 量 x 一 
x, 而 最 大 慎 本 身 汶 4,.。 因 此 ，R(x) 的 每 一 个 比值 不 仅 是 宙 之 上 
E, AREE 14， 的 下 界 *。 最 后 我 们 指出 ， 中 间 诸 特征 向 基 x,, 
为 Rayleigh 商 之 鞍点 ， 

练习 6.4.8 求 出 (21) 式 之 各 偏 叶 数 ， 证 明 3 у уау, 
=0, у= 1 处 为 一 稳定 点 。 求 比 式 

К’ (ху (x1—x x) -Fx2 /(xi--x2) 
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Р ЖП y Б aE F, АЖАТ ДЫШ НЫ x 来 说 ， 我 们 不 能 
ЭЛЕК (хх) 大 于 抑或 小 于 各 中 间 值 和 6, А... ХЈУ Ж Е, ТА 
在 一 个 真正 有 用 的 极 值 ( 极 小 或 极 大 ) RE, Hi, ЗЕ 
一 原理 ， 让 极 小 或 极 关 值 在 第 ji 个 特征 向 量 x; 上 得 到 **。 对 称 答 阵 
之 基本 性 质 向 我 们 提供 了 下 询 主导 思想 ， 向 量 *; 与 矩阵 妇 的 其 它 特 
征 向 量 是 正 交 的 因此， 假设 我 们 强 令 向 量 x 在 极 小 值 原理 中 与 
ЖАНЕ ЕХ, х„, +, ху. EX, 这 就 使 y 1 二 ys == уу 
一 0。 其 余 向 量 %，…，% 我 们 未 加 限制 ， 则 RayIeigh 商 就 简化 成 

ay dy Ay 
vi ty e tety А 
其 极 小 值 为 可， 这 时 条 一 1, y; 一 … 一 和 一 0。 

67 Жена х 与 特征 问 量 xz: 0, X ТЕЗА Е, F- 
TREES EER (х) N A, ABRE A, BD 

Exx =D, +, xxj = ОНДЕ, 

A= minR(x), (22) 


根据 练习 6.4.4 的 推理 ， 我 们 知道 ， 性 一 对 角 元 均 小 于 An 
” 这 个 是 目 有 点 特 球 ， 这 慰 是 我 们 找 出 的 极 小 值 诛 理 ，Raylejgh-Ritz $ RERE 
И А Б. А ПВА Ме, БТ АЧГ. 
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Ж, EREE TJE o at, АКС) АККА. 

AmE Б, ЖЕШИНЕ ИДЕК НЫН. 35 — 
А НЕШ УЕ (ху M J 8. TAR Б. HK. хх, 
ШЖ ЛЕШЕ, ARER) КИЛМИ, БШ, XH ЕЖЕ 
x ПРх Жї x Жі, ROZEK TA. 


йй HD 
1 —1 
-1 2-1 
А= —1 2 —1 


— I 1 
МЕШ. Bxi=(1, 1, 1, 1)2331B PA = 0 之 特征 耐量。 
HTA, SERBE ЕЕ. ГКО F EAE, Э 
算出 RC ) 的 秆 ， 


T 
x=(1,1,—1,1), H. — =1, #341. 


. 这 赎 叭 一 的 问题 是 ， 如 果 我 们 不 确 知 介 量 x:{ 我 们 很 少 对 其 确 知 )， 
那么 我 位 就 无 从 知道 向 量 x 是 否 与 其 正 交 。 在 约束 极 小 问题 中 ， 约 
束 条 性 本 身 应 该 是 已 知 的 ， 
现在 我 们 要 问 ， 对 于 4 和 xz 来 说 是 否 存在 有 不 要 求 确 知 x 的 博 
UFRR., З РАЈ, 假设 x; 未 知 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 
们 上 只 变 施 以 约束 条 件 ， 使 记 有 试 选 光量 x EE TREERNE. Ж 
Д2 二 x1， 那 公 RCX) 的 最 小 值 将 等 于 4,。 在 代为 可 能 的 情况 下 ， 
z 有 别 于 x1， 我 们 仍 可 能 找 出 关于 最 小 条 件 的 茶 些 避 求 ,该 条 柱 极 
小 值 将 不 大 于 4 。 搞 言 之 ， 对 于 任 一 2 ， 我 们 有 
шіп R(x)=A;, 
х= 0 (23) 


证 明 ”六 两 个 特征 岗 量 的 非 零 组 合 x 一 ax 十 Bxs 将 正 变 T 
只 要 我 们 对 系数 和 和 有 B 施 以 革 一 的 限制 条 件 贡 订 。 这 笠 , 对 于 性 一 
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此 类 组 合 


= C HAX TAC xı + Øx) 
R(x )= CHIAIA +йх,) 


= Ма <. 


[23 4128383 TER х) <А, НХ, MARCE JN 48 
肯定 要 小 于 4 。 这 一 事实 直接 导出 了 下 一 则 “最 大 值 原理 ” 
6К ”如 时 在 满足 约束 条 件 x7”z= ОПЕ x E, IPE RO x) 
极 小 ， 且 选择 使 该 极 小 值 极 大 化 的 x ， 那 么 我 们 可 得 4; : 
J| =-max(minR(x)), (24) 


根据 式 《23 ) 我 们 知道 ， 括 号 电 的 值 小 于 或 等 于 1， 在 三 一 zx 的 特 
殊 捕 帝 下 ， 上 比值 等 于 4,，。 

在 几何 学 上 ， 极 大 极 小 原理 有 其 自然 解释 。 BER MRR 
华 标 原点 的 平面 所 截 守 ， 则 截面 仍 为 精 欧 ， 是 低 一 维 的 椭 球 。 不 等 
式 ( 23 ) 只 意味 着 ， 此 截面 的 长 轴 至 少 要 和 原 椭 球 的 第 二 轴 同 长 度 
《在 图 6.5 中 这 对 应 于 不 筹 式 4 <А, ) 。 


| 
убы „Л, 


@ 6.5 OKE ДА. hetyd, 0а Аз 
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选择 特定 的 截 割 平面 ， 则 截面 之 长 轴 将 等 于 原 哺 球 之 第 二 力 。 此 选 
ТЖ ЖЕТЕЛЕ ЗР РЕКИ УЛЫ] z =x АЕТ. RA =A, 

此 玫 何 解释 可 以 置 接 译 成 矩阵 代数 的 术语 ， 

6L WEIER А, MAE СА eA’, HARE 
MRE ЯП 7—34], ERTER A1 WA, л, E 
TPE ADIRE, WEE PA SA SA R, 

T, RHH, А. КЕС xi, Tig 又 
НЕ, Ex KURETI RCA ARARAT, н, 也 是 
ЕС ху ДН. ШАКЕЛ AER FER RME: a 22. 
НЩ, IRR -TAERAA ENRI F Ep s: z 
=(0,+е, 0, 1)BF, x”z= 0 的 约束 条 件 . 故 根据 式 ( 23)， 
ЭП НН Sa 

H1 ЖЕЕ А -[2 1 k j] 的 特征 信 为 1 有利 3 ， 而 合 去 最 后 一 
行 和 最 后 一 列 所 得 子 算 阵 的 特征 值 为 2 。 

#12 ЖЕ 


0 一 1 2, 
的 特征 值 为 2 一 v2 ，2 ， 吕 十 v3 。 当 把 最 后 一 行 和 最 后 一 列 去 
掉 时 ， 其 最 小 特征 值 增 至 ! ， 伍 不 会 超过 矩阵 及 的 特征 值 1 ，? 一 
.2<<1<2, 
йз WEBER, И Кау1сїкһЇҢ 


„т КЕ T 
Aj (A+ B)=-“ СА В)х >min х Ах s= A (A). 


拒 习 6.4.6 正 是 这 样 的 一 题 。 现 在 极 大 极 小 匠 旭 (247 对 于 第 
THILA ah RERS: АСАУ В) 224, СА), E HRE В 
JH] A ЕН, R( x) 30 з, 

例 4 AGE ИИ АДАТЫ АБ, BEE ikku О 
THRE MERZ ARRAN, PAM E Ae E 
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йз. 
练习 6.4.9 Шр 
2 一 1 0 
a|- 2 o| 
0 0 1 
的 者 特征 值 ， 并 利用 不 等 式 和 信安 &: 委 如 ， 求 证 无 论 取 消 哪 一 个 行列 
对 ， 新 的 最 小 特征 情 必 然 是 4 = 1, + РЮЁхТАх== 1 可 以 进行 什 
АЖЕ ЕНТ 
练习 6.4.10 把 极 大 极 小 原理 推广 到 个 不 同 ШЕР ,其 
想法 和 二 1 时 一 #. 
max (min ; Е(х))==53;,1. (25) 


Флер ТГ = 0,90 туре 

Ж) = 2, ЯНЕ АШУ ЕК ЛА ITT SB S| S ТРЕНУ ЖЕ ЛУБ ЇЇ. 
值 的 不 等 式 。 

现在 ， 我们 该 把 这 些 定理 倒 过 来 ， 最 后 得 到 极 小 极 天 原理 。 这 
就 是 说 ， 我 们 首先 要 使 Rayleigh 商 极 大 化 ， 然 后 求 出 此 极 大 点 的 
可 能 具有 的 极 小 值 ， 

视 欲 求 特征 值 的 不 同情 况 ， 可 丰 在 干 个 解 此 问题 的 途径 。 车 求 
最 大 的 特征 值 14.,， 我 们 内 避 求 得 RC x) 的 极 大 信 ， 即 为 答案 。 {НМ 
Fo 我 们 现在 要 求 4, ， 因 瑞 利 商 为 

Азу Ау 十 十 yn 
yty t Fyi 

故 使 41; 为 最 大 值 的 方法 ， 最 然 是 令 y 3 二 二 一 二 0。 这 上 一 2 
个 约束 条 件 只 留 给 我 们 一 个 二 维 子 空间 ， ЫЗЫ AIDARA E 
向 量 x; Rx; KRITE. BR Era, R(x)2 B 


KÜN Aa ТЕНЕ ЕЕ х 和 x: REEE A A, SKY E 
们 却 是 未 知 的 。 


省 类似 悄 况 发 生 在 极 大 极 小 原理 问题 中 时 ， 我 们 那 时 解决 问题 
的 主导 思想 在 于 选择 某 任 意 的 约束 条 炸 x7z 一 0 。 这 里 我 们 仍 洛 Hi 
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这 一 思想 ,在 基 任 意 的 二 维 子 空间 中 全 REX) 极 天 化 。 我 们 无 从 得 
Ж. ОР m 是 和 否 售 有 低 何 特征 留 量 ， 故 此 法 不 大 可 能 生 萄 。 然 
Г, Rayleigh HiS mA EAERI A EE R Aa ПНЕ ЕЕ ОД ЙТ, 
在 xxz 一 0 АВГ, ROO МИЛ ГЛ: ME, R P 
ERTER, ROZ RRE kF В, WES 3А" Е 
ра 8], А0 


шахВ(х) 23. (26) 


证 明 在 子 空间 中 ,总 会 有 某国 量 % 与 第 一 个 特征 向 量 xi 正 交 ， 
而 对 此 特定 的 x 来 说 ， 我 站 知道 ，RCX) 守 4,。。 于 是 我 们 立即 可 以 
得 出 极 小 极 天 原理 米 . 

6 如果 在 所 有 可 能 的 二 维 子 空间 S: 中， 我 们 使 R(xX) 极 大 
化 ， 则 这 些 联 大 值 中 之 役 小 可 能 村 等 于 4, ， 

te= min(maxR()), (27) 


着 寻 中 的 值 永 远大 于 或 等 于 4 ， 而 对 于 由 征 阵 上 之 第 一 
на T SE PLE, 此 值 等 于 4,。 
练习 6.4.11 在 工 面 第 二 个 例子 中 ， 求 出 左上 角 之 二 阶 子 抵 阵 
的 最 大 特征 值 4#, ， 并 将 其 与 4; 和 As 做 一 比较 。 
现在 我 们 以 两 项 说 再来 后 束 本 节 。 力 希望 ， 其 至 勿 需 细 证 ， 任 
直 党 你 们 也 能 理解 其 正确 性 ， 
说 明 1 АУН ПАН ЕРА ИЕГЕ 地 维 子 空间 ， 
并 可 用 它 求 得 人， 
ÀA;==min(maxR(x)2, (28 
Sj 2653 


说 明 2 对 于 推广 的 特征 值 问题 4 一 43x 来 说 ,如 果 尺 ayleigh 
商 之 分 母 由 xx 玻 成 x?Bx ， 划 所 和 有 有 上述 原则 将 均 仍 有 北 。 利 用 代 
х =s, RERE BA IRERE EN S Јр, W 
RC x ) 简 化 沟 ， 
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x Ax _ д2} А22 (29) 


xTBx ы +z} . 
АЕ (17) НАВЕ АЕА, з 
二 次 型 均 变 成 了 完 爹 平方 和 的 形式 ， 且 4 = тіпа (х), Tm A= 
maxR(X%)。 对 十 振 功 系统 中 的 不 相等 的 质量 来 说 ， 强 制 其 一 质 St 
于 平衡 位 置 ， 将 使 最 低频 率 升 高 ,而 使 最 高 频率 降低 。 

练习 6,4,12 在 (28) 式 中 ， 哪 一 个 特 选 的 7 维 子 空间 为 给 出 
最 小 点 省 *? 换言之 ， 在 哪个 子 空间 5; 中 RC % ) 的 最 大 值 等 于 4j? 

练习 6.4.13 极 小 极 大 原理 《28 ) 式 ,可 用 约束 条 件 之 术语 写 
出 ,而 不 用 子 空间 术语 . 

A;= min (max R(x)), 


Zisža-f Tay 0 

各 向量 x 与 各 子 空间 5S; 间 的 联系 如 他? 

练习 6.4.14 求证 4x 一 4Bx 之 最 小 特征 值 1: 不 会 天 于 矩阵 A 
和 8B 对 角 元 的 比 慎 a1 bii 

练习 6.4.15 《难题 ) 求 证， 如 果 对 称 矩 阵 妥 的 最 后 一 行 和 济 
去 控 后 ， 则 所 余子 阵 的 特征 值 & 满 足 

A EH A Sasu. KA - (30) 
记 住 ， 售 去 最 后 一 行 和 询 , 相 应 于 单一 的 约束 条 件 ， МЕ x fJ Pc s 
一 个 分 量 为 x,。 二 0 , И x ESE 00, 6, 0, 1), HE BE 
AK ШЛ нА, TW RA ЛУО Е Hi Sijn 


$6.5 Rayleigh-Ritz 原 理 及 有 限 元 法 


前 一 节 包 括 有 两 个 主要 思想 ， 

(1) 解 方程 组 4x 一 5 等 价 于 极 小 化 二 次 型 Р(х)=—1— x" Ax 
— bx, 

САЛ, Ж ЗР ЛМЕ ЕС x)=xTAx/x7”x, 
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R(x)=- 


残 在 ， 让 我 们 来 讲 一 讲 如 向 庶 用 这 些 思想 疝 问 题 。 

此 问题 的 历史 相当 处 入 ， 因 为 上 述 等 价 情 说 时 在 一 个 多 其 纪 以 
调和 纺 已 被 大作 所 向。 这 些 极 小 化 方法 ， 曾 被 用 来 粗略 地 近似 求解 诺 
如 薄板 振动 和 不 子 的 稳定 状态 《特征 信和 特征 函 数 ) 等 一 些 经 典 的 
工程 学 眉 及 物理 学 问题 。 了 从 菜 种 意义 上 讲 ， 这 些 近 似 法 之 记 以 扯 
阶 ， 态 是 由 于 当时 的 研究 人 人员 仅 有 的 一 些 如 铅笔 、 继 张 与 一 只 小 小 
的 计算 和 机密 等 一 类 工具 的 缘 族 。 尖 然 ， 数 学 原理 是 存在 的 ， 和 伍 它 们 
却 匹 法 付 诸 实施 。 

显然 ， 后 来 数字 计算 机 的 问世 ， 预 承 着 一 场 革命 的 到 来 ， 但 
是 ， 这 声 贡 命 的 第 一 步 ， 便 是 合计 最 小 原理 ,因为 这 些 原理 太 际 
用 ， 计 算 太 缓慢 。 从 而 有 有 限 姜 分 法 脱 甘 而 出 ， 因 为 它 极 易 使 微分 方 
程 离 敬 化 。 在 1.6 节 中 ， 我 们 已 经 见 过 这 种 方法 ， 那 里 ， 每 一 个 导 
数 都 投 一 个 莽 商 所 取代 。 兵 询 理 范围 被 格子 或 “网 眼 ”所 覆盖 ， 在 
ЖЕТ ЫНЫ AEA ТЫРА j t umh f Еу 
程 。 从 获 学 上 讲 ， 此 问题 被 未 示 成 Au 一 了 形式 的 方程 组 一 Ж 
纪 50 年 代 一 些 计 算数 学 工作 者 曾 全 为 以 上 竺 二 信和 于 入 发 座 大 的 以 及 笑 
醇 的 方程 组 快速 求解 方法 的 工作 ， 

当时 ， 我 们 未 完全 意识 到 的 是 ， 对 于 现实 的 工程 问题 ， 如 求 飞 
机 绍 点 上 之 张力 ， 人 脑 党 的 而 有 频 认 等 ， 甚 至 有 限 差分 法 也 会 恋 得 
异 党 复杂 起 来 。 眉 正 的 内 雁 并 非 在 于 求解 方程 ， 而 在 于 建立 这 些 方 
程 。 对 于 非 规 则 区 域 ， 我 们 需要 非 舰 则 的 了 网， 出 三 角形 ， 码 过 形 三 
四 首 拭 竣 成 的 网 ， 此 外 ， 我 们 尚 而 机 系统 化 的 逼近 梓 应 物理 定律 
ВЛА. ФАН, ТРЪН ВРАТОТ, П Нр 
HDR Е TA H wayra АЙ. 

йт НАЙ Е ТИРА ЧИК, НАУИ BDE, {НТ 
ЯЛЕ АДЕ {ПЖ АЛ ЖК. а РКВ 7, ТВО НАЗЫ ШТ 3° 
HRP EEDE, 求解 并 起 示 针 条 等 方面 ， 使 人 们 可 能 在 更 天 程 
庶 土 运 有 订 委 机 之 威力， 这 十 任何 共 它 计算 方法 所 不 能 比拟 的 。 

ТЕТ Л ГЫТ ГЕ 
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主 各 在 和 于 保 皇 数 学 基本 轴 想 的 简明 性 ， 而 其 应 用 则 可 很 复杂 。 这 些 
垃 用 的 重点 已 经 从 飞机 的 设计 转移 到 了 核反应 堆 的 安全 问题 上 。 写 
此 书 时 ， 正 在 进行 着 有 关 此 法 扩展 凡 用 到 液体 动力 学 方面 的 激烈 争 
论 。 然 而 ， 对 于 如 此 规 异 的 问题 来 说 ， 无 可 争 说 的 一 点 是 其 成 本， 
到 目前 为 止 的 化 费 ，10 亿 美元 琴 怕 是 一 个 保守 的 估计 。 我 希望 一 此 
读者 会 有 足够 的 兴起， 足够 的 能 力 去 掌握 有 限 元 法 并 将 有 扬 收 
Ж. 

为 了 讲解 这 种 方法 ,我 们 从 经 典 的 Rayleigh~Ritz 原 理 开 始 , 然 
后 再 介绍 有 限 元 的 新 福 念 。 这 旦 ， 我 们 涉及 的 微分 方程 一 io = 
Мх), WRF tuC )=s(1)= 0 ， 仍 各 早期 的 有 限 差 分 法 所 Tt 
究 的 相同 。 缴 击 署 疑 ， 这 是 一 个 “无 限 维 ”的 问题 ， 其 中 岗 量 bb 被 
少数 于 所 取代 , 怎 阵 4 则 被 算 子 -Gax 所 取代 。 但 是 ， 我 们 可 以 通 
过 类 比 的 方法 写 下 策 要 求 其 最 小 值 的 二 次 型 。 将 其 内 积 代 之 以 积 
分 ， 得. 


1 


Р(0)=-1 


ut Ай— vom f oC%) (—0°(х))ах 


SOOLA (31) 


此 式 应 该 在 所 有 满足 边界 条 件 的 函数 2 上 进行 极 小 化 ， 且 维 出 极 小 
值 的 函数 将 是 原 题 的 解 w 。 微 分 方程 已 经 转化 成 了 极 小 化 问题 ， 我 
们 测 下 的 任务 只 是 对 PC 5 ) 之 一 项 进行 分 部 积分 ， 


1 1 r= 1 
j °(—”)4х= | (u) dx— (og) 
„o Ф х 


хе 1 1 1 
(uu!) =0, W P(u)=- =i (vw Yidx 
r= 0 2 1: 
~ f vras, 
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现在 二 次 项 | 和 az 为 对 称 的 ， 类 似 于 x*?4x， 同 时 也 是 正 的 ， 因 此 
有 极 小 点 是 被 保证 了 的 。 

我 们 如 何 求 得 此 极 小 值 呢 ? 其 精确 计算 等 价 于 精确 解 出 微分 方 
稳 ， 这 个 问题 是 无 限 维 的 。 只 选 n RRAS, о, =V, 
5, 0 一 Y。，Rayleigh-Ritz 原 理 就 是 利用 这 些 试 验 阔 数 ， 把 此 问 
а 维 问 题 。 它 容许 所 有 线性 组 合 V =y1V ,Cx*) 十 … 十 
yrV,《 x)， 关 能 计算 出 使 PLY) 极 小 化 之 个 刚 组合。 让 我 们 再 重 
复 一 下 上 述 内 容 ， 中 心思 想 在 于 在 子 空间 中 进行 极 小 化 ， 而 不 在 所 
有 可 能 的 上 ， 给 出 极 小 值 的 本 数 是 苹 而 不 是 & 。 我 们 希望 这 西 者 
ERE, 

以 Y 取 代 后 ， 该 二 次 型 就 演变 成 - 

P (V= OV + Ty. ) dx— 


2 


Гони, +. +y Va ах, 


ЗЕЕ, ЗКУ ERREN, ВРЛО In ЙУ, У, 
…，。 和 如果 我 们 用 这 些 权 组 成 一 个 向 量 》， 那 未 PLY ) 就 将 和 我 
们 所 熟悉 的 二 次 型 完全 一 致 ， 


P{T) 一 一 一 y747 一 ?7b， . (32) 


WA, = UV dx Ayy АЖ. b= V dix Уу) ЖЕ „ЖИП 
然 可 以 求 出 一 -274y 一 97b 之 极 小 值 ， 这 等 价 于 解 方程 组 4 一 b 。 
因此 ，Rayleigh~Ritz 法 之 步骤 是 ，(i) 选 试验 函数 V;; Gi) 计算 
出 系数 Asibo (111) 解 方程 组 Ay= b, (iv) # H U=y,V! 
十 … 十 9Y, 之 近似 解 。 | 
HARAT (+), БЕБЕК V А, ЖЫЛ 3E Bn 
EERTE. 此外， 如 Yy 的 任何 组 合 都 不 接近 于 真实 解 & , ЯБ 
么 ， 后 面 几 个 步骤 是 无 用 的 。 问 题 在 于 把 可 计算 性 和 精确 性 两 者 缚 
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GER., ШОО КЛЕ RRE 上 采用 了 分 段 多 项 式 作 
ЮУ. 

最 篇 单 和 应 用 如 广泛 的 是 分 段 线 性 医 数 。 首 先 ， 我 们 把 结 点 安 
EEx S= h, х,=2һ, +, х,и RAE, ХИ REDA 
05—30, YB PEAR ER R, ERA = 0 Manam ! F, ТКУ 
HAF. KHV MEA", ТЕЗ tx Б. ER 1, WI E B 
ЖА ЕЛ 40 (6.60), Я TEA ТАО А 
DARKER, ПЕТЕ НЕСТАЕ РА РО , КН A УУ: 
十 十 VY, 在 同 编号 的 结 点 上 都 应 有 y; 值 ， 因 为 在 此 结 点 上 上， 其 它 
МУ 均 为 0 ， 于 是 此 组 合 的 图 形 较 容易 给 出 PJ6.65) 


аус 


far db) 
图 #.5 MERA RREH 
ВЕС). ТРА “WER AFRRHR SA; 
=|V/V dx. ШУ EV 在 x; 左 全 的 小 区 阅 内 等 于 1/h，。 而 
在 右 侧 等 于 一 1/h。V 在 其 结 点 %: 附 近 亦 如 此 ， 且 如 果 这 些 “ 双 重 
RA ТРУ У ЖТ, ЛАЯ УГУ," {Н 等 
ро, RRA 


i=] Bfoiviax= 10) a+ 10) ax 


2 


== -———, 


[г 
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h 
8, EGOTEA., Wit, ЕЮШШ ЗЕ Е Н 25781, 
2 一 1 
1 一 1 2 =] 
A=—— -1 2-1 
| — 1 2 —1 | 
` 一 1 2 | 


这 看 起 来 和 有 有限 差分 法 的 矩阵 Aaa, TERT kA XE 
两 方法 关 素 之 争论 。 和 更 复杂 的 有 限 元 -一 -更 积 防 多 项 式 ， 这 些 允 项 
AAT EADAR KREEKALE, MATARAE EE A 
形 或 四 边 形 上 定 六 -一 一 也 会 产生 稀 铬 秃 阵 4 ， 你 可 以 把 有 限 元 法 想 
象 成 一 种 在 非 规 则 网 上 建立 精确 差分 方程 的 单一 化 的 途 季 ， 结 果 使 
有 限 元 法 兽 入 Rayleigh-Ritz 法 与 有 限 莽 分 法 的 “交接 面 ” 上 。 紫 
法 的 精华 在 于 这 些 分 段 客 项 式 的 简明 和 性， 在 每 一 个 子 区 间 ， 它 们 的 
斜 度 很 容易 求 得 也 容易 对 其 进 行 积 介 。 

右 侧 的 分 一 太 完全 是 新 明 到 的 ， 在 有 有 限 差分 方法 中 ， 这 壬 仅仅 
ke J ER Ro EAR, ME, 它们 则 为 了 在 该 点 附近 的 平均 什 ， 
bb; 二 Jv;fdx， 然 后 在 步 又 (iii)， 我 们 解 三 对 甫 方程 组 Ay=5， 该 方 
旦 组 的 解 即 给 出 使 POP) 极 小 化 的 特殊 试 答 请 数 DU = yV 十 … + 
y V ,的 系数 。 虹 后 ,用 折线 把 所 有 这 些 yj 之 观点 连接 授 来 ， 我 们 便 
得 到 近似 解 忌 的 图 形 。 

现在 让 我 们 指出 ， 记 研究 的 此 特定 疝 题 所 特有 的 一 个 性 夺 ， U 
不 仅仅 接近 于 真实 解 妈 ， 而 且 在 网 的 结 点 处 惟 怡 等 于 点 。 换 言 之 ， 
омин НА. Ра Аер НЯ, РЕВО 
JE, Алон. [чйр — и, АКН Бф 
小 的 。 AYR ЕЕЕ, ТЕТЕ George Fix i< Ais 
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> ( «Ап Analysis of the Finite Element Method > 
Prentice-Hall, Englewood Clitts, New Jersey ,1873 ) — P 
ГИЛГЕН ee, MERTU H E T Mia yB, A EAIA ОУ ЛУ 
Э, ИНА. 

统 习 6,5.1 对 于 一 不 变 的 源 项 (source term) f = [来 说 ， 
一 w= О и =(x х), ТЕАТ КБ, IV Í, Ж 
证 明 各 确切 值 y, 二 w(x,) 满 足 有 限 元 方程 组 A4y 二 b ， 

练习 6.5.2 当 A 一 工时 ， 二 次 型 为 PC ) 一 一 -273 一 ?7b， 


HERRY = 上 达到 其 最 小 候 。 求 证 PC7) 一 PCb) 一 -19 
一 5 外 > ， 并 根据 此 等 式 解 释 ， 为 什么 在 试验 函数 的 子 空间 使 PCy] 
极 小 化 的 向 量 亦 为 最 接近 bb 的 向 量 。Rayleigh~Ritz 原 理 自动 向 试 
验 函 数 子 空间 投射 出 真实 解 的 投影 


特征 值 问题 


Rayleigh-Ritz 的 思想 一 一 在 有 限 维 函数 族 Y 上 实现 极 小 化 ， 
以 取代 在 所 有 可 容许 的 函数 上 上 的 极 小 化 一 一 对 特征 值 问题 有 用 ， 
也 正如 对 稳 态 方程 有 用 一 样 。 这 时 被 极 沙 化 的 正 是 Rayleigh 商 , 共 
确切 极 小 值 为 基 频 4 ， 当 我 们 把 试验 函数 次 有 所 有 函数 站 艰 制 到 较 
AERE, ЮЖ о Жи {ШЕ MEA ГТ Б. К, 15 24 pa Ж 
,容易 计算 时 ， 离 歼 问 题 才 是 可 久 处 理 的 ， 吾 利 - 里 北原 理 也 才 可 
Шлі, В, ожте Н Н), В 
Н. ГААГ ЕДА j= А Ж] МүЙЕ{ЕҤ А НЛ EAE, 

Ва А ИЕР, 

=н" = ди, н(0 у=и(1)=0 。 (33) 

НВ p EIB BL и =sinzx, HEES A r= x°, МР {Н ВЯ Ж 
满足 方程 《33 ) ， 且 给 出 相应 瑞 利 独 之 最 小 值 
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K 
ur(—d°/dx?2)u —_ _ 
uu | 
{т 
КУ 
== a 
1° 
从 物理 学 的 角度 在 ， 这 是 势能 与 动能 之 比 ， 旦 在 特征 向 量 上 它们 是 


平衡 的 。 在 通常 情况 下 ， 此 特征 疝 量 是 未 知 的 。 为 近似 求 出 此 癌 
Е, 我 们 只 选取 VY 二 yj 和 Vi 十 十 PV。 结果 ， 我 们 得 


R(u)= 


КЕТА АУ А 


1 By 
人 (rr 


MERE y Ay/y ByE ЛУС, WEB A A fi E 
BE, ЛЁЖ, AREA RIE НОЕ EE L Ay= лу, B S E BE 
B 将 是 三 对 角 线 的 ， 且 正 是 这 种 情况 产生 了 推广 的 特征 值 间 题 。 比 
КЕСУ BE B A fj Ay= By 的 最 小 特征 值 ， 而 相应 的 特征 向 
量 》 将 给 出 原 间 题 特征 函数 的 近似 形式 ，U SpV HYV as 

如 在 静态 问题 中 一 样 ， 此 法 可 被 总 结 成 四 个 步 统 ，(i) Ж Wú 
ЖУ, СОЯ ЖА В, ОН) Ж Ау=АВу; О) И, 83 
Ш АЖЕ, RETINE., ТРА D48101 Жл. 

8k5J6.5.5 АЙЛУ ЕЕЕ KV ЯТУ, DL, АУРАД X == h 
=, х = ?в=—2—, ACD. ШЕРЕП КЕЕН 
题 与 练习 6.3,6 中 间 题 的 同一 性 ， 并 把 .11 利 真 实 特 征 值 1, 一 x?: 作 一 
EH. 
练习 6.5.4 EARTE PRAA ERER EA 
=F Aga 
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$7.1 F] 言 


本 书 的 肯 的 在 于 醋 究 托 阵 理 论 的 某 些 应 用 。 这 里 所 阐述 的 悍 
论 ， 与 抽象 线性 代数 的 标准 教程 相 比 ， 没 有 作 根 本 性 的 驴 变 ， 本 科 
自 的 最 大 优点 之 一 便 是 ， 这 些 理论 对 于 应 用 来 谎 ， 确 实 非常 重要 。 
从 一 种 新 的 观点 出 发 ， 政 变 了 研究 的 重心 。 现 在 ， 高 斯 消 元 法 不 只 
是 求 行 空间 基 的 一 种 方法 ， 天 克拉 姆 一 -- 施 米 转 过 程 也 不 单 是 证 明 
每 一 个 子 空 间 都 有 正 交 世 的 一 各 方法， 而 更 进一步 ， 我 们 确实 湖村 
这 些 算法 ,并 且 和 需要 对 它们 功能 的 一 种 方便 的 描述 ， 如 A = LU 8 
A=OR, 

在 这 一 方面 ， 本 章 将 要 作 一 些 进 一 步 的 探讨 。 以 本 人 之 见 ， 这 
些 进 一 步 的 工作 实 局 计算 之 必需 ， 江 非 锦上添花 之 举 。 但 是 ， 我 术 
知道 ， 是 否 应 当 对 此 表示 火 意 ,这些 工作 似乎 旦 很 肤浅 的 。 其 实 不 
然 ， 它 们 所 涉及 到 的 是 本 学 科 中 最 古老 的 也 是 暴 基 本 的 问 ШШ Ax = 
b 和 Ax 一 4x。 但是， 实际 上 这 些 问 题 都 是 现代 数学 家 们 所 构思 出 
来 的 。 在 数值 分 析 中 ， 世 有 某 种 适 者 生存 的 问题 。 下 逢 我 们 想 介绍 
几 个 到 目前 为 止 仍然 行 之 有 效 的 思想 。 它 们 可 分 为 三 组 。 

1. 方程 组 4x= 的 解法 。 高 斯 消 元 法 是 一 个 很 完善 的 算法 ， 
如 果 个 别 问 题 具有 某 些 特殊 性 质 一 一 几乎 每 个 问题 都 有 ---. 或 许 是 
例外 的 。 ИПИ ЛЕТИ EIERE 4 的 稀 栈 性质， 此 时 ， 它 的 大 部 分 元 
彭 都 为 零 。 同 时 也 集中 讨论 解 方程 组 4Ax= b ERENER, 而 
不 是 直接 法 .和 迭代 方法 是 “ 自 校 正 ”的 ， 这 种 校正 过 程 多 次 重复 . 
里 然 利 用 选 代 方 法 永远 得 不 到 精确 答案 ， 但 我 们 的 目的 是 蛮 比 消 元 
法 更 快 地 得 到 近似 解 . 在 某 些 情 沈 下 ， 这 一 点 是 可 以 做 到 的 。 如 果 


- 815 - 


EIPRE SAE, TOTEE DAT, З e a. a 
“кш АЕ. RAAR T Н ТОЛЕШ yz t iW 5] 8. E WE 
ABR P, АИРИ, E 57.4, ЖТ ЕУ 
D TIERA URRE WERA AR, 

5, 问题 4x= hx 的 解法 。 特 征 值 问题 是 数值 分 析 中 相 当成 功 
Р Е ТАЕ, НАА, ХЦ, ЖААГА АНА 
如 何 求 得 其 解 ， 曾经 有 人 提出 过 风干 种 算法 ， 当 然 ， 还 不 能 把 它们 
РЭА) В — 1 ЛАБ 23) R ИД py k. — ВРЕ РОНЕ А КЕЯ 
RHR. ШАЛТГАА З РЕИНА. А, 
А А ИН НЬ, Жр Чо т E 
BJ fE r BÉ g: ya ñu Ç 2458. Pu aB КЕПЕ О ра PE B1J RE 
—FORTRANIEAJ),WilkinsonlReinschi AA NET- E. 
列 算 法 ， ЖИП АЛЫЙ ТИШ, йур Лр ЖП БТ АО ЗФА 
都 取而代之 : @R 算 法 ， 和 宪法 以 及 将 对 称 目 阵 化 为 三 角形 的 变换 。 

前 两 者 为 选 代 法 ， 而 后 者 则 为 直接 法 ， 此 法 有 限 次 运算 即 可 实 
现 , 但 最 终 不 给 出 特 征 值 ， 面 仅 给 出 应 用 选 代 法 的 最 简化 形式 的 害 
阵 

з. 短 阵 的 条 件数 。 8 ?7.2 试 网 对 灵 旋 麻 或 首 “ 弱 解 ”全 一 H 
Ж, ЯЯ АЯ ЬУ, WARRE =A bS 0 ЮП е 
在 研究 这 个 间 题 之 前 ， 我 们 想 指 出 一 个 订 碍 (这 个 障碍 容易 避免 )， 
应 妆 有 一 种 测量 矩阵 克 的 变化 量 5A 并 且 能 够 合计 窍 阵 太 本 身 隐 大 
小 的 方法 。 回 晶 的 长 度 已 有 和 定义， 现在 我 们 需要 第 阵 范 数 。 此 后 ， 
条 件数 以 及 随 之 曾 来 的 矩阵 的 灵敏 度 将 从 什 隆 丸和 有 -1! 的 范 数 直接 
得 来 。 


* J. М, Wilkinson and C, Reinsch «Handbook for Automatic Co- 
mputation, Linear Algebra> Springer, New York and Berlin, 1971 
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$7.2 ЮЕ АТ 


POS Bi ДЫЛЫ АТ ВОТ НЫН. REIJA, ШЕЕ 
很 高 明 的 数学 家 或 者 计算 机 在 共 工 作 中 也 是 避免 不 了 误 莽 的 ， 而 销 
误 要 严重 得 履 ， 其 大 小 至 少 要 比 前 省 人 一 个 数 基 级 。 

当 计 算 机 对 某 数 信之 第 九 位 有 效 数字 进行 四 舍 五 入 时 ,这 僵 古 
092, ЕПВ. Пее н А азе 
ЖИНИ, MA, ЛОРГО ТЯ, ТЕГШЕ ТИНИ. ЖЕЖ 
中 将 对 误差 的 影响 进行 分 析 ， 以 达到 避免 错误 的 日 的 。 

实际 上 ， 我 们 继续 第 一 章 中 开始 的 关于 詹 阵 


1 ] 0.0001 1 
A= 和 А! = . 
1 1.0001 l 1 


的 讨 诊 。 、 

RNR, A ARRIERE, ЯП ЛТ А. МИЗ Б {ШШ 
Ж: ( 除非 Gauss 消 元 法 几 得 很 繁 抽 ， 这 时 矩阵 即 恋 得 异常 容易 酸 
Ж). 。 把 09,0001 作 为 第 一 主 元 将 是 一 个 大 的 错误 ， 因 此 ， 我 们 必须 
ЖЯ 阵 А” 的 行 交 换 的 方法 来 选择 较 大 的 更 为 可 车 的 主 元 。 当 
在 消 元 算法 中 安排 有 “部 分 选 元 ”， 以 使 计算 机 自动 寻找 最 大 主 元 
时 ， 对 四 舍 五 和 误差 的 自然 障碍 ， 就 不 再 构成 感 肋 了 。 

我 们 如 何 度 最 这 个 自然 障碍 ? НЕЕ 是 条 件 优 者 还 是 
REA? 如 果 五 或 4 中 发 生 了 小 小 的 变化 ， 这 将 在 解 中 引起 多 . 
А ХАЧИ ША з 

RENEM I., TA bR b tab, ЖЛЕ 
试验 数据 或 者 来 自 四 售 五 入 ， 我 们 假定 邱 很 小 ， 从 其 方向 我 们 不 挖 
制 。 相 应 解 从 x 变 到 xx 十 6x.: 

А( х-+Едху= b +b, HWA А(ёх)=дЬ, 

PC ЙЧ ДҮ А, ЗКУ {ТК РЭЕК 2 ФЕ ML дх = 
A Ób H iir. SATH AKEP ( A ДР Ет 58 BU 8882 {ЇН 
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大 。 而 当 向 量 名 指向 被 奸 阵 4A"! 放大 最 其 的 方向 时 ， 解 的 变化 将 特 
别 大。 

PARIER, ШЇ 克 是 对 称 的 ， 生 其 特征 值 均 为 正 ，0 < 
AKALLA, E E ОРАН ЛУ HEA, е, д, 之 
HAE HERAS T E E E e Г ERE, 

ME ób= ex, , Шдх=дЬ/Аү, (1) 

向 量 大 小 的 误差 | дь AAF LRR, ТИШИ ЕЙ СА Bi 
PEA :的 最 大 特征 值 。 当 4 接近 零 时 ， 此 放大 作用 最 甚 ， 故 近 于 奇 
蜡 的 矩阵 是 最 灵敏 的 ， | 

此 种 灵敏 度 的 度量 法 只 有 一 个 然而 却 是 严重 的 缺 路 。 假 如 我 们 
把 盾 阵 及 的 每 一 元 素 均 乘 以 1000， 那 么 41 将 被 放大 至 1000 倍 ， 看 起 
来 ， 和 矩阵 的 奇异 程度 就 要 小 多 了 。 这 伤害 了 我 们 的 正义 感 因为 如 此 
简单 的 标 度 变 化 并 不 能 使 病态 矩 莲 成 为 优 条 件 者 。 是 的 ，6x 将 被 纺 
小 至 愿 来 的 1/1000， 但 解 x 二 A"'5 亦 将 被 缩小 至 同样 的 程度， 于 
是 ， 相 对 误差 х х 将 依然 如 故 。 分 母 中 的 因子 上 x 上 会 使 
问题 正常 化 ， 使 之 不 受 标 度 无 亩 变化 的 影响 。 同时， 也 有 相应 的 并 
的 正常 化 问题 。 我 们 的 任务 是 要 对 相对 变化 16p17/ | b Пят 
W | ax | / х 做 一 比较 ， 

最 坯 的 情况 是 当 分 子 上 6x | 很 大 《 即 扰动 与 第 一 特征 向 量 x, 的 
方向 一 致 ), 而 分 母 x 上 很 小 时 的 情况 。 无 挑动 解 x 与 元 扰动 之 b 
相 比 较 ， 应 该 是 可 能 情况 下 的 最 小 者 。 这 就 是 说 ， 原 问题 kx = b 
之 解 应 当 在 另 一 个 极端 方向 ， 即 在 最 后 一 个 特征 向量 x. 之 方向 ， 

ЮЖ b =x,, WÜ x =A ` !bh=b/A,, ( 2) 

正 是 这 样 一 种 组 合 ， b =x, 晶 65 一 ex,， 使 得 相对 误差 在 可 能 
情况 下 最 大 。 这 些 就 是 下 述 不 等 式 之 极 值 情况 。 

ТА ТОБЕ ЗЕ, Н х = АБТ Hó = A Sb К 
远 满足 不 等 式 

b 


П 02001 a Пах 821 (з) 


1 
А 


+ 
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因此 ， 相 对 误差 由 不 等 式 


J xw ê H bli 
xl “л Tei (4) 


数量 c 一 -全 -= mas 称 为 矩阵 4 之 条 件数 。 
min 


1 i 
A= 
1 1,0001 


的 特征 值 近似 为 4 一 10 /2 一 2 。 困 此 ， 其 条 性 数 约 为 一 
4*10* ， 我 们 应 当 预 料 到 当初 始 数 据 有 茶 些 很 微小 的 变化 时 ,其 解 
会 有 很 大 的 改变 ， 在 前 而 我们 实际 土 把 方程 4x=5 和 Ax =b ЕТ 
比较 ， 
H -+ U = 
| 1.00015 =2,0001 
tw! 十 07 =2 
| и? +1.0001 v’ =2,0002 
ШЖ х= (1,1) х а= (0,2), 
lx xl Пер .I 
ШЕЛ IDI , 


дь =ъ 110,0. 0001) | _ 107. 


|| b | J (2,2.0001) || 203, 


相对 放大 倍数 为 1 æli + то дь] /[ь .这 里 没 
#г 48.55 ТЕЗЕ {КЕРК АО А —— ВИН ARRE Ах, 间 构 成 了 一 
个 45 第 ， 这 正 是 我 们 的 因子 与 最 坏 的 放大 倍数 c =4,10* 间 相差 
w 2 倍 的 原因 一 一 但 我 们 仍然 发 现 了 解 的 巨大 变化 。 

请 注意 ,条 件数 с 并 不 直接 受 插 路 天 小 之 影响 ， 如 果 4 = 工 ,或 
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ЖЕЛЕК А=1/10, П] Ес = )max/¿imin= 1, ЖЕ > F. 行 
列 式 则 电 狂 态 条 件 的 一 各 很 好 光度 匡 。 央 为 它 不 仅 受 栋 度 的 影响 ， 
ИШЛЕЙ Жл n ДАЛЫ. ПУА = 1/10, ЖЕЛ АЖ 的 行列 式 等 二 107"。 
ЗЕК, ix GETAR” EER Aae ЙЫ Fa TES ДЕ. 
例 2 RAE n pI RE Aip 


' 2>] 
一 1 2 一 1 

A=| 一 1 2 . 
| _ 
-1 2j 


HR КРИ ЧЭ, = 4 ,而 其 最 小 特征 什 约 为 41 二 xr*/n:。 因 此， 
HAR PERGEL с = -Ln A ро 的 信赖 性 是 真实 存在 的 。 
通过 增加 未 知 数 个 数 的 办 法 ， 我 们 对 一 a” 二 [ЕШ ЕК, ЖЖЖ 
ЖЇН Л ЖИЕ, ЗААН РЕК, ТН ВЛЕ ШШ Н АЛ ЦН. MA 
荣 一 转折 点 开始 ，# 向 增加 实际 上 将 使 答 染 更 坏 ， 

对 工程 技术 人 人 员 来 说 ， 很 幸运 ， 这 一 转折 点 出 现在 精度 足够 好 
的 地 廊 。 用 单 精 庶 进 行 运算 ， 上 典型 的 计算 机 之 四 会 天 入 误差 为 1078 
ЖАЫ, ЖИЛЕ ЕНЕН И п 二 100 的 情况 下 求 近似 解 的 诈 ， 
We 一 50900， 嘟 末 这 拌 一 个 误差 及 多 可 能 增长 例 1075 效 量 级 一 这 
仍然 出 任何 遂 常 的 订 基 来 得 精确 。 岂 是 如 果 存 10000 ЕШ, нї 
ЖРО АЈ, нах 一 成 xz 进行 有 限 差 分 近似 时 ， 
ШОНЕТ, НЯ АТРИ ЈАНГ". 

#LH 8 IE, 我 们 的 分 析 都 是 针对 具有 正 特 和 外 利之 对 称 答 阵 进 
行 的 。 本 来 ， 我 们 可 以 轻而易举 地 放弃 这 个 正 特征 值 的 前 提 条 件 ， 
诉 用 加之 绝对 什 ， 此 时 条 件数 将 变 成 ec =max W| /min [А], 但 为 
摆脱 对 称 性 的 假定 《 当然 我 们 正 息 这 样 做 ) ， 就 不 得 不 做 重大 的 政 
ДЕ, ЗЕРИ 


* 3224 A 92 HE K ШШ KHER ЫШЫ Мз GNU ЖЕР, ЕЕЕ @ 1 A б W m 
T, АЛЛЕ K A loget tA tHE 
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“= a (s) 


Ж-НА. AMARAL 3 ра, ФАЙ, x 
之 相对 变化 为 日 之 相对 变化 所 限制 ， 那 当然 中 不 对 的 ， 条 件数 并 非 
HÀAmax/Amin= 1 ВГ, DKI ER F LBN IE 


b 的 1 G üS3sE4b S| a T x АЛЕК, ЖА O51009: ус 
代表 此 交大 任用 的 了 上 界 ， 所 以 它 至 少 应 为 10000。 在 这 些 窃 PE 中 ， 
我 们 所 过 到 的 困难 在 于， 上 中 对 角 线 外 的 某 一 大 的 元 素 就 意味 着 在 
4 phyA КАЖ, 这 与 我 们 的 直觉 一 一 随 着 4 的 增 大 4: 
应 该 减 小 一 : :是 要 矛盾 的 。 

为 给 杀 件 数 一 个 适当 的 定义 ,我 们 不 得 不 回顾 一 下 方程 (3) .4， 
的 所 以 进入 该 方程 的 理由 在 于 ， 它 是 151 对 1xl1 之 所 有 可 能 的 比 
APARAS. RISE E х 小 而 b= 4x 大 ,.( 极 值 情况 发 生 在 特 
АЕТ х, Е, IEAI x НА. HAT EAER EE 
ИТ, È- FEJA fE T, ТАХТА |x | НА Ati T RE i ЖЕ 某 个 
不 是 特征 问 量 的 向 量 上 。 这 个 最 大 值 仍然 起 短 降 为 的 大 小 的 一 个 很 
FUESE, CE mp AEREA, ЗЕН ДА 1 #7. 

TB 短 阵 A 的 范 数 为 关系 式 


[АЙ = тах A ^1 (в) 
所 确定 的 数 。 换 言 之 ,| А О RIERO HAER ЖИИ ЖП Ж x 
有 1 АХ Al zl. (1) 


并 且 至 少 对 于 一 个 非 0 шр x ЖА, PRERA. 
FRCS pH, ЖА NA :的 东 数 介 于 100 与 101 之 间 。 稍 后 我 
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们 即 可 将 其 确切 地 计算 出 来 ， 仁 我 们 想 首 先 确定 范 数 和 条 件数 间 的 
ЖЖ. AX b= Ах, óx= A 92， 故 从 定义 4 人 7 ) 中 ， 我 们 立即 得 知 
Hbl Ах ixis i aH [дә]. (8) 
3 A WAER AERE, REAC ) 的 一 个 明显 的 蔡 换 ， 在 对 称 的 情 
WF, AEEA, [ 4 二 正大 1 因此， 对 于 入 /入 的 明显 
ВОВЕ ВЕУ АЯДА ЕТА р. 
ТС ЖАЮ ЖОС = [А [АТ], HHI Ж 
足 不 等 式 


PEIPINS EENI 
жр eol (9) 


如 果 我 们 对 矩阵 下列 不 是 对 右 柚 b 给 以 找 动 ， 则 


{х+ёх[ TA 


不 等 式 ( 9 ) 对 于 每 一 个 口 和 每 一 个 6 者 成立， 旦 恰 为 (8 ) 中 两 
不 等 式 的 乘积 。 值 得 注意 的 是 ， 当 抢 阵 本 身受 到 抗 动 时 ， 同 一 个 条 
ДЕЗЕН РОСО) н, АХ= b， 且 (4 十 64) (х+ 8х) = Б, 
式 相 减 后 ， 我 们 得 

Ajdxz+dA(x+Šx)= 0 或 dx= A (5A)(x--óx), 
某 向 量 乘 以 64 记 得 的 放大 倍数 不 会 大 于 范 数 1 А1. MRA, 
ИЖ KERI ЖЕТ РАТ} 1 倍 。 因 此 
lóx] < J.A AH |x+óx]l , 


或 
вх -: — J ó Al 
3 x r< ТА H ПЗА || =e ГАТ, 
这 些 趟 等 式 意 昧 着 ， 由 会 五 入 误差 来 身 两 个 方面 ， 第 一 ， 问 题 
的 自然 灵敏 度 ， 以 上 度量 ， 第 二 ， 在 求解 过 程 中 所 发 生 的 实际 误区 
各 或 864。 这 就 是 维尔 克 吉 误差 分 析 的 基础 。 因 为 消 元 算法 实际 产 
生 的 是 近似 因子 IL 和 U’, 所 以 它 和 解 的 是 有 误差 的 矩阵 方程 4+84 一 
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LU’, WEPEREBRASLU,Wilkinsonghit HT, Wa AEE 
е Е Е ВИЕДА. (ESRR REUE 2. АЛЕ 22 > 
— 68. 《Rounding Errors in Algebraic Proccsses> ) B E 
由 合 五 入 误差 的 全 部 便 由 条 件数 c 来 承担 ， 
练习 7.2.1 WRA REZE, 求证 181 = i, HQs 
1. ЕЗШ ( 及 其 入 数 形式 a8 ) 是 唯一 其 厅 完 善 条 忻 的 矩阵 。 
练习 7 了 .2.2 哪 一 个 “有 名 的 ”不 等 式 给 出 1(4+x1 专 
1 4x 二 Bx 上， 为 什么 了 从 (5 ) 中 可 以 得 内 4 十 BI1 志 上 1A1+ 
上 B| ° 
练习 7 了 .2.5 说 明 , ЖР АҢ ABxI < [АВ] хі, 3: 
Мв) Ещ АВ[<&[ А] IBI., WAHRER с(АВ)<е(А) 
' c(B). 


1 
练习 了 .2.4 итш А-| , ] HAPAI 


=1/4, LANI SA A RelA) А, ГА, RRAN b ДЬ Ш 使 
HRR ИГИН ЛАТ Ж R, BHI xhi x (свв 
121. 

炼 习 7.2.5 W A HEPA 99 SE (9, Ах== Ах, 求证 
JAI Al. 


范 数 公式 
ME PE A 的 范 数 为 任 一 向 量 ( 特 征 向 量 或 非特 征 向 量 ) 乘 以 该 矩阵 之 后 
所 得 最 大 变化 量 的 度量 , | 4 | 二 max( | Ах | Т) {УРЕ 
范 数 为 1 。 为 计算 一 般 情况 下 之 此 “放大 因子 ”， 我 们 把 等 式 两 端 
取 平 方 ， 


ПА | #= тах ах AA (11) 


С Е 4128513 НЕ РЕАТАВ Ж “Rayleigh” . 
TD PEARES TEA АШ ЭСЕРШЕ {4 095 3E 37 dB. 
. 323 。 


[А] ?==5тах(АТА), WRA NHE, HEZATA < A, В 
W sr РА АНЫНА. [А Smax fid. #Ed— hhi OÚ Г, ШЖ 
BRRR ЛЖИ А” АНЫ ЛОВЫ. 
ХТАТАх__х'(2тахх) 
xx КЫ 

注 1 算 阵 4 的 范 数 和 和 茶 件 数 ， 在 实际 问题 中 并 不 真正 计算 出 
求 ， 而 只 是 估算 出 来 。 我 们 没有 时 间 为 求 1max(4-4) 而 解 特征 值 
问题 。 

E2 ЖЕ, ERD RA Ax =A b к} ДЖЕ Ш1Н 
HERE. Sere (AKA) e(A)83E y, HRA An u Ур [а] 是 
变 坏 ， 除 很 少 问题 之 外 ， 应 用 Cramer-Schmidt 过 程 或 奇异 值 分 解 
FAQ О ЖИГ, 

Ж 3 МАРС Жо h ME 4 的 奇异 值 ， 且 从 铺 构 上 
看 ,它们 的 平方 即 为 算 阵 4"4 约 特征 值 。 因 此 ， 落 数 的 另 一 公 趟 为 
| Al Somax, ERAR | Ax 1 = [Q EQOrIx H, пн RQ 
和 Q; 并 不 改变 向 量 的 长 度 ， 因而 最 大 的 放大 因子 等 于 最 大 之 0， 

Жа ”四 会 五 入 误差 不 仅 在 解 Ax=5 时 会 发 生 , 而 且 在 解 4x 一 
ix 时 也 会 发 本。 这 就 提出 了 一 个 新 的 问题 ， 什么 是 “ 特 和 处 午 问题 的 
条 件数 ”? 认为 这 个 答案 显而易见 那 便 错 了 。 湾 不 是 算 阵 有 4 本 身 的 
深入 数 ， 而 是 对 角 化 矩阵 S 的 每 件数 ， 它 度量 特征 值 的 灵敏 度 。 如 
W H ERREA + ERIGI, E RE 4 从 一 特征 值 间 的 距离 为 

=A < sl 1571] Е =e(S)I El (12) 
如 果 S ЈЕЗАВЕ О, WAEREA F, O=, Н} 
征 值 的 变化 量 # — À +K ТИЕ А ВУ В Е. НА й Е 
器 构成 正 变 系 统 ， 它 们 为 扯 阵 5 的 列 ， 这 一 点 就 会 发 个， 因此， 最 
好 的 情况 是 4 为 对 称 和 矩阵 ， 或 更 一 般 地 讲 ，447 一 474。 此 时 及 为 
一 正规 阵 ， 其 对 第 化 隆 S 为 一 正 交 和 矩阵 如 【 见 8$5.67， 其 特征 值 条 
件 完 美 。 你 们 可 点 看 到 S 存在 末 每 一 个 单独 特征 值 的 挖 动 公式 中 ， 
如 果品 为 3 E К 7), yy 为 5-! 的 第 Ek 行 ， 则 
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=Àmax= |А || 2, 


HA = Ex, + HEI :数量 级 的 各 项 。 (13) 
在 实践 中 ，y4Exi 能 足够 真实 地 俩 计 出 特征 值 的 变化 。 每 一 个 好 算 
法 的 思想 在 于 使 误 蓉 矩阵 总 尽 可 能 地 小 ， 这 一 点 通常 是 通过 在 迭代 
法 的 每 一 步 都 坚持 要 止 交 矩阵 的 办 法 来 达到 的 ， 下 一 节 中 QR 算法 
正 是 这 样 艇 的 。 

练习 7 了 .2.6 求 (5 ) 式 两 矩阵 的 精确 范 数 ， 

练习 T.2.7 了 对 于 练习 5,6.3 中 之 矩阵 A ， 试 比较 短 阵 474 和 
44 之 特征 从 ,求证 ff41 MAT], 

457.28 对 于 正定 矩阵 4，Cholesfy 分 解 式 为 4 二 LDL7 
WW, iW = DL", 直接 由 7 PD 证 明 甜 阵 W 之 条 件数 等 于 矩阵 
4 的 条 件数 的 平方 根 。 由 此 得 出 缚 论 ，Ganuss 算 法 对 于 正定 矩阵 无 
需 进 行 行 交换 。 条 件 不 会 变 坏 ， 因 为 e(A)=c(W7)e(W)， 

WSK3J7.2.9 通过 找 册 一 个 关于 不 等 式 4max(4 十 芍 委 1imax 
(А) +Атах(В) #11 тах(АВ)«лАтах(А)Атах(В) 的 二 Б, 
以 此 证 明 ， 最 大 特征 值 不 是 令 人 满意 的 范 数 。 

练习 7.2.10 Вх ЛЬН Е F xi E T 
“最 大 范 数 ”或 "LWR, xl e= max led 《 例如， 和 C1 ,一 
2,1)1.=2 ). RIRH УШИН ҮН, E 


| _] 


57.3 特征 值 的 计算 


求 矩阵 之 特征 值 ， 没 有 好 的 方法 。 但 却 右 一 些 上 脚 的 方法 ， 请 
永远 也 不 要 试用 4 然而 有 一 些 思想 值得 我 们 借鉴 ， 我 们 从 一 个 颇 次 
粗糙 ， 然 而 厚 很 王公 的 方 活 一 一 -宪法 谈 此 此 法 的 收敛 性 很 容易 理 
解 ， 然 后 ， 我 们 裤 步 地 过 渡 到 一 个 更 加 复杂 的 算法 ， 此 法 由 把 对 称 
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矩阵 三 对 前 化 开始 ， 解 得 到 真正 的 对 前 征 阵 而 告终 。 其 最 后 一 步 是 
通过 Cramer-Sehmidt 过 程 实 更 的 ， 而 整个 方法 称 为 如 民 算 法 。 

一 般 的 条 法 是 完全 按照 站 分 方程 的 原理 来 实现 的 。 首 先 试 选 才 
Жи, ЕАК Ши = Ane, и == A Ш ЖИА F 
Нш... == Aw. БМА EDS РЕЛЕ k, kah Z Б, T u,= 
A'o, ЖАША! Khu НА. ERE, mAH Re. AME 
REDRAFT RERA, Н Н A a 
ЗЕТА РН EER S ЛО, BA 具有 一 完整 系列 的 特征 向量 
Хур, ЖАГАН, ШИ АЛЛУ ЖОШ ДУКЕН. 

из=с,А{х ese, Ex. (14) 

ЕЕН а НЕЕ АС, ЕНРИКЕ nt M, MERAH 
其 模 量 相等 的 其 它 特 征 值 , „Ж K E. ВА Mail < 
1 。 那 么 ， 只 要 初始 猜想 zxo 包 依 特 征 向 量 x 的 某 一 分 量 ， 和 其 系 
Жо, 0, 虽 访 分 量 就 会 渐渐 取得 文 配 地 位 ， 


Л 
РА 


(4) аео, ( а) алол (15) 


уи Вх, r рр, BERA FA tef r = Maly 
{А ， 这 恰似 收 化 到 某 一 稳定 状态 的 情形 ， 这 种 情况 对 于 马尔 柯 夫 
过 程 ， 我 们 已 经 研究 过 了 ， 差 别 只 不 过 是 现在 最 大 特征 俏 和 .可 能 + 
等 于 1 。 实 际 上 ，ft15) 式 中 的 出 例 因子 4 我 们 并 不 知道 ,而 且 必须 
要 引入 某 些 比例 因子 ， 否 则 ， 当 li >i R < 1], иь 变 得 
很 大 或 很 小 。 通 常 ， 在 进行 下 一 步 之 前 ， 我 们 可 以 将 每 一 几 除 以 38 
第 -分 晤 a:。3 引 入 这 样 一 个 简单 的 比例 因子 ， 界 法 就 变 成 了 u, = 
Anfa ER, EAE Ex ЦК“. 

例 СОВМ) ADE AWIE РЕ @ 2 ВА = 


0.9 0.2 ` 0.667 
| ， 其 特征 值 为 1 ， икки 。 
0.1 0.8 0.333 


* Ж ёш P ШИ. B TAs 
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| 0.9 0.83 
lig 一 ,tt! 二 is 二 
0 0.1 0.17]. 
0.781 0.747 - 
0.219], 0.253], 


ЖИЕН ШЕ БЕРЕ. ВЧИНЕНА н, ЭПА, БОК 
于 1 ， 则 收 化 过 程 很 缓 慷 。 在 很 多 应 用 场 侣 r >0.9， 这 就 意味 着 ， 
为 使 (4 /4 降低 到 原来 的 1710， 就 需要 20 多 次 选 代 《 在 我 们 的 例 
子 中 ，r = 一 0.7， 收 化 过 程 仍然 不 快 ) 。 当 然 , жге 1, 这 意 
味 着 Aol == [А ， 则 可 能 根本 就 未 上 收 裔 ,有 阁 干 个 克服 此 局 Bš FE 
的 途径， 我 们 将 讲述 其 中 三 个 ， 

CORRE, AREATA, 而 非 单一 的 w:。 如 果 我 们 
开始 取 ?个 正 交 向 量 ， 将 其 均 屁 以 4 ， 然 后 用 Cramer-Scamidt 法 
使 之 再 次 正 交 化 《 这 是 此 法 的 唯一 步骤 ) 那 末 ， 就 会 把 收效 比 减 小 
aje = Al 41 。 进 而 ， 我 们 将 同时 得 到 p 个 不 司 特征 企及 其 特 
征 癌 量 之 近似 。 

Су ЖАТ, ПОКА. ДРЕВА 一步 又 为 ma = 
А710, RARE, RITI REDE HAv о E AAA LM 
UHF). ERR F, WRAK Fr” = Al А.Р, 
则 在 理论 二 保证 收 伍 到 最 小 特征 值 ， 在 应 用 中 ， 启 需 枝 的 往往 正 是 
最 小 特征 值 ， 这 时 人 们 就 自动 地 会 选择 道 蜂 法 。 

(DEFERT. BELA- А. ПТ IE 值 À, 
莉 被 移动 同样 一 个 量 值 5 ,用 了 于 道 短 法 的 收 笋 因子 将 变 成 吧 = A 
а. ај. В, а 选择 得 很 近 亿 于 4: ， 则 1* 很 小 ， 于 
是 收敛 过 程 将 大 大 如 速 。 此 法 的 每 一 步 都 在 于 解 方 程 组 (4 一 aD) 
mawe, HR 


w= 


ИЧЕ Cs Lag Caa 

а О соў + (А, ay 

WW м йз. MR a 接近 4 ， 则 上 和 式 右 端 第 一 项 之 分 母 
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ТА РЭ, ， 从 而 只 需 一 、 二 步 就 可 使 第 一 项 取得 完 全 支配 地 
伍 。 在 个 别 情况 下 ， 如 业已 用 上 其 它 访 法 《全 如 QR 算法 全 出， 
册 可 到 此 算得 的 值 为 a 。 标 准 作 法 在 十 将 A 一 I 分 解 成 LU”， 并 用 
ИЧПЕ х= С, Loe DOAR H. 

АОЛ жу ph napa k ОНАН, ЖЖ, W ILU OS iL 
ио, нй DA ЕА R IEP ELE I ТА КОЖЕ Ж 
EEH ) 可 以 选择 关系 式 (A 一 gaiDwirt 14 王 Wi 中 的 as。 最 简单 
的 可 能 性 就 是 具 用 把 每 个 ww 限制 到 适当 大 小 的 比 便 因子 ,但 是 ， 
尚 有 其 它 喝 好 的 方法 。 在 对 称 的 情 襄 下， 即 4 一 47 ， 最 精确 的 选择 
HFRayleighi 

a™ R(u,)= - из Au - 
А 

ЖС ОЕ, ARTERIE HEREA АЛУ, 0—0 R й 
ЖЫЗ ЖЕТЕ. А ВОР КА РВ ОЛЕ. ИЖ. E 
ARRA a sk k pq ари з ВОЗЕ, ВЕЗА = 及 ,一 
а/а 每 一 步 部 在 发 生变 化 ， 实 际 上 r” АШАР ОЖ. 
选 瑞 利 裔 作为 位 移 生 时 ， 我 们 得 到 a, 1] 4, 的 立方 收 伍 之 最终 А5 


г" ú. 
ЕТЕ 


2 = 1 
练习 了 .3.1 ENAS =з ША =| | 
— 1 Ну И 


Ж н, = Ак, 6, И bu =l 1,0)7, ЖЕЕ 
п. МАА? 
练习 7.5.2 HTERKHPFA, БИ {Н Н и„=(3,4]7, bü 


ХОБРО р, ТАЕР ОЕ ОРН ШЕ. [ДДТ ñL РЕ А-а] 着 常 过 于 奇 
Fo PEKE., X HU AU Pa ЗЕ З pA РЕДОВ MA — 
PIRH ш AnA RER., Sri t u Ө ИНИ —Ж, 

* 线性 慌 部 的 意 电 是 ， 共 一 步 均 将 误 认 本 记过 二 息 一 个 固定 前 因 T, -E 方 Ж, 
жк h. ч} ak НЕ рае y. Шу (у= 0 ОРЕ re.i oras 
-fat anth Ary SK SS R, H-P iB ey A S Y N, P| wi, 
#1071 3] то": Hott, 


. 328 · 


比较 下 列 结果 : 
С) RRA 


- i |? ! 
Hy FA li 一 一 | a J 


Gi)— Z #£ {Юй E u= lAa u, H pa =н Ан,/ 
иону, 

Ж ЕШР И Ruo WERA 之 另 一 特征 向 量 41，1 7) 之 倍数 。 

三 对 角 阵 和 Hessen5erg 形 式 


仅仅 对 于 天 而 又 二 分 区 玻 的 宇 阵 ,我们 才 失 着 用 宪法 ; 当 抵 阵 的 
大 多数 元 素 不 为 等 时 ， 此 法 不 宕 序 用 。 固 此， 我 们 探讨 这 样 一 个 问 
题 ， 有 有 无 某 种 简单 的 方法 在 年 阵 中 得 到 零 元 素 。 这 可 是 下 面 凡 小 节 
F 的 所 在 . 

ТРЛН Н, AAAH AU, B т ЕВЕ 
及 中 为 多 之 后 ,我们 并 不 主张 加 到 和 宪法， 还 自 几 种 深入 得 多 的 变 
式 ， 其 中 的 最 侍者 似乎 是 QR 算法 (BAERE RIE h 
时 还 要 用 到 ) 。 站 任何 情况 下 ， 第 一 步 均 在 二 获得 尽 可 能 多 的 过 元 
素 ， 且 用 尽 可 能 快 的 方法 来 实现 这 一 点 。 限 制 速度 的 唯一 的 因素 在 
祁 我 们 辟 用 西 变换 (或 正 交 变换 )。 这 此 变换 保留 对 称 性 和 和 长度 。 换 
ETZ, ШНА ХЕЕЕ, ЗАО АСЛУ РЕ, Н ЖЕ 
一 元 素 均 不 会 变 得 超然 之 天. 

从 和 变换 到 CC AU, APARARE, 或 者 我 们 每 步 产 生 
一 个 零 元 素 ( 如 Gauss 消 元 一 样 ), 或 者 我 们 一 次 取 整 个 一 列 。 为 得 
出 单个 的 替 元 素 ， 我 们 应 用 平面 旋转 ， 正 如 下 面 (21) 式 中 所 示范 的 
那样 斋 足 够 了 了 。 那 里 的 旋转 人 斥 阵 其 有 一 个 含有 cos8 和 sing 之 二 阶 子 
阵 芯 。 然 后 我 们 可 用 同样 方法 来 处 理 对 角 线 下 之 所 有 元 到 ,每 步 选 
择 一 个 能 产生 一 个 零 元 喜多 旋转 角 日 。 这 后 是 雅 可 比 法 原理 。 很 中 
昌 ， 有 限 次 旋转 之 后 ， 我 们 并 不 能 使 4 对 基线 化 ， 央 为 前 几 步 所 获 
欧 零 元 索 ， 在 后 续 步 又 产生 新 的 霉 元 素 时 行将 被 破坏 。 

为 保留 正经 得 到 的 零 元 吉 ， 我 们 不 得 不 在 将 矩阵 化 为 几乎 近 于 
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三 角形 式 时 就 适 可 弄 止 ， 在 主 对 角 线 下 保留 一 个 非 零 对 角 线 。 这 便 
ДЕЙТН Hessenberg 形式 。 如 果 矩 阵 是 对 称 的 ， 则 上 三 角形 部 为 本 
知 阵 下 三 角形 之 镜 象 ， 从 而 矩阵 将 是 三 对 角 阵 。 
这 两 种 形式 ， 过 去 均 通 过 在 适当 平面 中 进行 一 系列 旋转 而 得 
来 , 但 是 Householder 找 到 了 解决 这 一 问题 的 新 方法 ， 他 的 思想 为 
QR 法 提供 了 “预备 步 台 ”*。，Householder 变 换 ， 或 称 为 基本 反射 
(elementary reflector ) 是 由 下 述 形 式 之 矩阵 实现 的 ，。 
Zvu” 
v || 2. 
о АКУ В-и ио [о |, ЖНЖ Г 
зии. ЕКИНЧИ F, HAYRETE ЕНЕ, 
HTH =(]—2uu")" (1— 20и?) 
== 1 guu" tH duu ни? =l, 
R, 五 = 五 =н, ФЕН Б, AEZ I— zuu" MA 
Hermite 型 又 为 丁 型 。Householder 的 计划 就 在 子 以 这 些 矩 阵 来 产 
生 零 元 素 ， 且 其 所 以 能 侣 成 切 是 基于 下 述 恒等式 . 
TE #z=(1,90,;,,0¥, c= |х|, v=xtoz, НХ 
=—ой=(—0,0,5,0)7, 


H= I— 


证 
кех— 299 ge (etor СОЕ) 5 _ 
Нк зү (or) Eo Ton 
=x (xta) (С'/хлх'х=о*) 
二 一 oz， (18) 


我 们 立即 可 以 应 用 此 人 恒等式。 我们 从 4 的 第 一 列 开 始 ,， Fj PP Жа 
住 ， 最 终 应 该 得 到 皇 阵 入 的 三 对 角形 式 ， 或 Hessehberg Jë K UT! 
AD。 因 此 , .对 角 线 下 具 包 含有 7 一 1 AEX. 


* 可 时 工人 意 ， 慰 们 可 以 不 进行 这 项 相符 步骤 ， 人 而 直接 过 痰 到 记述 的 ОЛИ Eo R 
АЕ ЕИ ЖН, АШ Ле ЛЖ. 
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Aar) 1 79 | 
| 
' a D i Ü 
х=) ,| z= | | H= : a7) 
| i ;: : : 
і . ; | 
t айка}, Ns Ü ' ` 0 


Т1 — 5 ЕНопѕећо1 бег Е: H Anl И, AE, CRE 
ТЭО ZATA: 


jt 0000, 
É : 
U =! 0 = 01 А 
С H ' 
0 
б 1з s.r 
і 0 Фа ев 
I i 
UilAL = Ü ».. æj 


Ü # ü ж % d. 
Н БЯ І, МОРЕ, 0а :完全 不 变 ， 而 更 重要 的 是 ， 
它 不 触动 (17) 式 中 出 现 的 名 零 元 素 。 所 以 , 第 一 步 妈 告 完成 , 且 
U, AU ,含有 所 要 求 的 第 一 列 ， 
第 二 步 类 似 第 一 步 ，x 由 第 二 列 之 最 后 中 一 2 个 范 素 组 成 ，= 

为 站 应 长 度 之 单位 向 量 ,， 昌 ;为 # 一 2 ИЖИ. ФПИНИ FU.: 
中 时 ， 我 们 得 到 

10000 

01000! 

U= 0 0 = 051, 
00 H, 
оо 
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UI (UJ AU, U= ож w а < | 
роже * 
(оов +»), 
最 后 , И, ЕНЕ], рл: Жый, АРК n) 45 #l 
Н.Неввзепһега М2, -AE F, ОБ ЖАШ RHR ,Us… 
U, ПЯ О т 275 ИОК Жуп! 数量 级 。 


例 
101 А | 
a-[ :| -| | "=| | 
1107, 1. 12 
| 7i] 
H=” 
— ] 0], 
将 百代 入 U ЧЕ, Т ЯЕ 
0 0 1 一 1 0 


оо o=: | UIAU |- 0 | 
0 —1 C7, Ü 1 1 


DAU 注 一 其 特征 慎 可 以 很 产 使 地 求 得 的 征 阵 一 一 立即 可 用 QR 算 
法 一 一 但 这 里 我 们 暂时 先 正 下 主题 来 提示 一 下 Househofider 变 多 的 
另 两 个 应 几 

I 因子 分 解 A= QR,. 这 是 第 二 章 中 Cramer-Schmidt 过 程 之 
简写 形式 ， 而 现在 此 过 程 实现 起 来 会 更 加 简单, 更 加 稳妥 .请 记 企 ， 
及 为 右 二 三 角 和 证 阵 ， 我 们 再 也 入 有 在 宇 对 有 节 线 下 亚 例 接受 一 个 非 霉 
Ир] АЙ ЗЕ АЙЯ. ИЖ АФ ИД ДЕНТ! AU A На ДН E 
经 产生 的 零 元 素 起 破坏 作用 的 UU 或 二 因子 。 因 此 ， 建 站 之 第 一 步 
应 与 矩阵 4 的 整个 第 一 列 打 交道 ， 
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la, ах 


a ; 0] 
x =! 21 Z=, , v=*+ Jx 2, 
| ба| 
poi 
` 24.12, | o, 
US 
нр 


Ш, Ж НА Ж АЗЕ ПГ ВЧ, EFT 1 1 2, 
主 对 角 线 下 的 元 素 为 零 ， 并 且 这 是 尽 的 第 一 列 。 第 二 步 实 现 矩阵 
H:4 第 二 列 的 变换 ， 包 括 从 对 角 元 开始 向 下 的 各 元 寄 ， 结 果 ， 产 生 
一 个 算 阵 吾 : 吾 4， 此 和 阵 第 二 列 中 上 述 对 角 元 下 的 所 有 元 素 均 为 
堆 《 整 个 算法 非常 近似 于 高 斯 消 元 法 ， 实 际 上 这 是 一 个 稍 慢 一 点 的 
方案 ) 。n 一 1 个 步 又 的 结果 又 是 一 个 上 三 胡 阵 玉 。 但是， 实现 务 
步骤 的 和 矩阵， 并非 下 三 角 阵 工 ， 而 是 莱 积 Q=HIHs…H,.1, ТЕТ] 
以 保留 成 这 样 的 因子 形式 ， 并 不 95 Së ARM 出 来 。Cramer 
-Schmidt J Ж. 

I 奇异 伍 分 解 @i4Q@: 一 王 . ( # 154 页 }， 此 分 解 按 最 小 二 
苹 法 立 中 给 出 了 对 任 一 问题 之 最 优 解 2 ,我们 提醒 一 下 ESAR 
ERZIEHER, HELF ORRE. ) APRA AZE. A 
为 Householder 变 换 仅 能 为 特征 值 问题 准备 出 一 个 息 阵 , T ВЕ SR 
此 问题 解 ， 故 我 们 不 能 期 望 这 些 变 换 产 生 电 终 的 答 阵 王 。 然 而 它们 
都 产生 一 个 双 对 角 和 矩阵 ， 此 双 对 第 阵 中 ， 除 在 主 对 角 线 及 其 上 面 一 
个 对 角 线 上 外 ， 其 余 各 处 均 为 零 。 尖 然 ， 这 个 预备 过 程 从 数值 上 讲 
дла, ВН Е АЛЕ, 

ЖМ НО РТ ЕЖОВ ОЯЗ Р, 4 的 第 一 
列 被 选 作 х, HH xp 2 F ous руа, 下 一 步 便 是 
将 HA 在 右 情 莱 以 如 下 所 示 沿 第 一 行 产 生 零 元 素 之 短 阵 H 1), 


«ж š ü + Ф Ü Ü 
4-a4-| о .. -| -za `. | (18) 
Ü * w +» O w... 
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ЖБ, 50900 Норѕећо! ег 
* * Ü Ü 
Н.Н,АН! -| .. | 和 
Ü O *% 


* * 0 Ü 
H.,H AHH’ -o С J 
0 0 жеж“, 
УХ ЖАПЕ ЖАНЕ ЖАРАМ, 同时 也 再 次 分 步 示范 了 通过 
Householder 蛮 换 订 以 产生 零 元 束 之 快 速 方法 。 
练习 7.5.5 证 明 对 于 相同 长 度 的 任何 两 个 不 同 向 量 直 x 二 二 
iy 上 ， 选 择 w= 二 x 一 y 会 导致 使 Hx 一 y 科 Hy 一 x 的 Householder 变 
换 。 
练习 7.5.4 对 于 


Aie 0] 


Н ос |x], e= x--czF38 Гу К) Householder Æ ЕН, 9 WE 
Hx= — oz, 


练习 7.3.5 利用 7.3.4 求 出 从 矩阵 


"134 
a-[: і °| 
400 
产生 出 来 的 三 邓 角 阵 U” AU, 


QR 算法 


此 算法 简单 得 几乎 神 亲 。 它 以 矩阵 A。 为 开始 ,用 Cramer 
Schmidt 法 将 其 因子 分 解 为 @rR。， 然 后 交换 两 个 因子 的 位 置 ， 得 
А. =К,.0,, MREP RER 00, OA Q =Q R} = 
A ,此 过 程 继续 进行 ， 同 时 特征 值 不 发 生变 化 。 

A,=Q R, H А. =8,0,. (19) 
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мы 


ЖИЕ ДИ ЖЭ {ШОВ ЫЕ. ЗЕН ДЕН ТЕРИН КТ. + Ж 
Жї, А.т: f НЕ, ШИ, Ж ИЛОН CERES, Mi 
ik Bos F Ч Тө) у} {Б Ао К“, 

现在 的 情况 是 ， 此 算法 好 ， 但 却 不 很 好 。 为 使 其 专用 化 ， 需 向 
两 方面 的 改进 ,《a ) 我 们 应 允许 原点 移 位 ;〈b5 ) 应 保证 每 步 之 QR 
ATARE ARE. 

(a ) 移 位 算法 ”如 时 数值 a 接近 某 特征 入， 则 步 又 (19) 应 立即 
移 位 

A 一 ad 一 QiRi, ZE A. B.,Q,- a (20) 
Хз KJE S ЛЕ HRE, BA An ATA: 

QAS Qi (QR oa) Qi= Ar 1, . 
ЖЕНЕТ ЖЕШИНЕ, ЖР Ак Z (n, п) (HD t F f 2 33 ) 
第 一 个 技 近 某 特征 值 ， 因 此 ， 把 该 元 素 选 作 位 移 量 a ID ДУА. s 
普遍 的 党 法 。 通 常 ， 共 作用 站 于 产生 平方 收敛 性 ， 而 在 对 称 的 情况 
下 ， 基 至 产生 立方 收 敏 性 ， 收 敛 到 最 小 特征 值 。 或 许 移 位 算法 三 、 
фәреш, ШЇ АД ФАЛ TEER 


насе 
ЕЛ 

A Ü æ» °| pegi, 
oo 11] 


我 们 将 已 计算 出 的 4 规 为 真实 4 的 非常 接近 的 近似值 。 为 求 下 一 个 
PIER, БУА ЛЕ |} ИП ДӘН: С 图 中 为 三 阶 ) ， 继 续 应 用 QR 算 
法 。 共 各 子 对 角 元 储 @R 算 法 之 前 几 步 已 稍 有 减 小 ， 从 而 再 有 两 步 
好 是 可 求 得 如。 上 述 内 容 答 出 了 或 所 有 特征 值 之 系统 步 又 序列 。 实 
际 上 ，QR 算 法 现 已 完全 讲述 完毕 。 所 剩 工作 就 在 于 求 出 特征 向量 
《这 只 不 过 是 遵 舌 法 的 一 步 ) 及 利用 Householder 法 产生 各 零 元 


。 -48 系 QR 算 法 以 其 开始 的 矩阵 。 如 第 它 本 年 曲 通 过 Howsehotaer 变 换 得 来 的 ， 
已 为 三 对 角形 式 ， 则 4 ЧЕЊРАИ Age 
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(БУШ FEHousehotder teH, 将 4 化 成 二 对 前 或 Jesseaberg 
形式 ， 上 其 日 的 症 于 使 QR 算法 之 每 一 步 做 起 来 都 很 迅速 。 通 常 ， 
Cramer-Schmidt 过 程 (ШОКА), ЗЕЙ Оп), Л 
Hessenberg WE., MEMI OaD, <H AE А 
OJK. IEICE, ATA E А E E W 
H, ma Е RA Н ВЕНОК RA OOA EA Hessenbergib 
式 ， 那么 此 项 改进 只 能 用 于 第 一 步 ， 因 而 也是 无 成 效 的 。 

ЖН, Као НУ, УШНА: 具有 和 4, 相同 的 形 
式 ， 我 们 来 研究 一 下 矩阵 


ШИМИ 


s.s»: i 0r.» 
Ü + +» * || Ü Ü 1 
‘DOs 0000ж ` 
ЦК ЕН Ж. Е О, ТЕА, РАНА Л лр 
ж, HUQ. ЯНЕ. ЮЕ, ЖА ОЙНА T pr SE BJ 
办 法 来 形成 ， 因 此 


те" 1 бб 
Ож ж а Ú жа x | 
A =R. Q. =! | 
oo 


Оро ж ! | 0 Ü * ж 
这 三 个 零 元 素 将 又 重新 出 现在 滋 积 中 ,， 故 无 论 何 上 时， 只 ДА, 
Hessenberg 20, MA 亦 为 一 Hessenberg 年 阵 。 对 称 情 癌 将 会 更 
#, UNA =Q 4 仍然 是 对 称 的 ， 
AI =Q As (OT =Q A Q =A;, 
EREE, ЗОЛ НО ВРА, АУТ Hesssenberge 26. LA 
З ЕВЕ у Hessenberg ÉA, MHA HZA. ТАН 论 
WEET REPA, Аз. 5. RAR, ORAR SE P EJ 
L= ЙИ. 
RARR А ГАФАР, В МАНАА, EQ 
+ 996 * 


R, ( DL K H ГА, EQ В, ， 或 者 实际 了 上 由 4, 一 ae 产生 台 RR) 
的 过 程 。 这 里 我 们 可 以 再 次 应 用 开 ouseholder 变 换 ， 人 刀 通过 平面 
“旋转 ”人 情 次 消 每 个 对 角 元 的 办 法 会 更 烦 简 单 。 第 一 识 旋 转 将 有 如 
TER 


feosg 一 sing i бау жете 
sinp Ü a *... | 

p31 A: = cos | | 1 | (21) 
| 0 +.: 


! 1 í 
' 1 ! \ Q Ü ж ж J. 
DER Rh (2,1) Уа, sino a, созӣ, FERTRIET 使 此 
ЖАЮ. 此后，Pss 也 以 同样 的 方法 来 选择 , ШШК 
Psz Pz 有 4 之 (3,2) 泥 岩 等 于 零 。n 一 1 次 此 类 初等 旋转 之 后 ， 最 笑 结 
果 便 为 上 = ЖА, . 
 R.=P,,-i Ps: IP, A. | (22) 
关于 计算 数学 中 最 信 得 注 意 的 算法 之 一 ， 我 们 所 能 讲述 的 就 是 
这 些 ( 在 Wilkinson 和 Stewart 的 著作 中 有 关于 此 方法 的 详细 论述 )， 


57.3.6 ШАНА, |2 0 ича, apuse 


EHe; к i l4 一 3 
只 产生 改进 不 大 的 Ает y 72]. 


练习 7.5.7 对 矩阵 4 一 | Sin 应 用 OR 算 法 的 一 步 ， 位 
移 量 取 a 二 a,:， 在 本 题 之 具体 情况 ， 这 就 意味 著 无 移 位， 因为 
ass 一 0 。 求 证 ， 非 对 角 元 将 从 siag 变 化 到 ~sin 归 【立方 收 伍 之 一 
Bi). 

练习 7,3.8 ИРА [0 (| 在 CR 算法 之 每 一 步 均 
保持 不 变 ， 央 此 ， 这 是 军 见 的 收 全 性 的 反例 之 一 。 此 现 莹 可 通过 相 
入 任 一 位 移 量 的 办 法 来 消除 。 

练习 7.5.9 用 归纳 法 求证 ， 对 无 移 位 之 CR 竺 法， 弱 积 ( @,@， 
О) СКК, В) АВ A: 的 BR 因子 。 这 种 重合 现象 将 OR 
算法 与 筹 法 联系 起 来 了 ， 并 成 为 其 收 合 性 的 一 种 解释 ， 如 果 a > 
Mel > |. җе РШЩ ЖОЖ Б ДЕШ ERE ГЕ А, 之 E 

437° 


HARE. 
87.4 人 解 方程 内 Ax=b 的 洪 代 法 


为 解 方程 组 Ax 二 b， 我 们 并 非 绝对 需 变 用 太 代 法 ,这 与 特征 值 
澡 是 不同 , 那 时 我 们 无 迁 择 的 余地 ,Gauss 请 元 法 在 有 限 的 若干 步 又 
之 后 ， 斑 可 给 出 解 *， 只 要 这 些 步骤 欧 总 激 是 适当 的 ,那么 我 们 就 可 
用 这 个 方法 。 另 一 广 轴 ， 当 B13 数值 很 大 时 ， 我 们 可 用 决 速 方 法 求 
得 x 的 近似 和 解 ， 如 果 和 开始 用 了 消 元 法 ， 站 到 困难 就 半途 而 Dz. ЯКЕ 
HAREE. З АДЕ РАК SRRA, CAER 7 
ЗАЛАХ, ЛА. Am АО ӘИТ Е ВЭТ DL [{ +1, 
并 且 用 这 些 方法 的 上 述 过 程 可 根据 我 们 的 意愿 随时 终止 。 

这 样 的 方法 很 容易 枸 思 出 来 ， 只 要 用 矩阵 和 的 分 裂 法 即 可 送 
3. 如果 克 = 二 5S 一 TT， 那 么 方程 组 4%x 一 b 便 等 价 于 方程 组 Sx==Tx 十 
b. K, RITRARRE 

8x: ,=Tx;+b (23) 

ш, PRETA SEIRE. ОНЕГА, MRA 
需 满足 两 个 不 同 的 机 求 ， 

Сх. 应 容易 算出 。 因 此 ，35 诺 为 一 简单 且 可 遵 之 矩 
阵 ， 它 可 以 是 对 角 阵 或 三 角 阵 。 

С) А pe Wak š ЖЕ» BLR HA WO 5х Ге 
MEERE, HARRESE TRER o= Z 公式 

Se, = Te, (24) 

这 只 是 一 个 其 分 方程 。 它 从 初始 误差 ee 开始 ，K 步 之 后 ， 得 新 的 误 
„Зв еъ= (57 T)seo。 这 里 的 收 和 化 问题 怡 等 价 于 稳定 性 问题 ， 当 e 
OB], x,—x, 

ТЕ ВХ го КЛОДА а ЈА 之 1 
Bh, AIRE Да. НОЖА ТА Z АА. FERRA 
EST УШР. 
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PS-IT)=max |4]. (25) 
W, Gr S :Te 的 典型 解 为 

ESC AX САХА 
显然 ， A 中 之 最 大 者 最 终 将 取得 支 瑟 地 位 ， 并 将 决定 着 ei 收 侣 到 
FHER, 

对 选 代 过 程 的 两 项 要 求 ， 具 有 某 种 程度 的 荐 对 性 。 在 一 个 极端 
情况 ， 选 矩阵 分 烈 $S=4，T 王 0 ,我 们 即 可 获 及 上 收 敏 性 ， 渤 民 过 程 
的 第 一 也 是 唯一 的 一 步 将 为 4%, 二 b， 在 这 种 情况 下 ,误差 短 阵 S57' 人 了 
为 0 ， 其 特征 值 和 谐 半 径 亦 均 为 零 , 因此 , 化 迷 ( 通 常 定义 为 
一 lcgP ) 为 无 限 大 ， 

恒 是 ，S 一 4 当然 可 能 不 易 求 道 ， 这 便 是 机 进行 矩阵 分 虱 Pu Pš 
十 。 另 一 个 蜂 端 情况 ， 我 们 可 以 把 8S 选 作 和 矩阵 4 之 对 角 部 分 ， 此 了 时 
之 踪 代 法 即 变 成 了 雅 可 比 法 ， 

аз. CA Jesi = Nb 
ТИТ (26) 
LE tt 

如 果 对 角 元 ou 全 部 为 非 零 元 素 ， 且 4 为 稀 醇 矩阵 ， 其 右 方 的 大 
密 数 项 都 不 存在 的 活 ， 则 从 хь], 1 的 一 步 很 容易 实现 ,重要 的 
МЕЕ РИКО ДСО, ЯП ЭК, ТАЈ, 


011 
ект a] 
A= S= T= 
— 1 2 ° t 05, 
N 1 ` 
э 
5-:Т-= 
1 0 
. 


如 果 门 车 x 之 DEA faw, WHE HEE SA m= Tt ъз; 
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Zur =W tb 


Z2w i i =U, Fb.: 


Ё 
ба D (b 
u | 2 u 2 
a| = -F; 
W Ру, f 1 w J | b: 
L 2 °, . 


起 决定 作用 的 矩阵 S-'T 之 特征 什 Эу 2, É ЖЕР Jb 


低 二 分 之 一 《 准确 秆 又 增 如 了 一 个 二 进 制 位 ) 。 在 此 例题 中 ， 牙 化 
EERE, ЇН ЩН K. ТСО, 

ЖЖ ПАКЕТ Дт А, ЖИА (26) 2. Jacobi 
{ЧЕЧ Ей ж —-1-1И5Е A ҖЕ, 它 要 我 们 保留 2 之 所 有 分 量 ， 
HAPHE x, 计算 完毕 为 止 。 一 个 更 加 失 然 的 思想 ， 费 求 保留 的 
东西 只 有 Jacobi 法 所 要 求 的 一 半 。 这 个 夸 想 在 于 ， 新 向 量 内 :的 每 
一 个 分 量 , 一 旦 计算 出 来 , 便 开始 应 用 。 这 样 ，x4+: 将 逐渐 取代 
*;， 每 次 取代 一 个 分 量 。 因 此， 当 ”ri 被 建立 起 来 时 , x, BB Ж 
TRR 

这 就 是 说 ， 第 一 个 方程 仍然 与 前 相同 ， 

аціх.) = Саг аза ах.) Hb 
下 一 个 方程 立即 以 此 %*, 之 新 值 进行 运算 ， | 
а; (ха) = аз (51): (аз sxs 
— nx) sh , 
最 后 一 个 方程 将 全 部 用 新 值 : 
ах), Саат g, Xa — 
一 Brs- 2. i) r HPne 
上 述 方法 纵使 显然 不 为 Gauss 所 知 ， 并 非 5eidel 建 议 , 但 仍 被 称 为 
Gauss-Seidel 法 。 这 是 历史 上 使 人 凉 奇 的 一 点 ， 因 为 此 法 并 不 
` 340* 


Ж. TREG, My PDAIR, ESIA 4 之 下 
HAMD. EEN, ЖО F2 ED A=S—T Bh ИКТ, REE 
= f ИШ, 

#1 2 


| 1 
f | | | 
T= S tT= 
о oj, | 1 
4 
Gauss-Seidel, ЖЕЛ Нә, wA 

20р: = W, Fb. af 2 peki 1 чь. 

ZW: mt 二 ba 一 1 2 9 0 
Вато ЙН X E sika {ЕНИ ОҢ, ТИГАН ИЯК. 
JÉ: Te, 误差 每 次 均 除 以 4 ， 所 以 Gauss-Seidel 法 之 一 步 等 
价 于 Tacobi 法 之 两 步 * 。 机 为 此 两 种 方法 所 需 之 送 算 次 数 根 同 ， 出 
于 我 们 只 用 新 值 取代 旧 值 ， 实 际 上 会 节省 计算 机 之 内 存 空间 ， 故 
Gauss-Seidel KRIT, 

有 一 种 方法 可 使 Gauss~Seidel 法 得 到 更 进一步 的 改进 。 在 手 算 
千代， 曾经 发 现 《 可 能 是 偶然 的 )， 如 果 在 计算 机 释 正 {К Xii Xa 
F, ЖОНН T Gauss-Seidel 9. ИГЕ ЕЕН. M 
ВЕНН, ЖОНЛЕ ЦЫ, ВАЗНИ х. Е АА 1. 
Ш, МЛАЖ ЗАЗА ARA то, ШОБИ F 近 
TAR, e= BJ, у Gauss-Seidel; ww 六 1 时 ,此 法 称 为 过 
次 起 松弛 法 《SOR 》，@ 的 最 佳 选择 决定 于 所 解 的 问题 ,机 永远 也 


`— v 
ғ 


Варан JEE A Jacobina k k, ТЇ Gauss-Seidel Атей E б, ER 
TURA- REAR, EEA RA. HRR ДЕ ИЗД, MEMA > 
0, MSAN 43 ETEF, Gauss-Seidel A ti te 


«341+ 


不 会 超过 2 ， 往 往 为 .9 左右 。 

ЖШ РНЕ REEM AE. $D, 工 和 1 分别 为 年 阵 4 之 对 有 ， 
严格 下 三 角 币 严 司 上 上 和 前 部 分 。〔〈 此 分 筑 和 Gauss 消 元 法 中 的 4 一 
LDU RTI EERE, NRE, MERMAA=LD+HU, ) Jacobi 
法 由, Соз) 2 А058, AWMAT=—L—U, Wi Gauss-Seidel 
UERR ERES =DHLMT =U, ME, AWEKA EE, 我 
PIHET Ж R А 

(DiaL)x = (01—00) ә07)х, фор. (27) 
EE, o= 1 时， 我 们 得 不 到 加 速 ， 硬 又 网 到 了 Gauss-Seidel 
法 。 但 是 ， 不管 @ 如 何 ， 左 侧 之 矩阵 为 下 三 角 阵 , 右 栅 为 上 三 角 
ËR. 因此， 一 旦 某 一 分 其 计 算出 来 , RITRARRE Н х оа 
取代 x. 这 时 ， 高 斯 一 一 赛 德尔 法 之 一 个 监 型 步骤 将 其 在 下 列 形 式 

as(x a =a (x) eiS Саха NRE ) + 

+ (аха Aikaa ЫЛ. 

如 果 旧 猜想 %# 与 真实 解 x тр Ей, ДОА x. 将 与 2+ 相 等 ， 
因而 插 导 中 的 表达 式 将 等 子 零 。 


йз 对 于 同一 征 隆 4 一 | 17 “|]， 超 松弛 法 的 每 一 步 为 


| spe P ° j+ et. 


=o 2 0 27(1—~ оу 
如 果 我 们 将 等 式 的 两 蚀 均 陈 以 co， 则 得 列 式 4=S 一 T 之 逢 阵 5 和 TT， 
ЖАТКЫ ЖИГ Sti =Tx,+ b 的 形式 。 这 样 起 决定 作用 的 矩阵 
SIT 其 特征 值 决定 此 方法 之 收 伊 速度 ) 为 


О ы 
一 中? 0 2(1— ө) 
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参量 @ 的 最 优选 择 值 应 使 矩阵 志 的 最 大 特征 值 ( 换 言 之 ， 共 谐 半 
径 ) ОРВЕЛ. ЕАН Я т ВЕРА МОЩ АЈА. Е 先 ， 
АН ВОЯ АЕ TI — MUET R F 23 JE Т! 
Жый 1 aB РОТА, BAAT RTARTA ( $ЯЕ pk RE 
阵 之 后 】》， 第 二 个 因子 的 行列 式 等 于 4(1 一 @)*:， 因 此 

А.Д =detLs=(1—0):, 

下 面 是 一 条 一 般 性 的 规则 ， 第 一 个 矩阵 CD 十 oo 的 行列 起 为 
Черт ГЕР З ВИР ЕЛ РО: 而 第 二 个 矩阵 
BHIIR A det- 9) р, ТЕЗЕ RT E 角 线 的 
Ел. Ж п ӘНИ F, ГИНДЕ уаде = (1 о) н 
WH, МЫЖ о 2. Т ТҮШЕ SSSR К, sk 使 
不 等 式 |] < 1 不 能 对 所 有 特征 值 都 成 立 。 于 是 选 代 过 程 不 能 收 
0). RERET TEEL ERER- RRR, RAE, 
一 1 时 ， 这 是 Gauss-Seidel k AE, Tm, TBS 3 
ӘН, НН ЕА И ВЕЗЕ ДЕ Е, що МЕ Ч, В 特 
ПЕТИ, ИЕГЕ ТОКУ Ро --1, ШОНЕН р ШЕ „> 
ITIR" ШЕЛ АЗН, АУЕН Z Siak 等 рн 
[ЕД СЕ.) 之 和 。 HIE RES onh TARE: 

АЗА = (о, Т) Со, 1) 


= @—26%,„,, +- t, (28) 


由 此 二 次 方程 可 解 得 @,,， =4(2—v 3 у 1.07, 19, 这 二 个 相 
等 的 特征 值 约 等 于 @ 一 1 二 0,07， 这 苛 @ 二 1 时 之 Gauss-Seidel 法 
所 得 之 特征 值 4 二 1/4 相 比 ， 六 有 下 隆 。 在 此 例题 中 ,@ 值 的 正确 
选择 再 次 使 收 敏 速度 加 快 了 一 信 ， 因 为 {1/4)? 心 0.7. 

如 此 一 项 波 进 ， 竟 可 以 轻而易举 地 几乎 神奇 般 地 闭 得 成 功 。 这 
样 一 性 事情 的 发 现 ， 曾 经 是 20 余 年 来 数值 分 析 中 大 量 活 动 的 起 点 。 


如 时 名 进一步 增 庆 ， 那 么 特 证 什 就 变 成 一 个 四 共 辊 对 一 两 特征 俏 都 有 JA = о 
1, BOL PA МСК» -1)2, BENZ ERARO AREN A 
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ж, А-Л РЗА Ea ie. 19504 оила 
这 文 里 提出 了 求 最 优 人 于 一 个 简单 公式 ， 于 是 这 党 一 个 门 题 获得 了 
Mue EROP Aa ET iR AHEL ВОР ИМА A Ја cobi 
Жж DT СНР RER, 这 种 联系 可 写 为 
(А+0— 1) =o? (29) 
АЭН ЕА S: ORNE, MERKE o=1 ( Gauss- 
ез ) , 那 各 ,此 下 给 出 天 二 2 ИШ, А = 0, =p, х— 
点 通过 下 壕 例 1 和 例 2 ТЕ, AT 一 士 14 和 4 一 0， 
Аъ=1/4, ERKE., KARR E ERA RAT E ESR Gauss- 
А, Br r Young 25 Mi: ар) AJE Ta xq ИЈЗ ЛЕ t 
‚ (29) AH, ДҮ uB рпа”. ЭВА АЕ ЭЛЧИ, 
ат т ЖОШ Е Г. 
З B al UE АИОН, RME paN 
的 o АМО МНИ 4 发 小 化 ， Hia, Ж өр НЫНЕ, 
Young? HOYT шлу, EROE ТАЕР УЙРЕ ЛУМ, mo 
ЕМИ ЛУ ДЕ b АЛЫЛ УИ S o- 148. EWCA pR ВЕ, Ж 
PW =1/4, ИГ 
{ою 1) 0—1) 9—90 40200 


_2 (G= 1-62) 


шү @ = 
НА Л 3 


HERRA ET, ХИУ КА, AR A R Ж, 对 
重复 进行 ， 我 们 只 要 站 人 确 地 选择 加。 这 些 圭 ji 对 其 中 最 大 者 即 给 出 
最 大 的 Jacobi 特 征 值 As*， 同 时 也 给 出 @ 以 及 4 一 加 一 ! 之 最 天 得。 
BERRIEI EATE F Aa DA AED, PrE ETE R Oop E 
AE AN U IB XI; 


E т=н, )_ 


Ogre == Hor 和 
ё лах = Oop 1. (30) 
EE PE EL SK T UU Ai H ABI Ў УУ оцпр 25 式 。 
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TARA EK АЖИ, ЈЕ АРАВ УЛА N 1, 2, 
一 1， 我 们 可 以 很 容易 地 计算 出 ww ВР 来 的 改进 情况 . 在 例题 
н, хас МЕ, TARRA enpr ER, АУР 5 Eki 
(nti). ЖЕП ЕР Р ШЧ, НИ 57.3.4205 „== созт, FE 
W, EKZ Gaass-Seidel н HA" ws mcos ah, MERKER 
ЖИК ДЕ EE ЧО aa А СЗО) ЗИЧ 


_ 2(1—sinzh) _ (1—sinmh)š2 
Amas 一 F) -= 1 ` * 
cos л соз ла 
= 5штһ _ 
I+ ѕіпти 


х Н.Ш B KIT ЖЕЙ. BRAA ER, W AE 数 
ЖЖ 2. ХЫН 1/22, созпһ=0,99, W Jacobi УШ 20 19 49, 
соѕ2лй=0.98, RERE, Ж Саиѕѕ-Ѕеіае ШШШ +? 很 多 次 
Ei {Ң S sinzh=,/0.02=0.14, БЫ ШШЕ E АН ЕРЕ W 
化 因子 等 于 


0,75, Hoon = I+ Amna 1.75, 


PRERE, Р АНТА — rT Jacobi E 2 30 
Ж. P0(0.99)2'=0.75, 

这 是 如 此 简单 的 一 种 思想 得 来 的 一 个 惊人 的 结果 。 其 实际 应 用 
并 不 在 于 一 维 问题 《 常 微分 方程 ) ， 国 为 有 三 对 角 和 矩阵 的 方程 组 
4x 一 b 已 经 其 很 容易 解 的 。 严 是 在 几 维 情况 下 ， 对 于 偏 微分 方 程 ， 
超 松 弛 法 才 量 得 特别 重要 。 如 果 我 们 以 单位 正方 形 0 <x, ус 1 取 
代 单 位 区 疗 0 SIS., PERE mt W F —u,,—uy =, BB 
人 么 ， 自 然 有 限 部 分 模 氢 将 为 “五 点 格式 ”。 “方向 的 系数 一 1，2， 
一 1 和 ?方向 的 系数 一 1，2， 一 1 组 合 ， 绪 果 得 到 其 元 素 为 十 4 之 主 对 
阴线 以 及 元 素 为 一 1 的 四 个 其 它 对 和 角 线 。 但 症 阵 4 的 带宽 并 不 等 于 
5 ， 没 有 一 种 缠 号 办 法 能 安排 正方 形 中 之 N: 个 网 上 腿 结 点 ,使 每 个 
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结 点 紧 接 其 所 有 四 个 相 邻 结 点 。 如 果 排 序 逐 行进 行 ， 那 么 ， 每 一 点 
必须 等 待 一 整 行 排 完 ， 其 上 邻 虑 出 现 。 结 束 此 “五 点 第 阵 ” 之 带 赛 


TSS 


HHEH E REHE A= HIE, TARE E ЖЭШ] š T 
人 们 的 注意 力 , ЖАПШЕ ЕРТ. BEW, ME 
的 趋势 又 回 到 了 直接 法 ， 这 些 方法 以 Golub 和 Hockney 的 一 种 思想 
ЗЕН. ОНРО, паа Е ре, АГУ ВТ. ие 
“快速 Fourier EH” HEEL ААЛЫ ЖУЗЕ A Б. 
B J 89:38 x Jy al НВ ЖЕНЕ ЯП y Jr P p= Xt fi BEBE АЛЕ. 更 
TER, AA lacobi ШИН ны созлаш ЩИ ЕЛИ? ШЕ E 
—#, ЖАНУ о, 也 等 于 此 信 ， 所 以 出 现 了 超 检 总 法 . 
在 每 一 种 情况 下 ， 困 难 都 在 于 如 何 从 模型 问题 过 渡 到 真实 问题 。 每 
和 方法 对 于 比 一 ts 一 wps 二 1 更 一 般 化 的 方程 , 比 正 方形 更 一 般 化 的 
并 何 领 域 ， 都 有 其 自己 应 变 之 如 能 性 ， 

我 们 不 能 不 提 到 共 连 梯度 法 来 结束 这 上 自 论 还。 共生 梯 度 法 好 像 
已 经 无 人 应 用 了 ， 但 总 现在 突然 叉 非 常 活跃 息 来 了 。 它 与 其 说 属于 
选 代 法 细 宁 说 属于 直接 法 薄 畴 。 但 是 ， 与 消 元 法 不 一 样 ， 它 可 以 停 
在 某 一 步 上 .无 需 说 ， 有 可 能 会 有 某 种 全 新 的 思想 出 现 并 会 占 上 
ЖА. 然而 公平 地 说 ， 有 从 0.99 变 到 0.75， 这 正 是 在 解 方程 组 4x 一 b 中 
的 一 场 革 命 。 

练习 7.4.1 对 于 特征 值 为 2 一 2 ，2 ，2 十 w 2 的 矩阵 


Í 2 —1 0. 
а) 2 一 1 
0 =i ‚|. 
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REREH D 《一 L 一 U) 以 及 该 lacobi 甜 阵 的 特征 什 ， 
Gauss-Seidel Е (DHO "(一 UU) 及 其 特征 值 ， 逐 次 超 松 弛 法 之 
Oop Amati. АТРИ, 

练习 7.4,2 PTP n ОН & 
‚ 2 =j 

|, 
АС 

| 一 1 

i 一 1 2 /, 
НЕ Ар Жр =D (LU). ШЕВ Ар х = (sinmh, sin2zh, 
э“, вїпплһ ) 2 RAFI ЕШ. ЛУ ТРА А, = сол = соѕл/ 
(n+ 1), 

练习 7.4.5 А-АА, ХЕ рх (іван, ѕіп2клВ, 
"з, sinnkzh) ЕРЕ, Н.Ж ТЕРМИ АА, = coskrh, ЖАЮ 
实 以 正 ， 负 对 的 形式 出 现 局 一 一 4 A. = SA), ВВ, 
Asar = сол, 

了 下面 的 并 则 练习 要 用 到 Gerschgorin 的 “圆周 定理 ”， 竹 阵 上 和 
之 每 一 个 特征 什 均 至 少 位 于 Ci,…,C 之 基 一 图 内， 这 里 局 以 对 角 元 
4 为 轿 心 ， 而 其 半 和 经 1 一 全，laji| ， 即 为 该 行 其 它 各 元 素 绝对 值 之 


Te í 


їл, 
证 明 ”方程 4x 一 4x 之 按 分 量 每 法 为 


(A au) 5 人 


ів і 


Ж АП 


Ж ha 5) ol MM 


如 果 关 之 最 大 分 量 为 zx 的 所， 那么 ， 对 所 有 ji 二 ;的 情况 来 说 ， bly 
KISI, AE, Uad <, METE 1 AEA. 
37.4.4 矩阵 


* 947 = 


3 1 | 
al 4 | 
э 3 5 


被 称 为 对 角 占 优 和 矩阵， 因为 每 一 个 ja с>”, ЖЕ, УР 性 
9—1 Сегѕсћрогілі 1ч, 21 ИЕ, AIER UE, 

练习 7.4.5 RERA HIRA, ШИЮ ЈасоЫ 2, ЖЩ 
JZ = Сегѕсћвогіпій. ЖЕШ Pi ES ҖИҢ Д Я ЛЕ K но, 并 说 
ВГА lacobi (21И. 

练习 7.4.6 A EHA =b ДИНИН А FLUx 二 b 之 解 ， 
因为 一 LD 由 于 阳 售 五 入 误差 的 关系 为 班 零 年 阵 。 提 高 近似 解 精度 
的 可 能 性 之 一 是 处 处 者 采用 双 精 度 计算 。 但 是 ， 比 较 好 并 二 快 的 方 
法 是 述 代 改善 精度 法 ， 只 用 双 精 度 计算 向 量 r=5p 一 4%x。， 然 后 解 方 
程 组 LO3y=r， 把 所 得 之 校正 值 ?加 到 xs 中 去 。 问 题 ， 将 向 量 # = x, 
十 y 乘 以 年 星 工 77， 将 结果 写成 裂 式 形 式 Sx 一 Txs 十 bb， 并 说 明 ， 为 
什 人 各 工 在 常 小 。 这 一 纱 儿 乎 可 以 使 我 们 得 到 真实 解 x。 
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第 八 童 ”线性 规划 和 对 策 论 
$8.1 线性 不 等 式 


线性 代数 与 分 析 不 同 ， 空 仅 蕊 解 方 程 有 有关， 而 与 不 等 式 没有 关 
系 。 这 两 者 之 间 的 界限 似乎 是 是 显 的 。 介 是， 多 者 最 后 意识 到 ， 线 
性 珊 划 却 是 一 个 反例， 它 蚌 研究 不 等 式 的 。 然 而 毫 无 疑问 是 线性 民 
数 的 一 部 分 。 这 一 点 对 于 对 策 论 同样 也 东 村 的 。 对 这 些 学 科 的 探讨 
有 三 个 途径 ， 或 直观 上 用 几何 法 或 计算 上 用 单纯 形 法 ， 或 代数 上 
用 对 偶 理 论 法 。 对 于 钱 性 规划 ， 这 些 方法 在 不 节 、$8.2 和 88.3 中 
进行 了 研究 。 些 后， 在 $ 8,4 中 将 研究 其 有 理 效 解 的 问题 ，88.5 讨 
论 扑 克 游 戏 及 其 它 矩 阵 对 策 ， 最 后 说 明 一 下 被 小 极 大 理论 及 其 与 线 
性 规划 的 对 偶 理 论 的 关系 。 

本 章 的 关键 在 于 了 解 线性 不 等 式 的 几何 意义 ,线性 不 等 式 把 + 
维 空间 分 成 两 个 半 室 间 ， 其 中 一 个 满足 不 等 式 ， 而 寺 一 个 则 不 满 
E. 不等式 x 十 2y 之 4 就 是 一 个 具体 的 例子 。 这 两 个 半空 间 的 界 是 直 
线 x 十 23 一 4， 在 此 直线 上 不 等 式 转化 为 等 式 。 此 直线 上 方 为 十 23 
之 4 半空 间 【 图 8.1 ) ， 而 在 其 下 方 为 与 其 相反 的 兴 空 间 ， 在 这 半空 
ДЕ АЗК, ЕВНА К, ЕЛА Н, ДАЯ 
化 成 了 平面 ， 例 妇 ，# 士 29 十 z 一 4， 在 其 二 方 为 半空 B] styttra 
4。 在 扣 维 情况 下 ， 我 们 同样 称 # 一 1 维 的 界 为 “平面 ”。 

对 这 类 不 等 式 ， 还 补充 一 个 线性 轧 划 中 很 根本 的 约束 : B x u 
? 应当 是 非 负 的 ， 当 然 ， 这 个 约 东 本 身 妈 为 一 对 线性 不 等 式 ，* 之 
0 和 ?之 9 。 所 以 ,我 们 还 有 两 个 半空 间 ， 它 们 的 办 就 是 坐标 轴 : 
洲 足 不 等 式 * 六 0 的 所 有 容许 点 在 直线 # 一 04 的 右 例 ， 而 ?> 产 0 给 定 了 
直线 ?一 0 上 方 的 半空 间 。 
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B 5.1 方程 和 不 等 式 
重要 的 一 步 在 于 冰 时 考虑 三 个 不 等 式 ，XY 中 23 阅 4，XP0，3 六 
9 。 从 几何 上 讲 ， 它们 组 会 的 结果 给 出 了 图 8.2 中 的 阴影 区域 ， 星 
区 域 是 x 十 2y 字 4, хр 0 mye 等 三 个 半空 间 的 突 集 。 它 已 经 不 
是 半空 间 ， 而 是 一 个 在 线性 规划 中 称 为 容许 集 的 典型 例子 ， 换 句 话 
说 ， 容 许 集 是 由 线性 不 等 式 组 的 解 组 成 的 。 


"i 
22+3у = 
` 


` 
ч 


` `< 
2ж+3уз%0 Zæ+t3yz6 
` м 


W 5.2 ТРА BOOB В Sr + Sy 


末 难 发 现 ， 册 # 个 独立 变量 凡 个 方程 所 组 成 的 线性 方程 组 Ax= 
о, ЗЕ т РАО АВЫЗ Е, ЕГ ЭРЕ. (У 
т=п EAFA, ВИАН РАР = АЗБА). Bj 
H, п АХРЫ юр јар), ДҺ, АПН BE In 
Вх 8 FJ EA 83 (ШЧ Л А КЁ А ERA), 
那么 ， 结 果 又 生成 3 个 学 空 间 。 记 如 的 级 东 越 和 多， 容许 集 就 越 小 。 

如 果 上 述 例子 改 为 半空 间 x 十 2y 忆 4 的 话 ， 且 保留 不等式 22z0， 
?天 9， 则 此 集 是 有 封闭 边界 的 。 铺 果 我 们 得 到 三 角形 OA4B。 联 立 
不 等 式 x 十 2y2>4 和 x%* 十 2y 扎 4， 容许 集 即 退 化 成 一 条 直线 , 两 个 相 
所 的 约束 鱼 合 总 尝 ， 得 到 等 式 * 十 2 一 4。 如 果 我 们 附加 一 个 与 前 矛 
盾 的 约束 ， 鲍 如 x 十 237 守 一 2， 那 么 ， 容 许 集 将 变 成 空 集 " 。 

线性 不 等 式 组 (或 容许 集 ) 代 数 是 我 们 本 课程 之 一 部 分 。 然 而 ， 
在 线性 具 划 中 还 有 另外 一 个 非常 重要 的 组 成 部 分 ， 即 ， 我 们 所 感 兴 
卉 的 不 是 所 有 容许 点 ， 而 是 使 某 个 “价值 务 数 ” 极 大 化 或 极 小 化 的 
特定 点 。 对 于 例子 x 十 2?ZP4，x2z0，?220， 我 们 再 增添 一 个 价值 
Ж ( 或 目标 函数 ) 2x 十 39， 那 么 ， 真 正 线 性 规划 问 题 就 在 于 求 
ШУРА ЧН ТА ЛОКИ, у, 

KERARI, MEAS. 2A Лр Ж, ЧЕ А X: 
2x 十 33 给 出 了 一 组 平行 直线 ， 我 们 要 求 极 小 价值 ， 换 名 话说 ， 就 是 
与 容许 集 最 先 相交 前 直 线 。 交 点 显 ДИЕВ К, x"= 0 和 ?一 2 ， 
ЛМ уох 二 33* 一 86。 向 是 《0 ,2) 叫 做 容许 向 量 , 内 为 它 属 
于 容许 集 ， 它 又 是 最 优 向 是 ， 因 为 它 使 价值 医 数 ( 在 容许 集 上 ) 取 
得 概 小 值 ， 并且 极 小 价值 6 为 此 规划 的 值 。 我 们 将 以 星 号 表示 最 优 
向 量 。 

容易 看 到 ， 最 优 向 量 位 酝 容 许 尝 的 租 上 ， 这 一 点 是 由 几何 求 保 
证 的 ， 因 为 价值 函数 的 直线 或者， 独立 变 量 更 多 时 为 平 而 ) 不 断 
向 上 移动 ， 直 到 与 容许 集 相交 为 壬 ， 第 一 个 交点 必定 发 生 在 此 容许 
集 的 边界 上 。 然 而， 不 周 的 价值 函数 与 容许 集 的 变 可 能 不 只 是 一 个 

‚ 半空 网 rz+ оу 0 Ф г20, УРО. 
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点 : 如 果 价 值 诺 数 恰 好 为 x 十 27， 刚 互惠 和 点 之 癌 的 整个 边界 将 可 
寺 与 价值 函数 相交 ， 在 此 边界 上 将 无穷 纱 个 最 优 疝 量 ( 国 8. 39)， 

最 优 值 仍然 是 办 一 的 《x" 十 2y" 对 所 有 的 最 优 向 量 均 等 于 4 )。 因 
此 ， 家 小 问题 仍然 有 确定 的 管 案 。 另 一 方面 ， 极 大 问题 将 无 解 ， 央 
27, 在 上 述 容许 集 上 ， 这 个 价值 可 增 训 任意 的 高 度 ， 故 价值 的 极 大 
值 为 无 穷 大 。 或 者 ， 分 析 这 种 可 能 性 的 另外 一 种 方法 ， 来 研究 极 小 
КАТЯ, ARH {Н ре —х—2у, ЕДА, И В.ЗЬ НЕЗ, ДИЛ 
代为 一 == ， 这 里 还 是 无 解 。 每 一 个 线性 规划 问题 都 将 属于 下 列 宇 种 
可 能 范畴 之 一 ， 其 容许 集 为 空 集 ， 或 其 价值 巩 数 在 容许 集 上 无 界 ， 

或 者 对 线性 靓 划 有 唯一 的 有 限 代 (具有 一 个 或 无 穷 多 个 最 优 向 其 )。 


GO AAi- X - 2 J - w 
а: ЫИ, KAS + KAR B TK т ЖАЙЛЫ Ж 


前 面 丙种 情况 ,对 于 实际 的 经 济 或 工程 问题 是 很 少见 的 。 

在 在 一 种 简单 的 方法 ， 把 约 宁 不 等 式 变 为 等 式 ， 且 引进 松弛 变 
二 Ww 二 x 十 5 兄 一 4， 这 就 起 我 们 的 方程 ! 麻 来 的 约 来 x+ 2y2> 4 1 R 
Т2 0 ， 这 可 与 其 余 的 两 个 约 来 x* 字 0，Y 访 0 极 好 屯 协 调 起 
Ж. 单纯 形 法 即 从 这 一 步 开始 ， 对 于 每 一 个 不 等 式 引 进 松 弛 变 基 ， 
结果 得 晶 只 有 方程 和 简单 的 非 负 约束 。 


项 问题 的 解释 与 其 对 偶 


不 常见 的 情形 就 谈 到 这 里 。 现 在 , RHAH ЧЕ #024 
3 的 原来 的 合子 上 来 ， 并 给 一 文字 表达 。 这 和 是 线性 规划 中 “饮食 辐 
题 ” 的 一 个 实例 。 这 时 有 两 个 蛋白 质 来 源 ， 前 年 排 和 花生 油 。 代 一 
Biei M ЕВЕ Aa АШ. j — ВЕ Е Ер B ч 
АЛШАР r Ө ДЕЛУ БУ ТҮҮ ШЧ o POE E BAR РЕ Sof x Bb {ДЕНЕТ 
和 各》 磅 牛排 的 一 餐 食 物 受 下 列 不 等 式 约 求 : Hya, x20, 
y》 祁 0{ 不 可 能 右 负 其 的 生 排 或 花生 油 )。 这 就 是 容许 集 ， 且 问题 在 
TEER ub. АЕА ИЧ 2 关 元 ， 面 一 磅 牛排 价值 3 美 
元 ,那么 一 餐饮 食 的 花 由 为 2x 十 37， 怡 巧 ， 最 优 的 一 餐 是 只 吃 牛 
HE: <*= 0 flyt”, 

每 一 个 线性 上 规划， 包括 上 述 钦 食 问题 。 都 育 一 个 与 之 对 偶 的 线 
性 规划 。 如 果 原 问题 汶 援 小 化 问题 ， 那 各， 与 之 对 住 的 线性 规划 即 
为 胃 大 化 问题 ， 而 且 其 中 一 个 问题 的 解 直 接 导 致 另 外 -一 个 问题 的 
解 。 实 际 上 ， 启 给 的 原 同 题 的 极 小 就 等 于 与 其 对 位 问题 的 极 大 。 这 
站 线性 规划 理论 中 的 中 心 结 果 。 在 $8,3 中 将 对 其 进行 讲述 。 这 里 
我 们 仍 谈 饮 食 问 题 。 并 试图 对 其 对 个 问题 做 出 解释 。 

这 理 的 对 偶 问 题 态 趣 理 售 合 成 蛋白 质 的 信任 员 所 面 对 的 问题 ， 
而 不 再 是 顾客 在 牛排 花生 油 之 间 进 行 选择 ， 以 期 以 最 低 的 花费 来 得 
到 定量 的 末 白 质 ，。 货 货 员 力图 与 牛排 和 花生 油 进行 竞争 。 因 此 ,我 
们 立刻 过 到 典型 的 线性 规划 问题 中 芍 两 个 组 成 部 分 ， 售货员 想 使 价 
rp Аса, ПОСИ ЧИТЕ ВОЛЕ АВЕС. ВТБ, ВА АЛАТЕ 
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不 应 当 高 主 花 生 滑 中 的 蛋白 质 ( 两 美元 一 个 单位 ) 或 牛排 中 的 强 白 
Bi 3 美元 棒 个 单位 ) 的 价格 。 同 时 ， 人 和 价格 不 应 当 是 负 的 ， 否 则 ， 
千 货 呐 就 不 会 出 售 。 因 为 饮食 要 求 为 四 个 单位 的 蛋白 质 ， 碘 卖主 的 
BAH ap. IREA: 在 约束 了 <2, 2p 3 ЖП p 0 的 条 件 下 
极 大 化 4p。 这 是 一 个 对 但 问题 要 比 原 问题 容易 解 的 例子 。 因 为 它 只 
有 一 个 独立 变量 。 很 明显 ，25 委 3 是 实际 起 作用 的 一 个 约束 ， 合 成 
人 重 白 质 的 最 大 价格 为 1.5 美 元 。 所 以 ,最 大 节 收 入 是 4p== 6 356. 
这 就 是 原 问题 的 蝴 小 价值 。 甩 顾客 到 头 来 要 为 天 然 蛋白 质 和 合成 蛋 
白质 支 儒 同样 的 费用 ， 这 正 是 对 侦 理 论 的 意义 之 所 在 。 

#&5J8.1.1 8 h 2 E Ja x-+-2y226 , 2x+y2206 , >, 
y> 0 的 容许 集 。 位 于 这 个 集合 的 三 个 “ 角 ” 土 的 是 怎样 的 点 ? 

练习 8 .1.2 (EFRI) HTE -TRIGER tri A 
Ж x + УЕЛА 画 出 初次 接触 容许 集 的 直线 % 十 2 一 
conste ИЗ 3 2D3x yf x — УШ МДҮ 

练习 8.1,3 证 明 ， 被 不 等 式 % 关 0，3 关 0，2x 十 5 所 3， 
一 3x 十 8y 所 一遍 限定 的 容许 集 是 空 集 

练习 8.1.4 证 明 下 述 问 题 是 可 行 的 ,但 是 无 界 ， 因此， 下 述 问 
题 ， 在 约 东 为 x 之 0 ，? 了 产 0， 一 3x 十 29 扫 一 1，% 一 ?所 2 的 条 
TEREI У, HERRER., 

练习 8.1.5 2Ex2>20 , уор. 增加 一 个 约束 不 等 
式 ， 以 使 容许 集 肉 包含 一 个 点 。 

练习 8.1.6 x* 汪 0， У7>0, ZZ0, x+ Y+ z= 1 В 
许 浊 具有 怎样 的 形式 ， 开 达 式 十 29 十 3z 的 最 大 值 等 于 什么 ? 

典型 应 用 实例 

在 下 一 节 ， 我 们 着 重 解 线性 规划 问题 《公式 暂 略 у. В, 
在 我 们 该 描述 几 个 可 能 引出 下 列 数学 问题 的 实际 便 子 ， 在 线性 约束 


下 ， 轻 小 化 或 极 天 化 一 个 线性 价值 男 数 。 
1. 证 券 的 组 合 。 假设 有 三 类 有 价 债券 ， 联邦 债券 ， 评估 为 么 
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B, +8590, TEMS., ABR, 年 息 6 镶 ， 铀 公司 的 债券， 
评估 为 和 级 ， 年 种 9 狗 。 我 们 购买 这 坚 债 券 的 数 ЗА 分 别 光 区，》 和 
2 ， 但 三 者 总 和 不 得 超过 10 万 美元 ， 问 题 赴 ， 在 下 述 茶 储 下 ， 使 得 
ARK: i 
i) HAT SERE 0000A: 
ii) BA AE EEMETA, 
问题 ， 极 太 化 ”5% 十 6y 十 ?2 
Ф186. x + УЧ 25100000 
2520000 
z = x 
X,Y ,ZO 
2. 生产 计划 ” 披 设 通用 汽车 公司 ， 每 一 辆 要 弗 装 牌 汽车 可 获 
利 100 美 元 ， 每 一 条 毕 克 牌 汽车 可 获 利 200 美 元 ， 每 一 辆 卡 迪 拉克 中 
汽车 可 获 利 400 美 元 。 每 一 加 仓 汽 油 它们 分 昼 可 行 驶 20，17、14 英 
里 。 凋 国会 规定 ， 每 辆 汽车 一 质 仑 汽油 平均 应 行驶 18 英 里 。 工 厂 装 
配 雪 弗 革 一 辆 需 用 一 分 钟 ， 一 辆 毕 克 需 用 二 分 钟 ， 一 辆 卡 迪 拉克 需 
用 三 分 钟 。 在 8 小 时 工作 日 内 最 大 的 盘 利 是 多 少 ? 
问题 ， 极 去 化 ”108x 十 200y 十 400% 
ZA, 20x+17y+1l4z218(x+y+z) 
x + 2y +3z=ç 480 
x,y,z20, 
练习 8.1.7 解 证 养 的 组 合 问 题 
练习 8.1.8 第 二 个 例子 容许 集中 ， 非 负 性 А x,y,z 
分 出 三 维 空间 的 八 分 之 一 正 卦 限 》。 它 如 何 被 两 个 相应 的 约束 平 
HDA: 容许 集 具有 怎样 的 形式 ? 它 的 各 角 怎 样 显 示 出 ,在 这 两 个 
约束 下 最 优 解 处 将 只 有 两 个 牌号 的 汽车 ? 
练习 8.1.9 ЕҢ. (ЫИ, УЖ ОПЕ. DEAE 州 和 
BPP NJ Е 10077ЖН145їЇЇ, ПРИТОА, ИШ РӘ 
产 旭 的 距离 分 别 为 1000，2000 和 3000 英 里 。 其 余 220 万 桶 送 往 新 Ж 
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格 兰 ， 虐 离 分 别 为 :500，3000 和 3700 贡 里。 如 时 每 桶 的 运费 ， 一 英 
于 一 个 单位 价格 ， 敢 么 需要 解 其 有 五 个 约束 等 式 的 怎样 的 线性 规 
Ай, PERRAS EAA, y, z 和 运往 新 英格兰 的 运输 量 
u, v, w ДЕДЕ? 


88.2 单纯 形 法 


这 一 节 将 讲述 具有 个 独立 变量 和 可 个 约束 的 线性 规划 。 前 面 
一 区 我 们 已 经 介绍 了 n = ? 和 m= 二 1 的 情况 。 症 那里 曾 有 两 个 非 负 
ЮЛ х0, у 20 和 一 个 约束 ，x 十 2y 守 4 。 一 般 的 情况 ,并 
不 难 解释 ， 但 是 求解 不 大 容易 。 

描述 线性 电 划 问题 ， 最 好 的 方法 是 把 它 写 成 矩阵 的 形式 。H 个 
独立 变量 枸 成 一 个 非 负 的 列 n 44. =l, о, s, х„)7, ОКА 
向 量 要 是 容许 的 ， 它 际 了 满足 xX 写 0 以外， 还 应 满足 Mt 个 约束 ， 我 
们 拒 这 些 约 来 记 作 Ab, ЖА тх n k. 并且 它 的 每 一 行 虱 
给 出 一 个 不 等 式 ( 正如 本 蔬 其 余部 分 中 ， 方 程 组 Ax 二 6 的 每 一 行 都 
НГЕ). ERAR o GRAE, РЕЈ х 4 
23 之 4 ， 我 们 有 4=(1,，2) 和 38 一 (4 >。 MARRECA A ЛЕ, 
并 且 亦 为 线性 昂 数 ， 它 等 сух, сох сах, Всех, Гар Ba 
在 于 求 出 剑 价 值 画 数 极 小 化 的 容许 向 此 ， 该 向 量 即 为 最 优 向 量 ， 

标准 的 禄 兴 问 题 ， 在 条 件 xzP0，Axzb 下 ， 极 小 化 czrx， 

几何 解释 是 明显 的 ， 第 一 个 条 性 x 这 0 ， 限 定向 县 在 # 维 空间 

"ERE" A, RENTERS 0 的 公共 区 域 ， 在 三 维 的 情 
癌 下 ， 古 八 分 之 一 空间 ， 一 季 地 ， 阅 量 有 2 外 之 一 的 几率 为 非 负 向 
七 。 其 它 既 个 约束 产生 严 个 附加 半空 间 ， 满 足 所 有 姻 十 于 个 条 件 害 
ЖАЛТ, ЖИЙ Хх 2> 0 Н НӘНИ ЕШ Ax2>b, иа 
ПИ ут + n Эр ара, ТШ ТО (ЕЭБ). 
RREH. 

价 但 函数 ст у BRT, ТО А Z ВБА 
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标 原点 者 万 是 crx 一 0 3: 面 。 如 果 世 满足 此 方程 ， 那 么 它 避 是 “ 零 
价值 ” 量 。 其 佘 估 crx= 一 const 平 面 将 给 出 所 有 共 它 可 能 的 价值 。 随 
ТАН АЧУ И, BEF ТН n Еа рар, aE REE 
这 下 平面 首次 与 容许 集 棚 接触 的 点 上 ， 这 个 同 黄 xz ЕЕЕ, ЭРЕН. 
对 诬 的 价值 czx" 是 容许 集 内 的 最 小 人 全， 这 样 说 来 ， 关 即 线性 规划 中 
标准 的 极 小 问题 的 解 。 

在 这 一 节 ， REHE КИЕ ЗЕ А", ERU ERNE 
RA REITT ЗЕТ A A. ДИ ЇЧЇН БА AA ВЕ ER x 
— ABU. ЖЮ, bE. АЛП, ТЕЗЕ PRE 
方法 是 订 可 行 的 ， 因 为 这 样 的 角 数 以 直 万 计 ， 我 们 不 可 能 把 它们 你 
ИЯ ШЖ. НЩ, ТИНА а АТ А, АЕ, В 
ТТА ph u TY pe h {ИЛНУР ЗЕ BU EL АН, + Жш Dantzig 
С аз) АА ВАТА СК, 或 由 于 幸 
w, НИШ ГАПА, ЕТА ЛИЦА. ХЫ 
-又 在 后 面 将 给 以 综述 ,但 是 ,我们 首 洁 力争 在 这 里 将 它们 尽 可 能 地 
闲 述 清楚 。 . 

笔者 认为 ， 儿 何 解 释 可 以 把 这 个 方法 讲 得 更 加 明白 。 第 一 步 ， 
我 们 只 求 容 许 集 的 一 个 角 ， 这 是 “第 一 个 阶段 ”、 假 设 这 一 瞧 段 已 
经 完 战 。 此 后 ， 第 二 个 了 跻 段 为 此 法 之 核心 ， 沿 营 容 许 红 的 棱 边 里 一 
个 角 过 渡 到 另 一 个 角 . 在 典型 前 了 有 于 个 棱 边 可 殿 选 持 ， 其 中 某 些 
е Ли BS д {ДЕИН HR АХ", PB - DG НОТА", ШНА 
ТЕКШИ Ере ОЛ, Pria ae Ч Te AUA ИШ. 
Зе» ГЕНО И {Т Я ЙН. ЫА АЈА, А 
ХЛИ ЖР S BJ H bae 1 8; В TINA FEE, ШИЛИК 
JET. Ki T KC huacas, РАНО НАК, 

现实 的 问题 在 于 把 这 个 思想 在 线性 代数 中 体现 出 来 。 首 先 需要 
说 明 n 维 空间 中 角 和 楼 边 的 概念 。 一 个 第 芒 是 8# 个 不同 平面 之 交 
点 ， 冬 一 个 半 区 都 出 一 个 章程 给 定 ， 怡 如 三 个 平 而 《或 省 说 前 号 ， 
WAE {ы 》 产 生 一 个 三 维 的 角 。 疲 知道 ， 丰 下 性 襄 划 由 的 窒 永 集 
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Жн m 8985 АХРЫ n 30 хро 0 所 确定 的 。 容许 集 的 每 
Жл kan + п {ДЗ Ар п еру SE s. ЭЖ КШ 
Ши 个 平面 的 交点 的 办 法 而 得 来 的 。 特 别 地 ， 一 种 可 能 性 是 选择 
xi 一 0，…，xa 一 0 等 如 个 方程 。 最 后 得 到 的 结果 为 淫 标 原点 。 象 
РЕСЕ АНЕЛ Е Е, л AA Ea, MRE 
Ый ш. КАН тп Л ЮН ЕКЕП. ЧОЦ, ЖЛЕ ВНЫН, m 
是 一 个 士 足 的 祖 牌 货 ， 练 习 8.1.,1 的 例子 中 含有 pam = 21 8, 
二 2 个 约 来 ， 如 图 8.4 所 示 ， 有 六 个 可 能 的 交点 ， 其 中 三 个 实际 
ERARAS. ЖОЛ НР. Q. RAR., TZ HH ED E p) E 
(0,6), 《2,2) 和 (6,0)， 且 其 中 之 一 必定 是 最 优 向 量 {( 极 小 
价值 为 一 c 之 情况 踪 外 ) 。 包 含 坐 标 原 点 在 内 的 其 它 三 个 交点 为 层 
牌 货 ， 


图 8.4 EE E miu 
Т, WER (н-т) nim ARA BAA 3 
等 于 由 nn 十 后 个 候选 平面 中 选 晶 个 的 组 合 数 "。 如 果 容 许 集 十 25 
集 ， 则 当然 这 坚 交 点 无 一 是 真 角 。 第 一 个 阶段 的 任务 是 ， 或 者 求 出 
容许 集 的 一 个 喜 第 ， 或 者 确 宝 容 许 集 为 空 集 。 现 在 我 们 在 假设 某 个 


和 这 个 数 的 到 小 囊 明 ， 为 十 么 说 在 刀 委 大 时 ， 蛙 计算 出 所 有 的 前 蚌 完全 机 现实 
ЁЈь 
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角 志 经 求 出 的 前 提 下 ， 继 续 讲 解 . 

MÆ, RIEME A. 假 没 由 呈 个 相 详 的 平面 中 取消 一 
+, BATAI TJ B TE, 18 Н ВЕ, н — 1 个 
方程 的 点 组 成 一 条 由 前 出 发 的 楼 边 ， 在 几何 上 这 是 此 于 一 1 个 平面 
的 变 线 。 线 人 性 规 划 迫 使 我 们 留 在 容许 集 内 ， 所 以 ， 我 们 没有 沿 此 楼 
边 选 择 运动 方 南 的 余地 :只 一 个 方向 是 容许 的 。 然 而 ， 我 们 都 可 以 
丛 几 条 不 周 的 楼 边 中 选择 任何 一 条 ， 第 二 阶段 即 应 实现 这 种 选择 。 

为 了 找 述 这 个 阶段 ， 我 们 必须 把 4x 之 b 政 写成 完全 类 似 于 ni 个 
简单 约束 xi 之 0 ‚++, х„>0 ZJ N, i TR D kas E r W: aba t 
2 = Ах) Е. iz тр Ах Эр 2,209 ‚зз, 202 
0, ЕА ИЕА ЕЛУ t. ЗЯ z = Ах—Ь Ах 
— z = b ENS p kE PE try А, 

1] i J-e. 


p 
Ж 


Ж нту in +m TRARRE, z> kA 
Ж. RAH, — 3 W BJ ГЕ] НЫ Y Аар унн 
形式 。 

为 了 完成 这 种 变换 ， 尚 须 落 除 原 来 的 x 和 新 得 到 的 了 之 癌 的 善 
别 。 国 为 单纯 形 法 对 它们 并 不 作 任何 区 分 ， 故 继续 沿用 记号 


x 
[A -D 和 


< 


就 毫 无 意义 了 。 所 以 ， 我 们 将 扩展 了 的 矩阵 重新 命名 为 4， 而 将 扩 
展 了 的 向 量 重新 命名 为 x*。 此 肘 约 束 等 式 即 为 Ax=b, W n + mj 
简单 的 不 等 式 就 具 变 为 * 产 90“。 初始 价值 向 量 c ТЕ рт E 
分 量 进 行 扩展 ， 这 时 价值 crx 对 x Rü c 的 新 的 会 义 与 对 旧 的 合 义 是 
一 到 的 。 引 入 松弛 变量 所 留 下 的 叭 一 痕迹 在 于 新 的 矩阵 克 的 阶 为 
m x(n 十 m》， 新 的 向 量 x 将 有 tr tmi, BAREH, Ri 


. AR, бейит н Жр, Жк йр ИРЕЙ ЖЕ ИЕ ДЇ, ERHAN TF, 
Ж ОЁ ЛЕНИ ЖИЛ ЖШ Ах = Б—Ж | А.Ш ЛЕШ. 


* 359 * 


保留 丁 况 有 1 的 原始 含义 ， 以 其 作为 进行 了 代 换 的 备 起 误 ， 
fJ 在 锣 8.4 所 示 的 问题 445， 约 束 条 人 性 为 Hye, 2x+yz 
6, Міх 十 >， 站 新 方程 组 有 下 形式 


i 2 —1 0 
2 1 0. —1]), 
6 
-| | 和 с"=(1100), 
8 


单纯 形 法 即 可 从 这 种 把 约束 条 件 变 成 等 式 的 过程 开始 ,请 注 
Ж, ЖИЕ БОКА АТАУ К, Вю АЈА н, н 
АЙ ЖЛ x 220 和 Агь (RSO ) 已 经 变换 成 了 方程 。 

x 

HAAB, MIER R х (RRN | | hz n 个 分 提 均 为 零 的 
点 。 在 方程 组 4x 一 bp 下 ， 间 十 关 的 这 疙 全 分 二 我 们 认为 是 月 由 变 
E, ERN dah EIA AE h ЖА, ШИ Пп da ЯР МЇ Эу 
ж, RDPI hme Ах рН Ж т АДЕМ, 这 个 解 x 就 称 
AERE, RRAC e C b ata it. iane RE 
PF, др x 的 非 零 分 量 亦 为 非 负 的 证 ， 这 古 一 个 真 前 ， 即 属于 容 
ИЖ. 

BA 210.319 Ах= bi МИИ. ХЕ п O& 
TB п ТАТО х АН, "i x o ШЫ] ШЖ ЕАСИ а. 
AM i ТИТР АРА, А Bi E: WI РАЈ 
BARRE. 

例 8.4 Ер E çR x = 0 312x+ y — 6 = 0 的 交 
кх, MAEA Ty At Га, 而 其 余 两 个 分 量 是 正 的 。 于 
是 ， 它 是 基 容 许 解 : 


”0 
|] 
[! 2 一 1 J Š | 
Ax | 
|2 1 0 —1 S 


l 
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BA STERRE, REMA — дев ВТЕ AtA, 我 们 
EHR — F fB, PaE x Pm р h ERS, ШАД АЛ E 2g 
Ж. ЖЕФ {ТЫШТА RIMANE ШЕ ФЕН. ТАНАХ 3 
Ж, КЖ mtra m — 1 个 仍然 是 基 变 量 ， 只 有 一 个 自由 
谈 其 了 变 为 零 。 同 时 ， 百 外 变 基 中 有 一 个 变 成 了 基 变 量 ， 其 入 已 
出 零 变 正 ， 而 其 余 严 一 工 个 基 变 草 昌 然 变 化 ,但 却 依 旧 为 正 。 问 题 

. 企 于 要 雇 定 什么 样 的 变 其 诬 从 基 变 量 中 离开 ， 什 么 样 的 变量 应 该 补 
死 进来。 如果 我 们 知道 ， 哪 六 个 变量 为 新 角 的 基 变 量 ， 则 其 信 订 以 
用 解 岂 个 方程 4x 一 5 的 方法 计算 出 求 。 这 里 向 量 x 之 其 余 分 晤 被 认 
JEF, 

СТЕ Тр Я, 

СА 

条 性 xi txa t 6x, t2x = 8 

x, Exa 二 3xs 二 9 
我 们 其 xi: 一 8 和 2%a=9《 它 们 是 基 变 基 ) 和 хах = = 0 x 4 
荐 开始 ， 约 束 条 件 蚌 满足 的 。 伍 是 价值 可 能 并 非 最 小 .事实 上 , 正 是 
价值 欧 数 确定 什么 样 的 自 直 变量 需要 引 为 基 变 指 。 令 xs 为 正 变 量 那 
是 荣 抽 的 ， 因 为 其 系数 为 十 ?7， 而 我 们 试图 减少 价值 。 选 择 变 Н х, 
或 xs 是 比较 适宜 的 ， 于 是 我 们 选 定 xs 进 盐 ， 因 为 其 系数 一 3 更 负 一 
些 。 如 果 所 有 的 系数 都 基 正 的 ， 则 原来 的 解 就 已 经 是 最 优 的 了 ， 

如 果 变 量 xs 进 基 ， 那么， 或 *: 或 za: 应 当 出 基 。 着 在 第 一 个 方 
EUPA xs WD xi, 同时 保持 x: 十 2xs 一 8 RL, ЗАТЕ хь 4 
Б, x= 0, ФАЙ, 这 时 在 第 二 个 方程 НЕЯ 也 成 为 负 值 ， x s= 451 
Ex = —3. ФПИ. Ex, KO B| ЖАУЫ > разь, 
Шз, ARERR H ARAA ER ЙН H DL Т, x, = З Врх, = 
0, HARANE h 3205 = 2. But, OUR F 隆 到 一 9。 在 一 
ЇЙ, F, {ПОЛ SER ЛУ Jati ААО 2 E, 8/27 
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873， 最 小 比 指 则 ， 那 一 个 变量 成 为 自由 变量 。 

此 大 则 只 辩 虑 主 的 比值 ， 因 为 如 果 xs 的 系数 为 一 3 而 非 二 3， 那 
么 ， 增 大 xs Wix, 也 局 时 增 大 《xse=10， 在 第 二 个 方程 上 中 因 一 
+39) 因此 ， 我 们 永 近 也 得 未 到 零 值 x;:。 车 xs 的 所 有 系数 均 为 间 
得 ， 这 就 是 无 办 的 情况 ，xs 可 以 泡 限 增 大 ， 而 价值 将 瑚 之 s& J. E 
оо, НВК. ВАА, 

ТЕЗА Г, Bape ТРО ха 2, д ху == 
0, х= 3, RW, CERERA AMHER, FE E By ¿y BS 
开 来 ， 正 如 本 题 在 原来 情况 下 对 基 变 量 x, 和 x*: 所 和 做 得 那 祥 ， 下 一 步 
才 会 是 简单 的 ， 为 此 ， 我 们 解 出 第 二 个 方程 中 的 x。 ， 并 将 结果 代入 
到 价值 函数 和 第 一 个 方程 中 走 ， 以 实现“ 主 元 的 和 分离 ”，3xe 一 9 一 
Xs 一 Xs， 这 样 ， 新 问题 便 具有 如 下 形式 ， 


极 小 化 TX 一 和 一 【9 一 Xa Xs)—A 十 By 一 一 日 
他 
# tF XL — 4 +—— +8x,=2 
x, Hx Hes =3 
3 z 3 3 5 . 


下 一 步 实现 起 来 即 很 简单 .在 价值 函数 中 ， 有 了 瞧 一 的 负 系 数 ， 这 就 
意 昧 着 变量 x: 应 当 进 基 。 比 276 和 370 意 味 着 变 Blx y 当 离 基 。 此 
时 ， 新 角 将 由 美 系 式 x 二 =x; 一 Xs 一 0， x= x. = 3 给 定 ， 新 


的 价值 等 于 一 9 二 。 此 价值 即 为 最 优 痢 。 

在 维 数 较 多 的 问题 中 ， 要 离开 的 基 变 量 随后 可 能 重新 复 基 。 然 
绰 。 由 对 价值 继续 下 降 ( 退化 情况 除外 ) ， 故 mr 个 基 变 量 全 部 都 返 
回 的 情形 是 不 可 能 发 生 的 。 任 何 -个 角 都 不 会 被 沪 问 两 次 ， 并 且 过 
程 应 当 停止 于 最 优 角 《 或 者 在 价值 无 界 的 情况 下 ， 停 止 于 一 co ) 。 
此 法 最 精彩 之 处 在 于 其 快速 性 ， 人 们 可 以 很 迅速 地 求 出 最 优 角 。 

基于 授 化 性 的 一 点 说 明 。 如 果 在 某 角 处 向 量 x 中 等 于 零 的 分 蕴 
不 止 #t 个 ,而 寞 多 一 些 ， 即 过 该 角 的 约 来 平面 多 于 个 且 有 一 些 基 
EERTE, WA, KANRA BEA, EPEN, EE 
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的 庙 侧 出 现 霍 合 是 退化 的 一 个 征兆 。 娃 果 ， 确定 离开 变量 的 比 介 中 
жеж. Нажие НЯНИ А Е. 事实 上 ， 在 选 基 计 
程 中 ， 我 们 可 能 无 限 次 地 在 紧 地 将 圈 子 ， | 
这 种 情形 可 以 消除 ， 或 通过 对 单纯 形 法 的 适当 改造 ， 或 通过 预 
料 这 种 循环 不 会 发 生 。 幸 好 ， 后 者 与 计算 的 实践 是 相 一 致 的 。 
83J8.2.1 极 小 化 xi; 十 xs 一 xs 
RPF 2х|—4х,+х+{}+кк,= 4, 
3X1 十 5Xs 十 Xs 十 Xs 二 2 
RE xi, xa, xs 中 哪 一 个 应 当 进 基 ，x,，xs 中 蔚 一 个 应 当 离 基 ? 
计算 新 的 一 对 基 变 量 并 求 新 角 的 价值 
练习 8.2.2 和 作 完 第 一 步 后 ， 淮 备 并 实现 下 一 步 ， 
ж 
ЖА РЕ ЕИ ЖЬ, MENER Жїр 进行 运算 两 
-个 方面 ， 需 要 选择 进 基 变量 和 离 基 变量 ， 并 且 实 现 这 种 进 基 和 离 基 
送 算 。 组 织 实施 此 过 程 的 方法 之 一 就 是 将 数据 衣 入 一 个 称 为 表 的 较 
大 和 抑 阵 中 。 为 了 讲 清 所 有 这 些 运算 ， 我 们 首先 用 价 人 公式 《以 及 只 
有 最 优 第 才 满 足 之 过 程 终 下 准则 公式 ) 所 合 之 筷 阵 的 术语 来 实现 这 
HER. MEERA. HN b 和 价值 向 量 e ， 队 而 原始 表 具 有 形式 


A: Б * 
T = 和 
c : Ü 


Жут) х (m-r n +1)BPREBE. 在 其 这 种 形 式 中 ， 基 变量 容 
易 与 其 它 变量 相 混 消 ， 折 以 ， 第 一 步 在 于 使 每 一 行 中 都 留 有 一 个 基 
变量 ， 之 后 ， 做 出 决策 便 来 得 非常 容易 ， EE, xi, хь, бе, Х. № 
EER ( 必要 时 可 以 重新 编号 ) ， 而 其 余 # 个 变量 六 自由 变量 。 这 
BP, ERE ARA mA RAAE ( Ji 2 OBB ) ， 其 余 的 n 
列 给 出 一 个 mtx n REEF 向 理 ， 价 值 向 量 c 分 解 成 fca,crj， 而 
向 量 x* 山 为 (x8，xFi)”。 此 过 程 之 要 点 在 于 此 前 T x=, JE 
Ах= Б) Вхъ= 6, ЩН Их, ЗХ, 价值 等 于 cx=-eaxs 。 
， АҢ ШШ, Жени т, ЖЕШ ST, 译 者 注 
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AERA, ВАР КОНЫ. 


B : F ib 
T=| зе ресе сә 
Са or ID . 


ПРЕВЕО АНАКЕ во, О Та НН y JF, 2 — ДЯ 
МАТАЕВ прај, АИА, Е. ` 

I РВЕ ВТБ 

car CF 1 Ü 
HAR, ВЛЕ ГНЕЈ B Y, ЖЧ {ЕР НЫ YB 1 АС BH Be НЕ 
表现 出 来 。 因 些 ， 所 有 从 他 行 沽 去 茶 行 的 减法 ， 总 括 起 来 便 等 价 当 
WABO CREE, 我 们 这 里 进行 的 肪 是 高 斯 ~ 着 当 法 的 一 个 步 又 ， 
ЖУ ТЕТ ТАО Э АН, ЗЕБО БАНК АЧ ЯМА 
УВК, ЛТЕУ ЕВ ЕВЕ, MREFA TFA Б пу ЖЬ Ж 
Ж). ГУСВ T 3, RIRE Aew, {ИЛЕ £f 
BERE, УА ВАСО, 240 , B iT ЕЦ e: 理由 
EiT, ИН. Lir Ae ЖИ, BD c, 3 А р 
上 面 一 部 分 ， 并 由 下 而 一 部 分 减 之 ， 
TE BEE PLL] 


Т? = 
0 сср ПЕ сьві 1, 

НАЗЕ В И ВС, РАСЕ РАЕВ ЕШ. 63, R 
们 的 问题 在 于 在 xX 之 0 ，Ax=5 的 条 件 下 极 小 化 cx， 方 程 Ах üe 
HRUB, WRES, 


Хь-- В Fxp=B 1b (1) 
HHA cx= ¿sxs E Cp Xp EA 
ex= (06 — CB Р) хь t eB b (2) 


重要 的 基 形 中 包含 了 所 有 需要 的 明 。 右 面 基 ЯЕ КК ховар ( Ë Hi 

变量 xz 一 0 )》 。 当 前 的 价值 cu=c,B7 b, ATATA ЭБ f TA 

5р. ЭБЕН, RERE, HUTA i PARE, 30. 7 ВЕ тр та 

л, BALTA iii. FAAARA Ду, PBU #r a 8Ë Тр 
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降 ， 车 其 所 有 系数 均 为 正 什 抑 焉 为 宇 ， 则 任何 变化 只 能 使 价值 上 
Jh PAn ibA ДЕФ T, д З E m aE ERE: 

8B AR r =c,—c,B P AAEE, ЖА, [БЕ ИН 是 不 
И, 角 已 为 最 优 者 。 且 极 小 价值 为 cs8"'b。 因 此 ,条件 r 守 0 
万 是 单纯 形 法 之 终止 准则 。 和 若 此 条 件 不 注 足 ， 则 向 量 上 每 一 个 负 分 
景 都 对 应 一 条 可 使 沿 其 方向 价值 下 降 的 棱 边 ， 而 通常 的 策略 在 于 选 
р RRR MDR, : 

АПАЕ ДИ), AREA r УРЕ 8, BREZ, BATER 
RA. Ext i Tira (до ) 将 由 负 变 为 正 。 需 划 同 答 的 问 
题 是 ， 此 分 草 能 够 变 大 到 怎样 程度 。 我 们 曾经 解决 了 ， 人 什么 样 的 自 
让 变量 区 变 为 基 变 量 前 问题 ， 而 我 们 现在 应 当 决 定 ， 基 变量 中 什么 
EDH REAA ШУЫ, kanf, HRs tit aae 
ЖА, TE, ER HRE y Staat, RIAIT F— 
A. EERTE ( 比如 说 ， 第 天 个 分 量 ) 再 蛮 为 自 册 变量。 在 
这 一 点 我 们 行将 得 到 一 个 既 契 容许 的 又 是 基本 的 新 向 量 x 。 它 之 所 
以 是 容许 的 ， 因 为 依 训 成 立 x* 字 0， 记 以 是 基本 的 ， 因 为 它 仍 有 #4 
个 零 分 其 。 此 时 ， 向 其 x 的 第 语 个 分 量 已 经 由 零 宰 到 0 ， 将 取代 各 
хну К ЕЕ, RIENE, Ex RE R e лр 
化 ， 但 仍 将 为 正 。 

8C 假设 按照 88 之 规则 ，F 的 第 i 列 - 3 HT ED н дї 
使 其 出 自由 变量 变 为 基 变 基 。 ДИА, Camx ЕНЕВ, 
| ӨР, б) 
极 小 只 是 针对 向 量 В”! и HEARR. ФЛЕРА, MFA 
将 位 于 无 穷 远 处 ， 量 价值 可 能 无 限 减 小 ， 其 极 小 值 为 一 2 。 否 则 ， 
ЖЕ B RORE k 列 将 被 新 列 克 所 取代 ， 于 是 单纯 形 法 又 将 在 新 的 角 
上 开始 ， Я 
Эз] МВ OMB e t E H ETEM (B uE RE p iF 
之 一 齐 ， 位 于 下 面 一 行 了 中 之 最 负 元 素 的 紧 于 方 ) 。 所 以 比值 可 立 
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a= min 


ВЕРЕ Hi Ж, 
例 HARRIER ТЛ, US ИТП Kx +y, 
约束 为 基 十 27 一 在 一 下，2x 十 ?一 一 4， 则 最 初 表格 形式 为 


í 1 2 一 1 Ü Е 
2 1 0 —1 6 | 
` 1 1 0 0 Dh 


如 果 ， 我 们 从 图 8.4 中 直线 x 一 0 Lj3x+ y= 6 H]2E РО = 
0 ) 处 三 角 卫 点 开始 ， 那 么 所 剩 的 二 变量 了 和 z 将 为 基 变 量 。 为 形 
臣 统 一 起 见 ， 我 们 将 第 一 列 与 第 三 列 交换 位 置 ， 此 后 ， 铅 量 # 将 移 
3 x hh, ` 


1 2 1 о 6 
| | 
| Ó 1 2 =— 1 б 
т= | 
0 1 i | o i o., 


ATK, RRETA, Ma a 3 元， 然后 ， 
HARIT., ТЕБ Щр Яе. 
[б 0 180-2} 65 
0 1 : 2 一 1 i в | 
: : | 
| 


0 o і г i—e ', 
我 们 首先 来 看 下 面 一 行 中 的 了 = 5 一 1 11, Er — 45k, ЖИЫ {Т 
和 角 上 = 一 6 ， 及 现行 价值 十 6 未 是 蝶 优 的 。 负 分 量 在 第 三 列 ， 坝 
x 之 第 三 个 变量 将 进 基 ， 些 负 分 ШР АЈ E WL 0) 2 32 Batum 
5 
[еен masnem. Bu 
23 — FK MURU (ВоВ) ) 将 离 基 ， 
‚366. 


在 新 表 中 ， 我 们 把 第 一 列 和 第 三 列 交 换 一 下 位 置 ， 根 据 消 元 法 
分 出 主 元 后 得 : 


2 1 0 一 1: 6 
—— 
一 上 0 0 1 | 
1 6} а: ?| 
3 3 i 
. : | 
0 1—2 СС} 2| 
3 зо, 
| : 1 1 { 
0 : — 一 一 :一 4 
0: 37274 


ME. r=, AE ИЕМЕ Е. Ваху о 
ВНЕ + ARE REEI. 

练习 8.2.5 假 谈 原 价值 函数 的 形式 为 3x 十 y， 在 重新 安排 之 
Ja, ЖР с= (0, 1, 3, 0), HEBHr220, ARKAS E k Ж. 

练习 8.2.4 假设 拔 价 值 陋 数 的 形式 为 定 y， 重 新 安排 之 后 ， 在 
和 PP 处 ec 一 《0， 一 1，1，0》， 计 算 上 并 确定 哪 一 个 & 列 应 当 进 基 
然后 计算 Bu 并 根据 其 符 导 证 明和 将 永远 也 不 会 再 巡 到 其 它 和 .我 
GEH? 办 上 升 【《 参 看 图 8.4 ) Laye, 

练习 8 .2,5 在 同一 合子 中 ， 只 改变 价值 函数 为 * 十 3y， 验 证 ， 
单线 形 法 将 使 我 们 导 卫 点 到 名 点 再 到 尺 点 ， 而 和 角 只 是 最 优 的 ， 

练习 8.2.6 单纯 形 法 的 第 一 个 阶段 ， 在 于 求 出 方程 组 Ax=b 
ЕЖА. E, ibo, EA to, we 
中，44x 十 一 BT 下， 附加 的 故 小 化 ww: 十 …… 十 Www 之 问题 。 如 果 方程 组 
Ax 二 b 有 非 负 解 ， 屠 么 ， 此 问题 的 极 小 价值 将 等 于 零 ， 即 w* =o, 

a) EA, 对 此 新 问题 ， 第 x 二 0，w=b 即 是 基本 角 又 是 容许 
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Ж. ЙИН AZE ТЫНУ дй РЛ, ОРАТ ЗР 
aene", wt, Hwt 0, m x° A y JE EPE и 8. 

by ТАЗ —1)9Db=í( 30), РНЕ, н Ба) A 
HPA IJ 8 У У 2 РКИ ЖАНД ШМ, R AEX, 一 xz 一 3， 
x0, x,2202J8, IU ШНА Cr. 

58.2.7 RSS АМЕ. YR EO ВА, (B 
РАХ D12220) ШЫДА, Хр к КӨК НА э 应 按 何 МЫ 
ЛЕЯ ЙЕ F rh ih ЕЗ, TEZE B Basin Brio 

练习 8.2.8 WRX, Hx 4, xi Hx 2212, Xio, 
x0, x 0T, Mpix Fax, 


单纯 形 法 步骤 的 经 织 

我 们 已 经 实 击 了 出 单纯 形 法 之 几何 芭 法 代数 之 过 渡 ， 即 用" 和 角 ” 
的 语音 过 渡河 子 “ 基 本 容许 解 ”。 过 泪 之 后 ， 计 算 才 能 开始 。 再 
ХЕ, Ж ПИН 89k НЕЛЕ ЫЫ LEa, ЖЕГИН ИПИ ЗЇ 
EFSTIŠII Ж. WPA MPI Уй ЛО, ENHA АГ ИЗ] By za 
组 织 实施 ， 

COJE 

(2382234035 F F ЖАШ i ЭЙ] u BC CI В НО АЯЗ k ЖБ], 
计算 B ЭНЕНИН. 

(3 ) 计 各 B= 二 LU 或 B 一 QR， 并 更 新 这 些 因 子 代 赤 B”'。 

这 个 清单 实 风 是 单纯 形 法 之 简 史 。 引 入 入 胜 的 为 第 一 阶段 ， 即 
曾 于 多 年 占据 统治 地 位 之 列 素 法 。 对 我 们 六 多 数 人 来 说 ， 它 给 线性 
煤 划 带 来 过 一 种 神秘 的 气氛 ， 主 要 是 因为 它 几 乎 完全 避免 了 矩 阵 的 
表示 法 《 几 巧 妙 的 笠 法 把 记 有 矩阵 都 完整 邮 写 出 来 了 ! }„ PST A 
计算 的 角度 来 看 ， 列 洪 法 的 黄金 时代 已 经 辣 束 《 教科书 中 之 简单 问 
题 除 外 ) 。 

ЕНЕР, IET EA r НОНА АЕА НОЧО М Э] 
将 进 基 之 后 。+ 上方 的 其 余 语 列 无 一 该 采用 。 这 些 计算 印 属 浪费 时 
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H. 在 大 型 前 问 题 中 ， 成 千 芋 百 请 反复 计算 还 个 等 待 进 基 。 这 样 精 
ЗН аула А, ВНЗ БЕЛ Ш, ЕЗЕК Б ХЕ А Ш ЗЧ 
їй, 

P| SOY PS ШИИ МНЕНИЕ ТҮ, ЕЗ — F 3855725 3E H 
АЛ R D SPP ЛУ , MERG, UREA. ТЕ 
— 2 E 24 НЕ P А ЖАНЕ в Лу Ута Е, 3FR0 r 
па ЖЕЛ, БОЗА ИШ Р] МУ EKER m. A ki Е А 
ЯЯ. Я ТЛЕ Н WE B MTB :5 开始 ， 

248.1 МАВ 2 — P 

1} PERIT A= c B t rce AF, 

2) ЖЯПЖгз0, ДНА, MRA RER: 否则, 若 r; 为 
МЕ кВ ЖИЙ КЛ Иж. WEM F gR 1 ЭНЕН, REA u 
RRL. 

3) WH3Yo= B lu, 

全 计算 下 -2b 对 有 Bi 的 正 分 量 之 诸 比 但。 洲 B 18 无 正 分 时 ， 
则 极 小 值 为 一 ce ， 如 果 最 小 比值 发 生 在 第 AE, WARTH 
阵 召 的 第 天 列 将 被 取代 。 

5) MESUOEBEB (БВ!) хь ВБ, ЭН НОЕН — 
д. 

ЖАНЕ, ЖЕКЕЛЕП К, ЦКеГРУЈ RR., Bt 3 
， 这 就 是 单纯 形 法 只 不 过 是 经 过 了 压缩 而 已 。 为 了 完成 此 项 讨 
， 间 应 解雇 第 一 步 ， 第 三 步 和 第 五 步 该 恕 何 实现 的 问题 ， 即 计算 

== сьві, оз Віц, хъс ВУЗ, (4) 
жж, А ЕЛЕНЕ B ir 
Ж. Е вож авли ян Ж 出 来 。 这 
样 ， 在 以 后 之 诸 角 中 ， 计 算 过 程 将 很 简单 。 我 们 把 新 向 量 В-и Ж 
ARZI kF CARRA 》 ， 此 后 ， 用 消 元 浅 把 相应 矩阵 化 为 单位 
HERE, 


i; [т 
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(1 : \ i 


| ` 
т ` 


] 
1 Biu ” 1 =. (5) 


: 1) ` 

自然 ， 起 变换 作用 之 年 阵 为 BE-1, 在 单纯 形 中 第 一 个 角 的 扼 阵 下 上 计 
算出 后 ， 每 一 个 后 秋之 角 即 用 去 乘 以 本 "的 方法 求 竺 。 

IRAE, KEEA AERE i k, BD 
ENAR HÉJ. MA. REAT EE ИУ А T Ж E E 
cs、 世 和 六， 得 不 庶 用 于 第 阵 的 所 有 列 。 此 即 称 为 “ 逆 和 此 中 的 雏 
积 形式 ”。 繁 融 的 ， 周 期 性 的 对 当前 处 阵 B 重 新 求 道 便 可 避免 ， 
这 上 时， 保留 在 扯 阵 互 ": 中 的 信息 ， 即 可 清除 。 

一 种 新 的 作法 在 于 利 由 线性 代数 的 通常 方法 。 如 吕 把 C4 SE 
АНЕ B 的 三 个 方程 ; 

B=, Bu=u, Lxsg=b, (6) 

那么 ， 标 惟 分 解 吾 = 如 R 或 8 一 LU (РБ=ШШ, HEATER 3 8 
的 稳定 性 , 可 以 进行 行 交 换 ) ,将 立即 给 出 三 个 解 。 在 Ltuenberger 的 
著作 中 (参考 文献 百 录 ) “ 进 解 了 怎样 才能 六 免 重复 计算 这 些 因 子 。 

尚 有 一 个 问题 需要 回答 ， 单 纯 形 法 我 们 要 作 多 少 步 ? 这 是 一 个 
无 法 瑚 先 回 答 的 问题 。 经 验 表 了 明 单 纯 形 法 只 涉及 到 天 级 机 个 不 同 的 
第 ， 即 约 运 算 m*n 次 ， 此 运算 工作 量 与 4x=b 之 通常 消 元 法 的 工作 
量 相似， 这 也 是 单纯 形 法 成 功 的 原因 。 但 是 ， 数 学 计算 表明 ， 计 算 
路 径 的 长 度 不 总 局 限 症 全 的 任 一 固定 倍数 或 请 的 任 一 固定 知 次 。 现 
在 知道 ， 最 坏 的 容许 集 可 使 计算 路 程 iken" ар E, Жор 
Жс ЛЖ Тон. ЮРЕ КЕЈ ЛЬ ВО ы, да 
纯 形 法 看 来 还 是 走运 的 。 i 

练习 8.2.9 了 验 证， 如 时 
ТОЗ, КӨЧЕН, БЕИШЕШҤНЩА, 

‚О “RES НАШЕ а". О „1лепБегаег 3i Tki БУЕ, Т1 I IR LC 1980) 
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Е == U, 
;: ` | 
b, Lla 
{1 —v/v 
~ 
MI s. i/e 
` —U V, ШУ 


练习 8.2.18 ЖИ&—ЯЕ В, RRR BERRI k ОЭ] Et ХЕ НУ 
Bo ( ЖР Ни) Ц. в ЖБ, В, BE АЕ 
— ОНИЕ В, ДЙ (ВЕ) =E B, BIN fE: IERE Dsi E 
ТЕЙ НЕ, 


$3.3 3 H E% 


第 二 章 开 始 我 们 谈 到 ， 虽 然 消 元 法 给 出 了 线性 方程 组 4x= 5 的 
一 种 解法 ， 但 是 另 一 种 更 深入 的 理解 也 是 可 能 的 。 对 于 线性 规划 亦 
亚 是 如 此 ,单纯 形 法 之 技巧 可 以 解 线性 规划 ， 但 是 ， 线 人 性 规划 理 沦 
的 核心 ， 实 际 上 是 对 偶 性 。 这 是 一 个 优秀 的 思想 。 同 时 ， 对 于 应 用 
来 说 ,对 侦 人 性 也 是 十 分 基本 的 东西 。 现 在 让 我 们 来 讲述 对 它 的 理解 。 

我 们 从 标准 问题 开始 ， 在 x2>0 和 Ax2>5b 的 条 件 下 ， 极 小 化 cx, 

但 现在 下 产生 以 等 式 代替 不 等 式 之 等 从 问题 ， 对 偶 理 论 产生 一 
个 完全 不 同 的 问题 。 对 惕 问题 ， 有 从 同样 的 4。 b MeF, AER 
全 部 工作 都 掺 其 道 而 行 之 。 在 原 问题 中 ， 上 曾 为 价值 函数 的 系数 ， 
b 为 限 出 条 件 ， 在 对 侦 问 题 中 ， 此 两 向 甘 交 换 位 置 。 此外; 不等式 
改变 符号 ， 新 未 知 数 组 成 行 向 量 》， 故 容许 向 量 将 满足 yA 所 5c， 
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їзрАх> КҮ, К, RITH EB КИЛЧЕ, (Їй — Ж 4 В К 
ҮМ PIERRA RK, arm PAE AAR А y КУҢЕЛ S py y 
六 0 。 简 诗 之 ， 极 小 问题 之 村 个 问 题 为 极 大 阿 题 ， 

Hki yb 

条 件 УА, 

yoi, 

ШИ ар И 2 РЦ U siki i. 

地 然 ， 对 蕊 有 这 些 “ 反 化 ”， 笔 者 应 给 予 某 此 解释 。 它 们 隔 茂 
Y hka ы ERIR” Z [ajuste a p. РД asik k 
问题 ， 我 们 即 可 把 这 些 “ 反 化 ”解释 得 最 涛 楚 。 希 望 诸位 再 次 跟踪 
一 下 此 问题 的 侈 过 程 。 极 小 化 疝 题 有 吝 个 未 知 数 ， 人 代表 着 共 需 求 直 
их, се, Xa C АНАН УЛ п НТ н, тА Чет 
hi УОЛ А: Ж, И ЕА ВГА ЕЕ А] Ж КД ЕШ B А h 25 
ME. дЕ а, 1 ЖЕЛЕ ЖЕ ТЕЗЕ) Pht НИНЕ, ТЖ Алор>Ь 
的 第 1 ILRORS BESA SI Pb НАЕМЕ, БЕЛ, суу 种 食 
总 的 价值 ， 则 cxa tetemes AiE МА, ЛУШАТ Л 
BH ШЕ НДЕ 03. 
ЖАНЕ АЙН, НИЕ ЖУ, MaRi. ERZI 
JEM, Жыр ДАН, а нир укр, ЭБ}ЯЕЙНАГЦЕЕ Ж 
ШАЙ, AREE ГАУ Ж АСТЕ aori. AA } ЖЕЕ ШИЕ 
ERED; Qali lai ГЫ КЖЕ E Br. Blay, ++ 
as ya ) ВЕН ТЕШ ЙС, ARES aT EJ ik R P yA, 
ЕИН Е, {ЭЕ u UB Nb 的 每 种 维生素 ， 总 收入 为 
Vib FUT Yabe = yb, ХЕЙ Ы КАЕШ) Н БРА ЖГ, 

应 当 指 出 ， 此 两 问题 的 容许 集 是 做 然 水 癌 的 。 第 一 个 容许 集 为 
ZAR РЯ, ERAMA р 所 限定 ， 第 二 个 容许 集 为 空 
HROTE, МАЛ ЕЕ ӨЫ 8 с 所 诀 定 。 然 而 ， 在 引入 


* рос А. ЗСО ШЕ ЛУЧЕЙ, СЕЗАН ВЕНЕ ТОЕ Е EC 大 
从 问题 ， 此 两 问题 ， 在 任何 情况 下 均 订 空 即 蓝 刨 。 
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ERRES, ЕЈ БН ТАТ А ЖА, bie, Ж 
ЖЕМ Ж ИН E ME E ЖЕЛЕП 2 ВЭС Еу, ТЫ, HE Real 
了 最 基本 的 结果 . 

80 ню FRORA. WEA {БЛ Ж, 2. 
ЖК. ШР 21И ЖАЦЫН. сх d Г yb КИН. ТЕШ, 
落 最 优 向 量 不 存在 ， 则 或 机 容许 集 均 为 空 集 ， 或 一 为 空 集 ， 另 一 问 
题 有 无 界 解 ( OBRAREN +t, RRMA), 

如 果 两 容许 集 均 非 空 集 ， 那 么 ， 这 是 第 一 种 情况 ， 也 是 最 重要 
的 情况 ，cx ”一 yb。 

从 数学 上 讲 。 这 一 事实 消除 了 药店 洁 板 与 食品 店 老 板 之 间 的 竞 
4%. 因为 结 果 永 下 是 平局 。 这 里 我 们 将 得 到 类 似 于 对 策 论 中 之 “ 根 
小 极 大 定理 ”和 平衡。 这 些 定理 并 不 意味 着 ， 顾 窜 对 最 优 一 餐 无 所 
支付 ， 或 矩阵 对 策 呵 硝 佑 加 者 提供 完全 对 等 的 机 会 .它们 却 意 剑 
Ж, 尽管 药店 老板 保证 对 每 种 食品 均 可 提供 代用 药品 ， 其 至 保证 以 
较 风 的 价格 出 信和 象 范 生 油 之 炎 贵 重 食 唱 的 代用 唱 的 情 癌 下， 顾客 亦 
无 经 济 理由 在 维生素 与 食品 之 同 的 选择 中 倾向 于 维生素 。 我 们 将 证 
明 ， 贵 重 食品 不 进入 最 优 一 党 食物 之 中 ， 缚 果 仍 将 为 绊 局 。 

些 结论 看 来 可 能 为 一 避 局 ， 但 是 希望 诸位 切 划 上当。 要 知道 ， 
焉 是 最 优 商 量 包含 关 决 定性 的 信息 。 原 问题 中 ，x "为 买主 提示 策 
略 ， 在 对 偶 问 题 中 ， 问 星 六 轩 定 市 场 经 济 的 自然 价格 ( 或 “影子 价 
格 ” ) ,就 我 们 前 线性 横 型 反映 着 现实 经 济 论 ， 这 些 向 量 代 表 了 真 
正 要 采取 的 并 策 ， 它 们 奶 需 通过 单纯 形 法 求 得 ， 而 对 惕 定理 由 涉 过 
会 告诉 我 们 其 最 重要 芍 性 质 而 已 

现在 让 我 们 来 着 手 证 明 这 一 定 玮 。 在 某 种 意义 上 ， 证 明 可 能 是 
显然 的 药房 老板 可 将 其 药品 价格 提高 至 与 食品 店 老板 的 食品 定价 
相应 的 程度 ， 但 实则 不 然 。 更 兢 切 点 说 ， 只 有 前 半 部 分 是 正确 的 ， 
因为 每 种 单一 食品 可 被 其 当量 维生素 所 取代 ， 和 价 秆 并 不 增加 ， 故 利 
量 食品 的 每 餐 必 须 至 少 与 药店 老板 任 一 餐 的 继 生 素 当 重 等 价 。 这 仅 
А ЕА, HERRIA RARR, ERRE 
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ARR, 我 们 称 其 为 验 对 偶 ， 并 县 对 于 任何 线 性 规划 及 共 对 
假 问题 ， 都 是 很 罕 易 让 明 的 ， 

8F. ы ы, 

уБ&&сх, 
证 PERRERA, WEWE TER 
Axzb 和 удД=ос, 

УЬ, НТР З ӘК х= 081203. WRT EAK 
ЯЯ, ШЛЕ НЧЕ. 


уАх>уЬ 和 yAx=cx (7) 
ШАК АОЛ А КО, SSS HE 
ybss cx。 


此 单 侧 不 等 式 用 起 来 是 容易 的 。 首 党 ， 它 杜绝 了 两 个 词 题 为 无 
界 解 之 可 能 性 ， 如 果 y5 的 盘 任 总 大 的 活 ， 测 盐 生 连 容许 测 起 * ЯЛА 
FRERE, TI, SPERAT AR а, ФАТА 
2628893, Miei Д оо, ЖС] RAA A ЕЛЯ A E 
У. 

НК, МАРЕ, ЖА уһ=сх E] Br, М 
ЖИЛА, ERAAN F, ВАЕ 8 f 5 3183682 Ж 
价 是 外 等 的 ， 根 据 顾客 天 需 选 择 这 一 事实 ， 我 们 可 以 装 认 沁 
ЮЖ и ЕЕ Ж. 

BF 若 x 和 yY 为 容许 向 量 ， 且 cx 一 2， 则 这 些 网 量 必 年 为 最 优 者 。 

证 明 ， 根 刀 8E5 我 们 知道 , 任何 容许 六 秆 >》 均 不 能 使 5 大 于 cx 
多 为 我 们 所 讨论 的 向 廿 了 达到 了 这 个 数 代 ， 证 此 3》 为 坡 优 疝 量 。 同 
理 ， 任 何 容 许 向 接 x ， 均 不 能 使 cx 秆 小 二 yb， 于是， 达到 此 最 小 值 
之 任何 x 坞 必 为 最 优 洁 。 

RADA, ТЕА A EER: 


床 问 题 XT BIR Ea 
JJ 4Ex + Ax; 科大 化 6y 1 十 ?Ty 
Ф, x,220, x20, R: у120, y0, 
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2X 十 xs 之 有， 2y, tiy Sl, 


5x  T23x 27, у113у.%4, 
x За = ZERE TR, АЧЕХ, 345,3, 在 对 侦 问 题 
H, у=, уа 0, ЗОНЕ ИА Бу, туз =з, О, е 
К: ЖЕЕ ДЛТ. 


所 有 这 些 ， 看 起 来 似乎 异常 简单 ， 然 而 却 们 得 我 们 仔细 研究 
找 出 ， 当 不 等 式 ?B< cx 变 成 等 式 时 ， 究 责 发 年 了 什么 事情 。 这 鼎 似 
微分 运算 中 的 情况 ， 人 人 篆刻 函数 为 航 大 或 航 小 的 条 件 仍 是 一 阶 导 
数 等 于 0 ， 然 而 ， 人 们 却 常常 忘记 ， 在 有 限制 的 情 癌 下 ， 此 条 件 会 
完全 或 变 。 最 好 的 例子 便 让 一 条 向 上 倾斜 的 直线 ,其 导数 永 不 为 
0 ， 微 分 运算 几 平 是 无 济 于 事 的 ， 但 在 此 区 间 之 最 右 端 肯定 会 有 最 
大 值 。 这 与 我 们 在 线性 规划 中 所 遂 到 的 情况 完全 -一致 。 尽 管 这 里 有 
先 多 的 变量 ， 通 常 的 区 间 被 多 维 的 容许 集 记 取代 ， 但 极 大 值 总 是 可 
以 在 容许 集 之 某 一 角 上 找到 的 。 用 单纯 形 法 之 语言 讲 ， 那 就 是 ， 有 
一 个 最 优 基 向 量 x*， 它 只 有 m 个 非 0 分 量 。 

线性 提 划 中 的 现实 问题 在 于 决定 那 一 个 为 最 优 第 ， 为 此 ， 我 们 
必须 承认 ， 微 分 运 筑 并 非 尘 全 无 济 于 事 。 而 且 远 非 如 此 ， 因 为 “ 拉 
烙 朗 日 乘 数 ”法 将 使 我 们 回 到 好 大 骸 小 点 的 0 PS ERK, KIE 
变量 y 实际 上 恰好 是 极 小 化 cx 问题 的 拉 格 朗 日 乘 数 ， 孙 法 也 是 非 线 
竹 规 划 的 关键 ， 但 我 们 并 不 拟 涉 及 此 问题 ， 因 为 它 超出 了 所 讨论 问 
题 的 范围 。 约 束 极 关 极 小 的 条 件 将 在 等 式 (8 ) 中 以 数学 形式 给 出 ， 
但 是 首先 我 们 想 以 经 济 的 术语 表达 出 来 ， 在 下 列 情 况 下 ， 癌 养 餐 x 
和 维生素 价格 是 最 优 的 ，。 

(让 食品 店 老板 不 销售 超过 其 维生素 当量 价格 之 仔 何 食品 ; 

(i 让 对 营养 睁 中 过 量 之 任 全 维生素 ， 药 店 老 板 之 索 价 为 0 , 

在 此 皇 中 ，xs 一 0， 因为 第 二 种 食品 过 于 昂贵 ， 其 价格 超 过 了 
药店 老板 之 案 价 ， 因 为 y: ty SERTER Y REHA., 
WE, ER i 种 维生素 过 景 ， 则 y, 一 90， 这 是 “免费 ”的 , 就 是 说 ， 
它 是 不 代 钱 的 。 此 例 中 ， 我 们 曾 要 求 7 个 单位 的 第 二 种 维生素 ， 但 
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这 一 份 营 养 餐 却 所 供 了 5x, 十 3xs 一 15， 故 由 紫 得 yy 一 0。 读 者 可 以 
看 出 ， 对 侦 问 皮 国税 坚 得 完整 起 来 了 ， 公 仅 在 此 两 个 条 件 都 满足 的 
M F, BELTI mA a ERT. 

ЖЕР, WUERMER ERR, WMR НАА. RE 
DRAX ВЕ b 树 比 较 ( 记 住 ， 容 许 条 件 为 4x 之 bp)， 并 导 找 等 
式 不 成 立 的 那些 分 鞭 。 这 对 应 于 一 种 过 其 的 维生素 МОҢ 价格 为 
y=0, AH, уле 相 比 较 ， 并 期 诊所 有 有 严格 不 等 式 ( 昂 贵 食 
Eh 》 对 应 于 x) 二 0《 由 此 营养 餐 中 排除 ) ,这 就 是 线性 规划 中 的 “也 
证 松 怠 半 侍 ”及 非 线性 规划 中 的 “Kuhn-Tueker 条 件 ”。 

8G 平衡 定理 设 容许 向 量 x m УЕ F| КЕ. 

#(Ax),2>b., 'Щу,=0, Ee х0 (8) 
那么 ， 关 和 > 为 最 优 侧 量 。 反 之 ， 最 优 向 量 必 须 满 中 条 件 (8 )。 

证 明 ”关键 方程 为 

yb=y(Ax)= (у„)х=сх (9) . 
在 正常 情况 下 ， 只 有 有 中间 的 等 式 ， 才 是 确定 无 颖 的。 站 第 一 个 等 式 
и, ЗЕЙ АІ, уг2010Ах226, 1, ур<у(Ах). ШК, НЕ 一 
种 情况 下 ， 等 式 才 能 成 立 ， 内 要 发 生 不 等 式 b (Ах), , Ш 与 这些 
分 量 相 乘 之 因子 y; 必然 为 0 。 这 时 ， 它 对 于 内 积 没 有 贡献 ， 故 等 式 
得 以 保持 。 

对 于 其 余 等 式 来 说 ， 情 说 也 是 这 样 ， 容许 条 件 给 出 x 2 0 和 
?4<sce， 出 此 可 得 不 等 式 уАх=сх, 只 有 当 第 二 个 松 驰 条 件 满 足 
时 ， 我 们 才 得 到 等 式 ， 知 右 不 容许 价格 存在 的 话 ， 即 (уд), < c;, 
则 必须 通过 将 此 不 等 式 乘 以 x, 一 0 的 办 法 予以 消除 。 结 果 在 关键 方 
程 C9 ) 中 ,我们 得 等 式 yb 二 cx， 保 证 * 和 2 之 最 优 性 者 , 正 是 此 等 
sü ( 且 此 等 式 亦 由 * 和 3 的 最 优 性 记 保 证 y. 

u 关于 弟 侧 不 等 式 yb 所 cx， 我 们 就 赎 这 些 。 其 证 明 是 很 容易 的 。 
它 曾 给 了 我 们 一 个 快速 检验 最 优 疝 景 的 方程 ( 这 些 向 最 把 不 等 式 变 
成 等 式 )》， 最 后 ， 它 给 了 我 们 一 组 必要 和 充分 的 松弛 条 件 ， 它 唯一 
尚未 知 的 便 是 证 明 等 式 吧 一 cx 为 实际 可 能 的 ， 在 最 优 向 量 真 正 产生 
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之 前 【《 丽 这 一 点 并 非凡 个 简单 的 步骤 即 能 做 到 的 ) ， 对 人 避 定 理 不 算 
完成 。 

汶 获 得 最 优 向 量 ， 我 们 回 到 单纯 形 法 一 一 我 们 已 经 会 用 此 法 米 
Жыйын х, ТЕРАК НАА У, АЛЗЫН, АЧА 
纯 形 法 是 为 解 原 问题 而 构思 出 来 的 ， 但 对 于 对 偶 间 题 ， 也 能 在 恰当 
的 地 方 终止 。 首 先 让 我 们 来 回顾 一 下 ， 它 臣 如 何 开始 的 。 通 过 引入 
松弛 变量 z 一 4x 一 b 并 将 容许 条 件 改 写成 


x x 
1] |=». | 67 (10) 
уу у | 
的 办 法 我 们 即 把 普 个 不 等 式 4x2>b 变 成 了 等 式 。 然 后 此 法 的 每 一 阶 


役 都 选取 长 方 移 库 [4- 门 的 玫 列 作为 “直列 ”， 并 将 它们 《至 少 在 
理论 上 ) AE, HRERL F }， 在 扩大 的 价值 向 量 (c 0 ] 中 之 
相应 位 移 ， 把 该 向 量变 成 了 [cncr) 。 单 纯 形 法 之 终止 条件 为 r=ep 
-cB F9, 

我 们 知道 ， 此 条 件 终究 是 要 成 立 的 ， 因 为 角 的 数目 是 有 限 的 。 
ЖА], БЧА а за 


B? b 
CX = (ср Ср) | Jemaat. (11) 
0 


如 果 在 对 偶 间 题 中 ， 我 们 能 够 选择 y= 二 csB*!， 闭 末 ， 不 盲 而 
嘛 ， 等 式 好 一 cx 就 会 成 立 ， 最 小 值 与 最 大 值 相 等 。 因 此 ,需要 证 
H], y ESRAR 4EyAsS7cfly2>20, BH 

y(A—1)<( e 0 3, | (12) 
在 单纯 形 法 中 ， 当 我 们 对 矩阵 { 4 -站 进行 变换 ， 以 使 基 变 量 3 1 
变量 时 ， 这 就 重新 组 合 了 约束 条 件 ， 结 果 ， 这 些 条 忻 便 具 有 了 

vLE Е) (сь cr) (13) 
的 形式 。 在 选取 ?= 一 csB- t, ЖАЮ ДЕЕ УЛИК ИЙ 恋 成 等 
式 ， 而 后 半 部 分 出 变 为 cB For, і iË L astro Ж 完全 一 
致 的 ， 我 们 知道 ， 此 条 件 是 满足 的 。 因 此 ， 向 量 ? ААА, 
定理 于 古 证 明 完 了。 分 离 出 相应 的 严 阶 矩阵 也 《很 据 预先 假设 ， 该 
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抢 阵 是非 退化 的 之后， 和 昔 纯 形 法 产生 了 最 优 向 员 x” ， 亦 产生 了 瀑 
{Шш Жу”. 

练习 8.5.1 求 下 述 问 题 之 对 侦 呵 题 : 在 条 性 
X,Z:0, x,Z20, 2Хуш#4, х j3x,22112Z F, MEX, Fa 
求 此 问题 及 共 对 全 问题 之 解 ， 并 计算 出 它们 之 共同 值 。 

练习 8.3.2 何 为 下 述 问题 之 对 偶 问 题 : 在 条 件 
у12®0, y0, yi 十 ?as3 之 下 ， 极 大 化 ya? 求 此 问题 及 共 对 侦 问 
题 之 解 。 

练习 8.3.5 AA du (тен), bme HENKE. 
试 说 明 ， 在 极 小 问题 让， 为 什么 x* 二 6 为 最 优 向 其， ЖИК bj ЖУ 
最 优 向 量 y”， 并 验证 此 两 值 是 相等 的 ， 老 向量 日 之 某 些 和 分 重 变 为 锁 
$., WA, xayR REAM 

练习 8.3.4 jQ —W js. RR Aeb, х0 ЧЕ $š YF 
的 ， 吾 其 对 偶 问 题 为 无 办 的， 

58.5.5 хило 07), maom e, 
Е Ах226, x>0 МуА<с, уо Оу ИШ. 

练习 8.3.6 ЖА. bcp AIRA EBE, RE Jé FJ 
题 及 其 对 个 问题 将 自动 成 为 容许 的 。 

练习 8.5.7 ЭПЖ 


A == r 
1 1 | 
оо т. 
Ко] \ 1 ` 
| | ] 
1 |! í 1 | 
b =! , = , 
| 1 1 
' П 
Í ` 3 | 


求证 x=《1，1，1，0 ) 和 ?= (1, 1, 0, 1) 在 通常 对 侦 问 题 中 为 
容许 量 。 计 算出 ex 和 yb 之 后 ， 说 明 何 以 得 知 其 为 景 优 向 量 。 

练习 8.5.8 验证 上 题 之 向 量 满足 开 补 松 缉 条 件 48)， 求 出 原 
问题 皮 其 对 偶 问 题 中 的 松弛 不 等 式 。 

вз 长 4=[ 09], =C] с=[ 17, ж 
КЧ ху, HEES E IF ЗК СЫА Eyb== cx), 

PR3J8.3.10 如 时 原 问题 之 约束 条 件 为 等 式 而 非 不 等 式 的 话 ， 
即 在 4x 一 5 和 xzP0 的 条 件 下 极 小 化 cx， 那 么 ， 在 对 偶 问 题 中 , ур®0 
ИЗЗЕТ. ТЕуА<С2 Е РЕ kdiiyb. RE, АМ 等 式 
ур<ехіКІНЯТ, ЖГ АЖу;>0ДЕ( т) ЖБ, MRENE 
IREE? 


BT tris 


在 在 侧 b РЧА Т c ЖЕЛЕ ШЫ}, БЙРЙ Will ЧИЕ е 
这 是 一 个 稳定 性 分 析 问 题 ， 它 可 使 我 们 从 单纯 形 法 中 挖掘 出 该 法 所 
包含 之 许多 附加 的 信息 。 这 些 与 极限 价值 有 关 的 问题 ， 对 于 经 济 学 
家 或 者 公司 领导 者 来 说 是 至 关 重 要 的 。 

如 果 我 们 人 允许 钢 量 口 和。 有 很 大 的 变 作 ， 那 么 ， 最 优 解 将 发 生 
跳 婚 式 的 变化 。 车 蛋 类 湾 价 ， 则 在 一 定 的 时 刻 ， 人 人 们 就 会 由 营养 餐 
中 取 清 蛋品 成 份 ， 用 线性 规划 的 语言 来 讲 ， 印 变 基 xsrr 由 区 变量 踏 
路 冻 地 转变 成 自由 变 莉 。 为 研究 此 变化 ， 必 须 引入 所谓 参数 规划 的 
概念 。 但 是 ， 如 果 诊 通常 情况 下 球 祥 ， 变 化 量 并 非 很 大 的 话 ， 则 最 
优 角 仍 将 最 优 :车 变 其 依旧 是 原 基 变量 。 换 言 之 ， 和 矩阵 四 和 了 不 发 
生变 化 。 从 几何 党 上 诽 ， 这 意味 着 ， 我 们 使 容许 集 稍 有 移 位 《 通过 
改变 向 量 并 使 平面 族 倾 斜 一 下 ， 以 把 移 位 的 情 混 考 虑 进去 〔 pk 
aike 如果 这 些 变化 不 大 的 话 ， UND ADO 
CENENE). 

在 庶 用 单纯 形 法 的 来 了 ， 当 其 变量 级 SAMMAN MAN 
mP ERRER, TEHA H 
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ЕЛУЙ =c B іреу". 

ВЕ, E Aot hi s riy. Jp > Est. Рр 2 йу" Т 
IB E| ht p AE TEB] КЕ | 8 i ta m (ОШ у юру ШОЛУ 
MRAKA TI, CEREREA. AREER RRE 
Л, TRAER Ty, H zs) АГ ЕРЕЕН Ж 4 35 
GREH, W HERRA ЕЛИ) 的 营养 餐 价值 将 提高 y; "4， 
Жу О, ЖА, ЯЕ ВЛЕ НО", КНК 之 
个 大 的 变化 ， 将 无 任何 影响 ， 营养 余 对 它 的 食量 已 经 过 基 。 

我 们 感 兴趣 的 是 男 一 个 问题 。 假 如 我 们 需要 营养 餐 中 至 省 楼 包 
含有 少量 的 蛋品 ， 牙 非 负 条 件 xp 六 0 要 变 成 xurg 六 6。 这 将 对 价 但 
产生 什么 影响 呢 ? 

ЖОЛАК ЗЕ о ыт Eu, ЛИЕ ДИК ЊЕ, Pi 
RHR ГЕЙДИ, ARS EROT. GREATER ҖИ Ez 
55, WAREN 6 HER, MEA ERTA, ЖЕЛИНЕ 
等 于 cepr6 之 全 价 ， 因 为 我 们 可 以 减少 其 它 食 癌 的 食量 ， 节 省 下 这 
部 分 费用 。 实 际 上 ， 价 值 的 增加 取 痰 十 蛋品 的 已 减 价 值 一 一 其 本 身 
价格 ， 不 包括 我 们 为 被 蛋品 所 取代 之 较 合 宜 的 食品 记 付 的 价格 。 次 
计算 此 已 减 价 和 丛 ， 让 我 们 回 到 方程 (2 )， 任 一 新 的 营养 餐具 有 

Ё = Сер cB lFx - Fe B "lb=rxəs--coB "b, 

若 蛋 钢 获 最为 第 一 自由 变 基 ， 则 轴 最 xzr 之 第 一 分 其 增 如 6 将 合 价 
19939. EE, ЕНА Р. HER, Шай r ЦЯ у АЫ ЯР 
ЖТ ЯНЕ ДЕ еН, Ваа RARR) 之 下 
ЭЎ Ере, S TY006528465 O. RAE, r>0, КУЯ 
ФЕЬ НЕ), ЛЕЯ ВКА Е, WARR, ШШ 
品 的 区 减 价 便 ， 不 可 能 为 负 ， 因 为 ， 如 果 为 负 ， 那 就 意味 车， 背 养 
餐 在 此 前 就 已 经 包括 了 看 类 成 份 。 

5118.85.11 ПЕЕ Ех", Нр с 稍 有 变 
уш, ЖА, JARE I g e kika 

练习 8.3.12 和 芳 牛 排 价值 c: 等 于 3 3236, MEE Не Р 
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2 美元 ， 它 们 分 别提 供 2 和 工 个 单位 的 蛋白 质 { 而 要 求 4 个 单位 )， 
那么 ， 蛋 钮 质 的 影子 价格 和 花生 油 的 已 减 价格 等 于 过 少 ? 


不 等 式 理论 


对 侦 性 可 通过 各 式 各 样 的 方法 来 进行 研究 。 我 们 前 面 采 用 的 方 
法 -一 -证 明 yb<<ex， 然 后 通过 单纯 形 法 求 得 等 式 --- 一 曾经 是 很 方便 
的 ， 轴 为 在 此 以 前 单纯 形 法 已 经 建立 起 来 了 .但 其 证 本 很 长 。 当 
然 ， 这 也 曾 给 的 是 一 个 档 造 性 的 证 明 ， 实 际 上 已 经 求 出 了 最 优 向 量 
2 和 3 ”现在 让 我 们 溢 简 述 一 下 另 一 方法 。 这 末 用 的 不 是 单纯 形 算 
法 ， 刹 是 几何 慨 念 。 笔 者 认为 ， 如 果 我 们 不 谈 茶 些 细节 的 话 ， 其 关 
键 思 想 将 同样 是 清楚 的 《 实际 上 或 许 更 清楚 ) 。 

瑟 方 法 的 最 好 解 禾 ， 来 自 线 性 代数 的 基本 定理 。 我 们 EN — 
下 ， 第 二 章 的 问题 在 于 解 方程 组 4x 一 bp, 换言之 , 即 在 息 阵 4 的 列 空 
间 求 向 量 5 。 消 元 法 之 后 ,也 在 研究 了 四 个 基本 子 空间 之 后 ,方程 组 
的 可 解 性 问题 在 练习 2.5.1! 中 以 一 种 完全 不 同 的 方式 得 到 了 解 管 ， 

8H 或 方程 4x 一 5 有 解 ， 或 存在 某 个 使 ?4 一 0，3?8 失 0 的 出 量 ， 


y, 

这 就 是 二 择 一 定理 ， 央 为 同时 求 出 x 和 ?是 不 可 能 的 ,车 Ах 
b, ШуАх=уЬт 0 ;这 与 等 式 ?4x 一 cx 一 0 ERTE H. U 25 
间 的 术语 讲 ， 这 意味 着 ,或 者 p 位 于 集 阵 妇 的 列 空 间 中 , 或 者 它 具 
有 某 个 位 于 正 交 子 空间 中 之 非 0 分 量 ， 该 子 空 间 为 矩阵 4 之 ER. 
此 分 量 佛 是 所 要 求 的 向量 y”， 

对 于 不 等 式 , 我 们 想 找 到 一 个 完 爹 相似 的 定理 。 为 此 ， 最 合适 
的 出 发 点 仍然 是 方程 组 4x= 二 bp， 和 但 要 增加 约 来 条 性 x 渤 0 , BH, 4F 
ФИК Ах, НЕЧЕ ВИТ 换血 话说 ， 具 有 等 
式 约 束 条 件 之 问题 的 容许 集 何 时 为 非 空 集 ? 

为 回答 此 问题 还 得 回 到 可 达 疝 量 ， 即 疝 量 8 之 昔 念 上 来 ， 对 这 


КЛИ ЫН S|, WENTEN 我 们 只 知道 ， 该 分 量 应 该 是 看 EP F 
烈 向 一 5 就 访 位 于 列 空 间 中 了 。 


` 381 ` 


些 向 基 来 说 ， 方 程 级 4x 一 5 是 可 解 的。 第 二 章帝 经 指出 ， 在 任 意向 
量 的 情况 下 ;向量 4x 可 能 为 矩阵 4 庶 列 的 任意 组 合 ， 若 向 基 癌 位 于 
JEZE, MWA EKI. MERIR AERA, ЗАА Гари b 
已 不 再 梅 成 子 室 间 ， 而 构成 加 8.5 所 示 之 锥 形 区 。 对 于 一 个 到 XH 阶 
第 阵 来 说 ， 在 下 维 空 间 中 ， 应 该 有 n Ph ИЕА У Е 20 ЛЕ 的 楼 
HE. ERE, Waapa, PAg. рр E b E 
TREA, WFR НАХ ЬЕ АИ. ARREA, 


HEA 


9] 4 


E 8.5 ЖУЗЕ ДИНАР WË 

ЖИП ЖЕ ТЕЗ SR ый b 位 于 锥 之 外 ， 结 
тшй? 这 种 情况 示 于 图 8.6 中 ， 其 几何 意义 一 自 了 然 。 有 一 个 
“分 离 超 平面 ”， 通 过 坐标 原点 ， 将 向 量 b 分 在 其 一 侧 Ж 
锥 在 另 一 侧 《“ 超 ” 字 只 不 过 用 来 强调 维 数 可 能 较 多 ， 至 于 平面 ， 
与 租 常 一 样 ， 册 垂直 于 因 定 向 量 ?的 所 有 向 基 构成 ) 。 向 量 ? 和 日 的 
标量 积 为 负 ， 因 为 它们 之 韶 的 张 角 大 十 90"， 而 向 量 y FER 4 的 
任何 一 列 的 标量 积 为 正 。 翻 译 成 矩阵 术语 ， 这 就 是 说 ，?>b< 0 ， 
而 yA 之 9 ， 这 就 是 我 们 所 导 找 的 另 一 种 可 能 情况 ， 

8 或 者 方程 组 4x=-8 有 非 负 解 ， 或 者 存 在 某 疝 景 ?， 使 ?4 福 
0, yb, 
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国 8.6 NE b fE УЕН үк урш > 51 — W 


这 恒 是 有 关 分 离 超 平面 的 定理。 对 于 数学 经 济 来 说 ， 这 基 最 基 
本 的 东西 ， 其 证 明 可 在 Gale 有 关 线 性 经 济 模型 理论 的 名 落 中 找 
到 。 

m 车 =1， 山 其 同 锥 为 正 象 限 。 池 象限 中 之 每 一 向 量 b5， 均 
为 列 向 后 的 韭 负 线性 组 合 . 


zo| | |. | jef ' | 


АЧ bi НЕ] Һр, ЖОЛОП ЕЕ КУ ОҢ ЗЕ ЯЙ, 
жь=|[_@]|, шуо 1 amyazo, 而 b= 一 3 

些 定理 会 立即 导致 一 系列 的 类 似 方案 (参阅 Gale — 5). 其 
实 , 读者 几乎 得 以 入 信 ， 疙 论 何 时 ， 只 要 两 个 方案 互相 排斥 ， 其 申 
必 有 一 个 是 成 立 的 。 例 如 ， 子 空间 5 及 其 正 交 圳 空间 S?* 不 可 能 同时 
SAER, HERUR ROE, ТОЛЕ ЗАА ВЕЗА О 数量 
积 。 另 一 方面 ， 我 们 不 敢 肯 定 ， 或 者 3， 或 者 53: 就 应 该 包含 有 正 j 
Bh, >Р] ЛАЗ, ТТ St уун. ДОХ Е, ИН 
EA” a 0 和 !9 1)。 值 得 注意 的 是 ， 达 个 稍 弱 的 二 择 一 
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ВИ ЗЛ, АБЫ ТЕХ, НЕШ у, 
меН НП ОЛЕР R, ЖЫШ ЕИ, Ж Ен АУ MH 1] 
第 АЫ: TLS [ш] ИҢЕ ФЕ TF, и 

对 于 线性 和 规划， 最 重要 的 二 择 一 问题 ， ERREEN S 
Ao WARE ЗЕ ЖУПУНУ ЙЕ Ж АЕ В, 

81 ки ЛУ АХЫР, A e М у, TH УАР 
0, ур< 0, уб, 

АТ А ЕЛ у= А-Б, ЦЧ, 


х ] 
则 很 容易 由 8 得 到 87。 若 不 存在 非 负 解 ， 贿 恨 据 8I， 必 定 有 这 样 一 
ий». “e 


у[А—1];>(0 0), yb< 0, 

这 正 基 8 中 的 第 二 种 可 能 福 ， 正 是 这 个 鱼水 ， 导 致 了 对 候 定 理 之 非 
梅 造 性 证 明 ， 人 也 是 ， 我 们 许诺 直 ， 要 注意 几何 意义 ， 而 咯 去 共 代 数 
细节 ， 故 我 们 村 倍 守 这 一 谐 言 。 

练习 8.3.13 HERA ! ]， 热 述 其 列 所 产生 的 圆锥。 
若 襄 量 8 位 于 此 锥 内 ， 臂 如 bp 一 (3，2)+， 求 唯一 的 容许 向 量 x， 若 b 
位 于 此 圆锥 之 外 ， 例 如 5 一 (0，17， 试 问 ， 何 向 景 ?将 满足 第 二 Ж 
ЕРЕ? 

练习 8.5.14 ТЕШ и, ВЕТА A, Ж ЧЕЛН 
БЕЙ pk B9 E $E g ЖЕЛ = a? 

练习 8,5.15 用 38 证明， 问题 


ВЕЕ 


Ж СЕОУ СВЕВА Е). 
练习 8,3.16 用 SI 证 明 ， 问 题 
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汽 非 负 解 《因为 第 一 囊 可 能 性 盐 肯 定 的 ) 。 
练习 8.3.17 让 明 8J 的 两 种 便 能 性 不 能 同时 实现 ， 


$8.4 网 络 模 型 


基 些 线性 规划 具有 易于 求解 的 针 构 。 这 种 人 情况， 在 第 一 章 艇 线 
竹 方程 纪 4x 一 bp 时， 我 们 就 已 经 遇 到 了 ， 在 那里 ， 对 于 其 非 零 元 案 
WE RELHA ЈА АРНА УНЕ, ， 使 用 消 元 话 时 ， 运 算 量 的 数量 
级 由 ns 减少 为 x。 信 于 在 线性 规划 中 ， 我 们 将 划分 出 专门 的 一 类 问 
题 ， 节 网 络 问 题 。 在 这 里 ， 秆 阵 妇 也 含有 大 量 零 元 案 ， 而 它 的 非 零 
元 党 通常 等 于 十 1 或 一 1( 但 是 ， 对 角 线 无 和 失 划 分 ， 国 为 短 阵 基 和 矩形 
的 ) 。 对 于 这 些 问题 ， 消 元 法 的 步骤 ， 只 基 做 加 法 和 乘法 等 简单 运 
A. MERR., BERR НОЕН Р 09р. BE, ЦЯН 
WH, ERRORE TE, BA A E sk iki n EREE (SR. 
19784 1 月 《Scientific American >» 296 LA-A), A 
醒 ， 估 单纯 形 法 计算 那样 ， 这 是 很 少 会 成 为 危险 的 。 

日 然 ， 只 有 问题 本 身 很 重要 时 ， 求 解 的 高 速率 我 们 才 感 兴趣 ， 
网 络 问 题 在 工业 ， 经 济 规划 的 各 个 部 门 都 有 应 册 。 例 如 用 于 货 流 、 
大 流 ， 气 流 ， 春 油 或 水 流 的 分 配 。 我 们 可 以 货物 转运 问题 为 俩 ， 成 
品 应 当先 分 配给 各 仓库 ， 贞 此 再 发 往 需求 地 ， 这 一 切 均 应 使 花费 为 
beuh. 产地、 仓库 和 需求 地 为 网 络 的 结 点 ， 而 它们 之 向 的 路 径 称 为 
5. 
Ваз. ТАХА, ЕУЕН F: S: К 
Ж ЕЙЕЛ. Грае 3) ААА САТ) 1 Bë £F Hh (С ЖЕҢ 
6 ) 的 最 大 可行 流 。 箭 头 所 示 之 流向 是 未 能 改变 的 ， 转 运费 用 也 不 
考虑 。 这 二 网络 间 题 的 一 种 个 别 情况 ， 称 之 为 最 大 流 问题 ， 

从 结 点 + 流向 男 一 结 点 了 的 流量 %ij 为 未 知 量 。 尽 管 x 是 向 Е, 


* H.R. Lewis. С. E. Papadiritrion 
The Efficiency of Algarithms.Scientific American 302K1978).,98-109, 
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В 8.7 RENo h R Hi ЖЕ 
为 了 上 方便， 我们 还 划 采 用 了 双 下 肢 标 表示 法 。 不 过 ,内 考虑 对 应 图 
ERR RUA И Жа Xag X50。 央 果 这 些 弧 的 上 人 限 《 道 过 
ЕЈ) 等 于 ks， 那 么 单个 流量 的 的 束 上 有 形式 
0= x; Su; 
ЖЯ, АЖ rB А ha Pe, ШЫЙ, ШИВА. ШЖ 
们 设想 一 个 通过 能 力 为 无 限 大 的 管道 《在 图 上 以 虚线 标 遇 》， 并 把 
全 部 货物 出 库存 点 再 返 运 至 产地 ， 基 此 约束 对 寺 产 地 和 库存 点 刀 是 
正 箭 的 。 流 入 标号 为 了 的 铺 点 的 总 流量 ， 等 于 月 所 有 了 守 姑 点 汇集 而 
来 的 三 xz， 而 几 第 了 个 结 点 流向 所 有 结 点 的 总 流量 等 于 5х, 
ТД, FEARN 


У) хш D a50, }=1, 2, e, 6, 
k 


此 方 释 的 系数 矩阵 被 称 作 关联 矩阵 ， 并 具有 一 种 特殊 的 结构 ， 坟 个 
缚 点 中 的 每 一 结 点 均 对 应 该 矩阵 的 一 行 ， 而 九条 弧 中 之 等 一 条 均 对 
应 于 一 列 ， 填 1 和 一 1 完全 刻 划 了 结 点 与 红 之 间 的 联系 ， 


向 星 z 的 妊 个 耸 生 之 工区 竹下 荫 被 称 为 “ 稍 子 ” 药 末 ， 出 容许 集 的 形状 而 得 省 ， 
ле Фр НЧЫ ММ, V.E B TE A o 
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_ 1 一 1 1 | 

一 1 -i 1! 

Хүр Xis Ara Xag Xa; Хар Mja Мз Xaaa 
9 КУ, RAEE. AARE, DL IEMA A PE 
ЖЫ ( 8 3J8.4.3) , FEATURE 25 R BL. 但是， 我 
TDS S КАЧУ, CHAUT IL ТЕЕ НИДЕ ДК 
W. АШ, RIAT, ЖЕНДИ УЫ KET PSS НЫ К 
З. HÆ, ПЕВНЕ НОО, ЫШТАТ У) 3 和 5” 
W. SHE S ЖА, SHRABA. DIRI STS И ЖЕДИК 
АЕА, 

例如 ， 如 果 S 含有 第 一 个 和 第 三 个 结 点 ， 那 么 这 个 鹤 的 和 容量 为 
4 十 3 十 4 一 I1。 比 11 还 要 大 的 流量 是 未 可 能 的 ， 因 为 它 不 可 能 通过 
HR. 

tK kh КЛЕ BË 

网 络 的 最 大 流 等 于 最 小 截 的 容量 

证 明 ” 单 仙 六 等 式 是 灵 然 的 ， 对 于 任 一 流量 和 任 一 截流 量 都 
不 超过 截 芍 容量 。 任 何 流量 最 大 不 过 于 使 与 蕉 相交 的 所 有 弧 均 达 愧 
AREE, ЖАКИЛ ЕЛ. Же. ЖШ T A z 
@, DEAA Б Ту Р ДЕ АОЛ ЗК К уһрчссх ЕЙ ЖП, 
Іх, ДАН, ЫШЫ ЖЕНУГЕ] eTEN ЖААН АН 
俊 达 到 等 式 。 

HER- и БН, {ПЖ TI ER m, 18 
WEST ЖАШ, ЦАН SSK АХАН ph 点 。 其 余 结 点 属于 
5° 纸 。 此 时 疏 点 将 位 于 3 内 ， 因 为 不 然 ， 流 量 就 未 会 是 最 大 的 。 永 
RAG, ESHS 的 每 一 条 吴 都 是 饱和 ПО, ОШ, ЗЕЛАНДА. 
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的 结 点 就 会 居于 S 组 ， 而 非 5* 握 了 。 因 此 ， 流 基 E 的 充满 一 个 截 ， 
于 是 等 式 成 立 了 。 . 

这 使 我 们 能 够 和 伦 验 给 定 的 流量 是 否 为 最 大 流 ， 上 只 需要 求 出 相应 
交规 驴 行 了 。 在 我 们 的 例子 寺 ， 才 大 流 等 于 6. 相 应 的 截 示 于 本 8.8。 


, @——— . 
° ‚ `. “М 


— 
天 8.# 最 大 流 和 最 小 截 


个 定理 也 给 出 了 求 最 大 注 的 一 个 算法 ， 对 于 任意 一 个 流 ， 应 

这 计算 得 条 КД К.Ж НЕ Ж. ИЖИ Ж ЛЕ ЖИЛЕ Ше ИК 
Ш, ЯАЛТ РЕ ЕИ ЕНИП БАНГ , ЭЖ НИНЕ, 
Ж, MUSE ШАА A Эр B 的 转运 ， 则 几乎 全 部 货物 可 以 返 
运 回 去 ,这 样 并 不 改变 总 流 时 的 方向 ， 换 条 话说 ， 可 以 出 结 点 8 到 
达 铺 点 4 。 最 大 流 应 逐渐 达到 。 在 容量 为 整数 的 情况 下 ， 流 量 亦 将 
Ж, ЩИ ЖИ TER ДИИР. 

8k53J8.4.1 ЖЖЖ ЕШШ ИЕ Ж F B Ea S a. ЖОЛ 
МОНА WB LB РЕ kr B BU КИНИ, 

练习 8.4.2 求 下 图 所 示 之 网 络 的 最 大 流 和 最 小 截 。 

练习 8.4.5 在 最 大 流 问 题 中 ， 引 进 松 张 变 量 wu =u, Xj, 


YEZ FF 
[ҢҢ] 
= ; = 0, 
Н Н w u w 
F, BKI. УНЕТА D ERARA E jA 2 8 量 


1:3. 


1 
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O © 
— ` м 
极 小 化 | y z ] И j>a 
满足 条 件 


(> L ? Jeo, m 1, о) 


对 与 最 小 截 相 交 的 各 弧 选 择 #i; 一 !， 对 其 余 的 选择 z 0, Shir 8 
му, =0, S {ЕК ду, 1, 求证 上 述 选 择 是 可 行 的 网 时 也 是 最 优 
的 。 


简单 的 指派 问题 


假设 我 们 有 站 个 人 mn 项 工作 。 其 中 每 一 个 人 只 能 完成 其 中 ЖОЛ, 
项 工作 。 能 和 否 按 专长 把 工作 指派 给 大 察 ， 同 时 不 同 的 人 不 派 同 一 个 
工作 呢 * 

不 难 求 出 可 能 实施 这 种 指派 的 必要 和 条件 。 第 一 ， 每 一 个 人 至 少 
应 有 一 个 专长 ， 第 二 ， 和 撩 两 个 人 应 有 两 种 不 同 的 专长 ， 并 县 每 三 个 
《或 kK 个 ) 人 一 组 应 该 有 能 为 完成 尘 项 {或 项 ) 不 同 的 工作 . 显 
然 ， 不 这 样 ， 旧 的 是 不 可 能 达到 的 。 问 题 在 和 平 证 明 ， 如 果 每 一 组 都 
满足 前 面 列 举 必要 和 条件 ， 则 分 工 是 可 能 实现 的 。 

8L ” 当 且 仅 当 短 一 组 均 能 完成 充分 多 数量 的 工作 ， 并 且 车 一 组 
由 天 个 人 组 成 ， 则 他 们 至 少 能 够 共同 完成 大 项 工作 时 ， 指 泥 才 有 可 
能 实现 。 
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р, ДЖ ШЕ ДЕГДЕЙ ДИЛ А РА А BEU, ЯНО Г.Е 


Лр, ВА 6483 a ERA A pi Д, 

ШЫЙ, АИ — ЕЕ. ШИРА n pp А. 2 EBE SG МАН) 
ГЕЛ LS Ын, Zh, МҮН ТЗ. КЇЙЇП ЄР £: НЕЕ À 
ж, шт. Бин ЕЙ ( [08.9), ҢЫ ЛАЙ SE а Tm, Bë 

ARH ARAD yak 1 ДЕШ ТП. ЭП СРЕ. 


8.3 工作 网 络 

假设 最 大 流 小 于 各， 这 时 ， 应 该 有 一 个 具 容 最 | F m J 38 #. 
ТЕ, Piin, ESHA AAA ИГ, +, Tks H, w, Ja фи 
AMAR. {А Е АСРАН СЕ, ЯРА, 
е — AHA BSI Л? ЖЫ нт, I. RIF RYT m~ 
КОШИ K PL) me Сш тари д», ААТ О 
Amek 1, ELEKI, ШЫ P m., 从 而 我 们 找到 了 只 能 完 
В КІ ECE 个 人 组 成 的 一 组 举措 派 是 不 可 能 实现 的 ， 
Е prm, WA., RMR. TRHA RITARI 作 的 
Жш, 

练习 8.4.4 u DEBE АРД CI IH ГОН, DR L TOTEE А A 
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县 有 相同 专长 的 情况 ， 求 证 闪 这 种 情况 下 指派 是 可 能 实现 约 。 

练习 8.4.5 假说 右 无 窜 多 个 人 和 和 工作， 前面 的 人 能 够 完 成 TE 
何 一 项 工作 ， 而 后 面 的 第 ! TI 个 人 仪 有 第 ;个 专长 。 求 证 ， 每 Kk 人 小 
组 都 匠人 少 能 够 完成 8 项 寺 作 ， 相 是 所 有 的 人 者 分配 工作 却 是 不 可 能 
Гр. 

ТАЛАА Н ЙК ТЕ] КИ А ОВ ЕН ЫЛ, р ЧАЗА H Z — Но ЛМК 
间 进 行 选 择 。 为 了 使 每 一 个 姑娘 都 找到 配偶 ， 每 一 上 个 站 娘 (R= 
1,2, +) З рУ 4 task a hk iw ab ak М ET., ЖАШ 
Їй, ЭПЖ JMK-OT ДЕЕ —Т ШЙ, 2А АДН. RIRI 
持 有 俩 爱 的 尺度 来 代替 简单 的 “ 行 ”和 “不 行 ”， 如 果 待 分 工人 员 
也 有 有 一 个 标 度 的 话 ， 即 当 第 宇 个 人 对 于 第 项 工作 具有 胜任 系数 
ab， 并 县， 在 和 根本 不 具备 相应 的 专长 的 &j 一 0 情况 下 时 , 这样 就 
导致 了 最 优 措 派 问题 ， 在 给 定 工作 的 条 件 下 ， 伏 天 化 胜任 系数 之 
和 。 这 也 是 一 个 线性 规划 问题 ; 在 每 人 分 配 一 项 工作 ， 每 项 工作 均 
e M À E WR 09 t Т, É K ЛЕ Vas. 

另外 一 鞠 名 的 便 子 ,是 推销 员 问 题 。 从 自家 开始 ， 他 应 访问 过 
一 1 个 城市 簿 风 到 家 里 。 如 内 从 一 个 城市 到 另 一 个 城市 ij 的 距离 
(或 旅费 ) 等 于 6j， 那 么 ， 推 销 员 容 当 在 每 一 个 城市 访问 一 次 的 条 
WF, B | 


> җу=1, Уху, КРЛ 
极 小 化 XXajxX, p. 

这 样 的 提 法 不 完全 得 当 ， 因 为 问题 的 解 可 能 是 儿 个 个 别 的 数 
入 ， 每 个 数组 可 能 在 其 间 构 成 闭环 ， 因 此 ， 由 家 里 出 发 之 后 ,该 
推销 员 永 远 也 到 不 了 所 有 要 去 的 城市 。 所 以 ， 必 须 引 进 一 些 补 完 约 
束 ， 而 这 些 约束 之 儿 ， 况 使 这 个 乍 看 蝶 米 狠 简单 的 问题 ， 实 际 上 变 
ЯЛЕ И ҖЕ НТ, ы 

HR GE ай Н ИЛА ОВЕ, ХЕ 
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рК ЕА ОВАЛ е, ЕВН, р 
对 庶 一 个 融 小 时 间 ? ， 在 
уу, І у=0 


РЕТ, 
КАШ ШУ, 
Tx FE i Bf НЛ ДЕ ШП yu ЕЛЕ, MARAI, BER НАТ 


结 点 所 请 的 最 小 时 间 ， 并 逐渐 向 前 移动 ， 如 果 在 网 络 中 无 环 ，, 做 到 
这 一 点 是 很 容易 的 。 动 态 蚁 划 中 的 污 本 原理 为 进 归 上 感 优 化 原则 ， 从 
发 眠 到 收 点 的 最 优 路 径 、 末 时 也 延 共 发 点 到 该 路 逢 上 任 一 结 点 并 从 
此 结 点 到 收 点 的 最 优 路 径 。 不 管 现 获 如 何 ， 在 中 以 前 所 得 的 解 应 古 
最 优 的 。 结果， 问题 可 分 成 若 千 简单 的 部 分 。 

让 我 们 还 提 一 下 运输 问题 ， 即 无 需 中 转 而 由 生产 者 直接 发 往 市 
场 的 网 络 流 的 问题 。 第 i 个 工厂 供给 s; PFP Аа. 10 tH Pe m di 
件 ， 共 间 运 送 一 个 单位 产品 的 运费 为 cy。 于 是 ， 发 货 x BB E 
不 等 式 

> X <s, D xdi, x,2>0. 


为 得 到 运输 的 最 优 福 ， 我 们 将 极 小 化 
Эсиз» 
练习 8.4.6 若 练 习 8.4.2 中 的 数 为 运输 时间， 那么 ， 有 从 发 点 到 
收 点 的 最 短路 径 将 呈现 和 什么 样子 ? КЕНЕА АУА ЛВ у" 
《动态 规划 的 特殊 情 癌 》， 并 且说 明 ， 为 什么 在 每 一 条 弧 上 均 注 足 
PERY у. 
练习 8.4.7 解 下 述 运输 问题 ， 两 个 工厂 产量 3=6， 三 个 市 场 
需求 量 4 一 4， 运 输 费 用 ci 组 成 矩阵 
a-f 1 3 6 | 
2 4 8 
练习 8.4.8 生产 和 篇 求 在 什么 样 光 条 件 是 运输 问题 的 可 +; 性 
FIF? 
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S8.5 对 策 论 和 极 小 极 大 定理 


短 阵 对 策 ， 最 好 用 例子 来 说 明 ， 

її 有 二 人 参与 对 策 ， 规 则 对 每 一 局 都 相同 : 

局 中 人 站 举 起 一 上 只 手 或 两 上 只 手 ， 男 一 个 肩 中 人 人 Y 了 也 独 交 地 做 这 
样 的 动作 。 和 如 果 他 们 沁 策 一 致 ， 闭 么 Y 了 赢得 10 元 ， 若 他 们 采取 的 决 
策 不 同 ， 则 站 获胜 ， 已 举 一 只 手 时 ， 启 10 元 ， 淮 两 只 手 时 , 20 
元 。 忆 中 人 外 总 的 赢得 很 容易 记 作 矩阵 形式 ， 


a-[ Я -RE 
10—10) H = 


稍 恕 思考， 就 会 得 到 一 个 大 致 的 策略 。 显 然 ， 局 中 人 义 不 会 在 
各 后 都 十 示 疝 样 的 对 策 ， 否 则 ， 局 中 人 大工 就 会 学 车 他 的 样子 出 示 对 
Ж, BRER 同样 ， 局 中 大 工 也 不 能 总 出 示 章 一 的 策略 TA, 
局 中 人 和 将 出 示 不 同 的 策略 。 两 个 局 中 人 都 必须 采用 汶 合 策 路 。 此 
外 ， 在 每 一 局 中 策略 的 中 择 都 必须 与 前 而 各 局 绝对 无 关 ,， Ж ОЖ 
话 ， 著 另 一 局 中 人 觉察 到 对 方 的 其 一 个 策 酪 规律 ， 他 就 会 利用 这 一 
规律 。 其 至，“ 赢 时 一 直 抱 定 同一 策略 ,而 当 第 一 次 输 过 后 ， 再 变 
换 策 略 ”。 这 样 的 策略 模式 ， 显 然 也 是 无 益 的 .在 足够 多 局 之 后 ， 
对 方 就 会 确 知 你 将 出 未 怎样 的 策略 。 因 此 ， 局 中 人 便 处 于 下 列 情形 
之 中 ， 局 中 入 决策， 以 频率 为 x%; 举 一 只 手 《 风 他 以 x; 二 1 一 x; 的 
频率 举 两 只 手 ， 并 且 在 每 一 局 中 这 个 决策 都 基 贿 机 的 》， 而 局 中 
人 人工 选 择 自 己 的 狂 率 为 ?和 ?ys 一 1 一 y,。 我 们 看 到 ， 这 些 概率 中 无 
论 哪 一 次 都 不 应 当 等 于 1 或 0 ， 否则， 对 方 就 会 调整 决策 而 开始 获 
胜 。 同 时 ,所 有 概率 均 应 为 1/2 吗 ? 这 也 不 尽 然 ， 因 为 ， 这 样 局 中 


. 393 > 


人 YY 了 边 20 元 的 次 数 就 会 过 多 ，《 在 总 后 效 的 174 中 ， 他 每 后 可 输 B 
2070， 另 外 174 中 ， 每 局 输 掉 10 元 ， 半 又 的 说 民 中 每 局 瑟 得 10 元 ， 
即 平 约 每 局 输 挤 2.5 元 ，) BE, mH A Y EMAAR F 的 策 
Me ЛОЛ ХОДЕ ДЕ АЗЕР. 

ЖУА ЕТК AER. ТЕЕ ТУ, 和 
Уз, ЧАТА УВГ Н, ХЕК Sao A 
ЯШ, PA ХАЕТ AR REE E is, IY ТЕН СПЯ 
HEATER Ж Ит MRR ERRER р, WER PA 
ХАРБ 81—008, EFE, AX Aik, 对 了 为 极 

. ЖИЕН AAM ie “Ж” R 

RALA X И РВД АХЕН. AAO Ri —x, WJ 应 E 
ЕУ ЕТ НЧ, Pa, ВСЕ ТШ 33/52/55, ЖЕ ИЛ 


下 列 形式 : 
з [зи], ж о] Í ° 
ро] 5 [eaj 1 F 


ТЕК КЕЧЕТ, THA ЛҮВЯҢ ТЕГ, А8 SQ PR 2 xe. 
НІН 1056912036, RE, тА Y AREARE, Ж 
Z, E/I Ыр 9 91076, 2/50 a BoR ЕЈ 
{#20җ7:, ХШ ЧЕНЕ КАНО ЖН ИЕ. РҮ н И ЧЫЙ TE E 
比例 出 未 混合 策略 ， 他 还 是 划 平 均 每 局 输 2 元 的 ， 

HE, Pi ih. RER T, АТЫНА ҮЛЕ, 记 有 策略 者 是 й 
的 ! 如 果 他 懒 履 ， 继 续 举 一 只 手 ， 那 么 区 就 一 定 要 改变 策略， к 
始 每 局 赢得 20 元 . а, УТКУ, ХА ТИКИ ЛЕНЕ, ЖЕР] 
ФАА МЫЛ, MARRJE, е Y ES x ЖБ Ж а 
优 的 混合 策略 。 这 就 表明 ， 局 中 人 了 ЖИА Жу 和 1 一 ?之 矩阵 
进行 组 合 ， 试图 得 到 尽 可 能 小 的 新 行 : 

510-10 20)+(I—y (10 一 107 
={10— 20y; —I04-30y,), 
ERPAT, RRE l i ЛУ ВЕ HI 10— 20y; = 
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一 10 于 30y1， 目 此 得 9 一 275。 存 这 和 神 选 择 下 ， 两 个 分 重 均 等 于 2 ， 
新 行 具 有 [2 ，2 ) 形 式 。 所 以 ， 选 拌 这样 的 策略 ， 局 中 作 Y 了 每 局 的 
损失 不 可 能 超 坟 2 元 。 局 中 人 Y 了 极 小 化 了 日 已 的 级 大 损失 ， 这 个 极 
JE ( 2 元 ) 与 局 中 人 XX 独 立 求 得 的 极 大 机 小 是 一 狐 的 。 对 策 的 
依 诊 是 这 个 猎 小 所 大 或 极 大 极 小 ， 即 2 元 。 

这 个 鞍点 值得 注意 ， 因 为 它 意味 著 局 中 人 只 在 275 的 时 间 内 
采用 其 第 二 策略 ， 维 然 此 策 栈 给 他 以 赢得 20 元 的 入 会 ， 亦 得 如 此 。 
与 此 同时 ， 局 中 人 立 被 迫 采 用 不 和 刹 的 策 赂 一 季 本 来 的 意愿 是 重复 
ЖН À X Bs E, 但是， 这 里 不 热 ， 他 用 相反 的 概率 275 和 3/5 进 行 
ЖЖ, ШЫЮ, ХОН ЯКО З/5 + 3/5= 9/25, 3182076 
ВНК 2/5 + 2/5=4/25, HÆR 2/250 У НОЈС АО ü д, YE 
ПРИ ЕАО, RATE A 2 元 。 

ТЕА НЕЩА ОНЯ, ВОН 
相等 分 量 的 行 。 例 如 ， 除 上 述 规 出 外 ， 假 设 局 中 人 态 尚 可 举 电 三 只 
手 ， 此 时 若 了 举 一 只 手 ， 则 和 赢得 60 老 ，Y 举 两 只 手 ， 革 说 80 元 。 
ШЫ ЖАНЕ 35у. 

站 20 "| 
А = . 
10—10 80 
局 中 人 撕 一 直 都 选用 这 个 新 的 策略 ， 册 生计 各 列 的 权 固定 3 x = 
0, = 0, X = 1 ， 且 最 小 的 枉 得 为 80 元 。 局 中 人 在 行 组 合 
中 ， 远 取 给 由 只 有 最 小 分 是 的 行 的 那个 组 合 ， 印 选择 第 一 行 ， 这 时 
了 之 最 小 损失 为 60 元 。 因 上 此， 我 让 同样 将 得 到 极 小 极 大 和 极 大 极 小 
相等 的 绪论， 然而 此 时 远 点 被 移 向 了 一 角 ， 

规则 是 ， 在 行 的 最 优 组 合 的 条 件 下 ， 对 于 局 中 人 Y ， 对 策 之 位 
RET (ERA? 元 和 60 元 的 情况 一 样 ) rh A X Ж ТЖ PJ 85 3: 
Уу. ИНВ, ЕАО АЕТ РЕА х, ТВЕН 
对 策 值 位 在 属于 局 中 人 YY 的 发 优 策 略 的 那些 行内 ， 其 它 诸 行 结 出 更 
高 的 值 ， 故 了 将 避 开 它们 。 这 个 部 则 完全 地 对 应 于 线性 规划 中 的 互 
ЖЖЖ}. 
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练习 8 .5.1 如 果 赌 注 从 20 元 增加 到 ?0 元 ， 最 优 策略 如 何 变 
化 ? 对 策 的 新 值 等 于 多 少 《 局 中 人 XX 的 平均 启 得 )? 

练习 8.5.2 假设 支付 矩阵 为 4 一 | 】 2]. 说 明 局 中 人 如 
何 计 算 白 己 的 极 大 极 小 ， 而 局 中 入 Y 如 合计 算 自 己 的 极 小 级 大 ， 最 
优 策略 x* 和 y" 蚌 怎样 的 % 

练习 8.5.5 ”假设 某 个 oj 是 行 的 最 大 元 和 列 的 最 小 元 。 试 说明， 
为 什么 局 中 人 X 总 是 选择 第 j 列 ,而 局 中 人 Y 总 是 选择 第 ! 行 ( 不管 失 
КЮЕ ЖЕ НД? ) 求 证 ,在 上 一 练习 中 秆 阵 包含 这 样 的 元 素 。 
最 后 建立 一 个 不 包 舍 它 的 矩阵 。 

练习 8.5.4 3 


Ë 4 | 

A= 

2 0 3 

用 绝 合 权 为 ?大 1 一 2% 之 行 的 方法 , 求 局 中 人 YY 的 最 好 策略 ， 并 且 通 出 


所 有 三 个 分 最 。 局 中 人 发 将 抱 定 最 大 的 分 量 【 粗 线 ) , ШҮУ 
MERTER. BERMEA CHER) 的 高 度 如 何 ，y "等 于 什么 ? 


4y 


šy+2(I-y) 
yaly) 
y 


练习 8.5.5 ЖАНЕ, ЖААХАН, АРАМЕН 
两 列 【 第 一 列 和 第 三 列 ) 并 且 相 应 的 直线 在 极 小 极 天 点 相交 。 
练习 8,5.6 如 果 
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КРЛ БИЛИШ ЕШ АЖ КИН. 
әә)8.5./ {81 A = п Я; 什么 样 的 祝 х. 和 1 一 %1 会 


给 出 | | 形式 之 列 ? AR y у AAB 的 行 (V ,7]? 
ЖйЕн== >, 


极 小 极 大 原理 


最 一 般 的 和 矩阵 对 策 ， 与 我 们 上 述 的 简单 例子 几乎 丝毫 不 差 ， H 
是 有 重要 的 一 点 例外 ， 局 中 人 开 有 #* 种 下 能 选择 ， 而 YY 有 m 种 可 能 选 
择 。 记 以 每 一 局 都 有 不 变 的 支付 矩阵 4， 具 有 mm 行 和 8 列 。 其 每 一 元 
党 er 均 为 局 中 人 了 选择 了 第 ;个 策略 的 阅 时 ， 局 中 人 择 第 /个 征 
略 时 之 赢得 。 人 负 元 素 只 不 过 意味 着 负 的 支付 ， 艺 Y 了 赢得。 结 困 与 其 
有 翟 和 的 二 人 对 策 完全 一 样 ， 一 个 局 中 人 输 掉 的 恰 是 舅 一 个 局 中 人 
赢得 的 。 但 是 ， 现 在 平衡 灶 点 存在 与 符 却 远 非 至 而 易 见 的 事情 。 

正如 前 面 所 举 的 例子 中 那样 ， 局 中 人 可 以 选择 任 意 的 混合 策 
х= (ху, х, е, х„) 。 这 个 策略 永远 是 一 个 概率 向 量 ， 各 %; 均 
JERE, 而 且 它 们 的 和 等 于 ! 。 这 上 坚 分 量 代表 着 nm 个 不 同 纯 策略 
的 频率 ， 并 有 在 每 一 局 中 ， 局 中 大 X 通 过 某 种 随机 手段 一 一 为 产生 
频率 为 xi 的 策略 ;所 建立 的 手 骂 -- 一 对 这 些 策 略 JL 行 选择 。 与 此 同 
时 ， 局 中 人 y 应 当 采 取 类 似 的 决策 ,他 选取 满足 条 件 y 之 0 入 yi 一 
1 {т у= (у, уз, °, Yade КЕ {ЧЕ HM 合 策略 
HIE, 

言 一 局 的 铺 困 是 不 可 能 的 ， 因 为 它 是 随机 的 ， 然 而 ， 平均 起 
来 ， 局 中 人 大 出 示 第 /个 策略 ， 与 出示 第 i 个 策略 的 组合 将 有 概率 
*,y,， 凤 两 个 单个 的 概率 的 民 积 。 如 果实 现 了 这 一 组 合 ， 那 么 赢得 
即 汶 aiy。 于 是 ,对 于 局 中 人 从 该 特定 组 合 的 赢得 期 望 信 为 gjxjy， 
而 一 局 总 的 赢得 期 望 值 为 了 3aiixioi。 我 们 再 一 次 强调 指出 ， 任 一 
或 所 有 元 素 wy 均 可 为 负 ， 对 和 和 对 Y 规 则 相同 ， 并 且 决 定 ЙЕ 胜 谁 负 
的 万 是 ai S 5638. 
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Б ЛЫШ ПГ үйр ШЕ, ЧС ЯТУ a, x 
y Г уАх, iX И HIRE ЖЩ КИ ш 8], 


y Ax 一 Гу 1 Ym ` 


sh АХА ЕМЕ. mi АУ: АР ык. КР di Уу АХ, 

例 2 BERAR- nb u EE. A=. ШЫМ, ВА KAA isi 
[8 Taly = хуу Х,У, кунара а Toh Ww ‚ МА 
KRE УУ ВЕЕ, ВУТОВ F. A 得 到 0, 二 1 ü, 
HEER EPAYE PF ДОМЕ, Pl БОРА ХАНЕ, B 
ҮЖЕН. ШЫ Ж А 8 УК УС Јр, 如 RAPE 
ДИЗ], WAYRA ЫР! AXEI A ЖЮ 比 任 
何其 它 策 略 更 为 经 常 ， 那 各 了 就 有 更 多 鸣 计 会 避免 下 北 ， 所 Aei 
ЖЕ Ex = (1/п, 1/п, зе, 1/74), ИЕ, Бн ДҮК ГӨ УЛИ 
а ВО НЕ, ТД, ХОД ЖАА ЭР АЛАР 得 优势， 
БИК, ЖаШ ШШДЕ ШИШ LAERA, Ву == (1/4, 
ljn, се, 1{/һ), ЮТА K EJE 1 的 概率 等 T (1), 
ЕТ ЕАО ЕЛШИН ЫХ ЕДИ SUDI. 总 的 对 策 位 为 nx 
(17D ?或 1/n， 这 可 通过 计算 来 让 实 ， 


А | S 
| | | = 
1 рс! Il; 
Ah 
` | # J 


ШЕКЕ 


"Pt 


і 


H 
HEF BRK, RUAY KITE E Жр UB gl, 

Н, APERAS RR EER R R ah K ERE. 
Э, ARRARIR: MAER, А? = — АН], ЖЯ 
基 完 全 公平 的 。 这 种 矩阵 使 两 岗 中 人 处 于 等 同 的 条 件 之 下 ， 因 为 在 
局 中 人 工 选 择 策略 刘 } ,局 中 人 区 选择 策略 j ,会 使 局 中 人 XX 赢得 gi;， 而 
局 中 人 Y 选 择 第 覆 / 生 局 中 人 王选 择 策略 半 ,就 会 使 局 中 作 获 同样 的 
Aita: (Hansas). RRE" у? — В, ЭР 且 赢 得 
HMAT "4x 一 0， 在 4 = 一 4 时 ， 对 策 ESTE. 


0 
例 3 . л-[-: 0 1 
—1—1 o” 

WAE., 两 局 中 人 文 和 Y 均 选择 1 至 3 {Ыз 数 ， 选 到 较 小 数 
Ж, Жїл (ЖЕН ДХ 2, VARK З Ха, а= 
1 元 。 如 果 他 们 选 歌 同 样 的 数 ， 那 么 ， 这 种 情况 将 位 于 短 阵 的 主 对 
基线 上 ， 即 无 人 取胜 。 有 显然， 和 任 刹 一 个 局 中 人 都 不 会 选 职 2 和 和 3， 
否 山 另 一 个 局 中 人 即 可 选择 更 小 的 数 1]。 了 是 纯 策 小 x* уе (1, 
0, 了) 是 最 优 的 ， 两 个 局 中 人 每 一 次 都 选择 1 且 其 对 策 的 值 为 . 

y*Ax Gil 一 0 。 
应 当 指 出 ， 使 所 有 决策 保持 不 变 的 矩阵 并 非 单位 算 阵 ,而 是 每 

个 元 素 eij 均 为 1 的 奸 阵 E.E 的 倍数 加 到 支付 矩阵 A4 上 ;A 一 A 十 aE, R 
不 过 意味 着 ,局 中 人 X 每 一 局 将 赢得 附加 的 a。 对 策 的 值 增加 wa， 但 
ху RHEE, 

现在 ， 我 们 回 到 一 般 理论 土 来 ， 首 先 证 我 们 置身 于 局 中 人 XX 的 

У. 假设 他 选 取 源 合 策略 入 = (х, 55, х). ЕНН АҮ 
浇 斌 浓 这 个 筑 暗 并 进而 选择 魏 己 的 策略 ， 以 使 损 兴 yAx 最 小 , 鱼 果 ; 
局 中 人 XX 获 minyAx。 有 经 验 的 局 中 入 X 一 定 会 使 这 个 报 小 秆 极 大 化 
的 某 往 量 X*( 这 可 能 不 是 唯一 的 )。 作 这 种 选择 ， 局 中 人 及 可 以 确 们 
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其 赢得 不 会 小 于 | 
minyAx*—max minyAx. (14) 
y x y 


WR h ҖЕ 6 ü ДЕЛ: АДЕН. 

局 中 人 了 进 示 彬 友 的 策略 。 在 其 任意 混 合 策略 y 的 情况 下 ， W 
应 当期 望 局 中 人 苹 找 一 个 摄 大 化 y4x ”的 向 基 所 以 了 应 当 选取 使 
此 极 大 伪 极 小 化 ， 并 且 保 证 其 损失 绝 不 天 于 


maxy"Ax=min тах yAx, (15) 
x y x 


的 混合 策 y*"。 局 中 人 Y 也 想 不 出 更 好 的 主意 。 

但 性 湛 位 已 经 领 各 到 ， 如 果 所 有 这 些 都 是 对 的 ， 结 果 将 是 怎样 
Й, ЗИЯ ЛХ ЛЕВ САУ ЧАЛУ А EUSA 
— 0. ЮУ Sr x" Ñiy СЕ A F. TERRE. Мир 
AXR ESF RR "的 条 件 下 才 失 利 ， 局 中 人 Y 只 在 离开 Я уб 
FRE BRADER. WEEN. Е. ЛОХ 
定理 ， 

8M 对 于 任意 的 严 xm 阶 矩阵 4 折 有 混合 策略 的 极 小 极 大 值 等 于 
WO Ë. 


max min yAx=min тах yAx. . (16) 
x > y x 


此 量 为 对 策 的 值 。 如 果 ， 堪 部 在 *“ 点 达到 最 大 ,而 右 部 在 点 ?达到 
最 小 ， 那 么 ， 这 些 繁 略 便 是 最 优 的 。 它 们 产生 一 个 双方 谁 都 不 珠 背 
离 的 鞍点 。 
对 所 有 x 和 yy 有 
Y ARSY AX yAxX" (17) 
ERA, х + ШЕКТЕНЕ АЖ 得 ЖОС 
Hy ALETA), AS, SSC B Дд, WRAK Уу", i 
就 只 有 损失 更 甚 。 


* 这 个 癌 基 可 能 与 z 不 一 至， 若 局 中 人 站 涛 取 不 合 腿 的 第 临 ， 则 天 可 能 得 到 比 公 
式 444? 对 其 保证 前 还 要 窗 。 在 对 第 谷中 ， 我 们 眼 设 局 中 人 均 为 老手 。 
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正如 在 对 悍 理 论 中 那样 ， 我 们 可 以 从 单 侧 不 等 式 
max minmin max 
Жа. ХН Я TEx А (14) уе (15) 8 6. 
max min yAx=min уху? Ах) mary Ax 
х у y x 


= min max уАх. - (18) 
y x 


这 只 不 过 是 说 ， 若 局 中 人 多 能 保证 至 少 赢得 a， 而 局 中 人 人 Y 能 保证 内 
利 不 超过 8， 册 一定 有 as 如， 汉 : 诸 伊 曼 的 功绩 在 于 他 证 明了 a= 
H。 这 便 是 极 小 根 大 定 旭 ,该 定理 意味 着 ， 在 整个 式 (18) 中 ， SA 
都 是 应 该 成 立 的 ， 而 鞍点 狂 质 (17)》， 在 练习 8.4.6 中 ， 人 合击 此 而 
来 。 

这 里 ， 最 引 人 注 意 的 是 ， 在 证 明 中 ， 驴 用 了 和 线性 规划 中 完全 
相同 的 数学 方法 。 从 直观 土 讲 ， 这 交 乎 是 显而易见 的 ， 局 中 人 其 和 
YHE HE GAE, ЖАМАА ЫН "АЕ" x, 
20, Fami, y0, Ху HERA H KR, БЕВА ВАР 
是 ， 甚 至 von Neumann 本 人 也 未 立即 觉察 到 两 个 理论 是 一 致 的 . 
他 是 在 1928 年 证 蚜 了 极 小 极 大 定理 的 ， 线 性 规划 出 现 1947 年 之 
前 ,Gale， Kuhn 和 Tucker 于 1961 年 首先 发 表 了 对 侦 定 理 的 证 BH, 
而 这 项 证 明正 是 以 von Neumann 的 成 果 为 基础 的 ， 他 们 的 证 明 实 
奈 上 恰好 与 Dantzig 演 永 线性 规划 和 答 阵 对 策 的 等 效 眉 的 文章 出 现 
在 同一 着 中 所以， 我们 从 对 慢性 中 推导 概 小 极 大 定理 ， 乃 是 在 其 
E E RRM. 


概括 地 讲 ， 极 小 极 太 定理 可 证 骨 如 下 。 令 pb 一 人 1，…，1)? 为 由 
个 分 量 均 为 1 的 列 向 量 ,， С (т, e, ) 为 8 个 分 量 为 1 的 行 向 量 。 
让 我 们 来 研究 一 下 对 偶 线 性 规划 问题 

( P )mincx (D)max yb 
# ËF Ахт>Ь 条 件 y4<e 
x0, у20, 
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WRES Aane, RPMS AAEE, DA, TEk 
ШИН ЫЛ”, ЖЕТИШ АЛ G 6 m RDA a 。 这 不 
ФИЛЕ mg, Hiie a Мап maxfüiMaxmin 
BAPER Me. АЛДЕНУ ЕЙ CRT His НА), у= 
一 0 yA Тр A E e, ARIA GO AX, jh 原 问 题 的 
PETF Jej hi, 

项 在 ， 出 线性 规划 的 对 侦 定理 可 知 ， 在 在 有 向 量 x* 各 y*， 它 们 
AOE Eext == у? Úi Thief НИП, ВФУ x" = Ху". 
ЖҮК АПЫЗ 0, MRA О, Б I, ЖЖ 
混合 策 格 x*/8 和 Y"/8 {ЕЖЕ И PERR. HAER 其 它 混合 策 
Hex y 30, Axt bR БАЯ yAx*2>yb=1, Hy* A= Яу" 
Ах=ссх== 1[ М. ix yk ЕЗД M Aey Ax SAt, ІЛ 
ТЛ ЗА g, ХМ, Мин ДХ 胜 对 方 策 略 y*/ 的 配 
item, ARAY RTA ERS", @ 的 损失 不 会 小 二 170 。 
朵 此 ， 这 万 是 可 选取 的 策 团 ， 直 Minmaxz 一 Maxmit 一 1 0 ， 

我 们 完成 了 对 策 论 的 计 解 。 全 是， 我们 却 尚 未 回答 这 样 一 个 最 
自然 的 问题 ， 共 通常 的 意 闵 上 讲 ， 行 么 对 策 直 正 等 价 于 我 们 所 讲 的 

"ERER IE” Mr 象棋 ， 拆 牌 、 扑 更 之 类 的 游戏 是 否 在 汉 “' 诺 供 曼 
的 理论 范畴 之 由。 

ERRAK, SETE TIE, Нин. BE AFR 
策略 下 仅仅 是 由 开始 走 子 构成 ， 它 应 包括 对 蝇 广 的 第 一 步 ， 然 后 对 
其 第 二 步 如 何人 生 出 反应 的 染 策 ， 划 此 等 等 ， 一 直到 一 盘 械 结束 。 每 
PR EASGE, AXTA AA A ai H 6, F 
%} 7718 maane, AH, н аА ЗР. h REA 
RETETA., RWAN ERREZE, эу ШУГАН ЕЗ 
TRARRE ( w B MT, ЗОВОО REKAN 
HAT. 

HARTE., ЖЫҢЫ: ШЖ hy etA ИА, ШЫП, AAH 
ЖЛ ШТ АШАРИ. А, BERA O EERE R L im 
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А, mU EKIPE PR E RAR 对 策 的 某 些 
HARRA TOEI REA. 

ми, ОЈ "КЦ E ED ER ЖОЮ Br at x 
PE), BARRARE EA. GERRA Ed Thorp 
38. 索 普 ) 发 现 并 发 表 了 基 种 制胜 的 策略 -一 迫使 Thorp ЖЕ Las 
Vegas《【 拉 斯 维 格 斯 ) 政变 闪 则 一 一 对 ， 他 的 方法 完全 取决 于 对 已 
经 会 开 的 牌 的 跟踪 。 侦 然 性 的 要 崇 在 这 时 是 没有 的 。 因 此 ， 不 存 
在 混 仓 策略 x"， 

还 有 如 下 所 述 的 记 请 犯人 的 两 种 抉择 问题 . 丙 个 同 案犯 被 捕 , 控 
在 他 们 每 人 面前 的 都 有 两 称 抉 择 ， 他 芳 坦 白 交 待 音 行 ， 由 将 获释 ， 
但 条 件 是 其 同居 拒 不 交待 ， 并 证 判处 10 年 徙 刑 。 如 果 两 个 均 坦 册 交 
待 ， 则 他 们 将 分 别 被 淹 处 6 ETE, (Пе БИИ ЖИН е, M 
А, BIZAS A EEA AAEREN TIREE, ХЕ 
КИЕТ, ЖА 志和 白 变 待 的 感 望 很 强 殖 ， 们 如果 他 们 互相 依 
赖 ， 坚 不 此 实 ， 则 其 困 志 多 少 会 有 所 减轻 。 此 对 策 只 有 非 零 和 ， W 
ЖЕЛЕ ЗИ, 

普通 对 策 ， 同 时 也 是 矩阵 对 镇 的 最 好 例子 要 算是 攻克 游 观 了 ， 
这 亚 虐 茂 声势 乃 是 高 明 牌 技 的 一 个 精彩 环 昔 ， 并 且 为 了 效果 更 好 ， 
这 种 串 张 声势 必须 是 不 可 预测 的 。 这 就 是 说 ， 虚 张 声 势 的 决策 应 该 
是 随机 做 出 的 这 里 我 们 接受 对 策 论 昌 车 本 的 假设 ~ -对 方 是 一 个 
老手 ) ， 香 则 ， 对 方 就 会 发 现 规律 ， 并 从 而 得 胜 。 虚 张 声势 成 功 和 
失败 的 几率 将 取决 于 已 经 公开 的 牌 与 嵌 注 的 太 小 ， 已 经 下 过 的 以 及 
将 要 下 的 。 实 味 上 ， 方 案 的 数目 又 站 多 划算 乎 寻常 的 地 步 ， 使 得 寻 
找 最 优 策 略 <* 是 一 件 完全 址 现实 的 事情 。 热 而 ， 了 扑克 游戏 的 离 明 牌 
PABERRAHA INET "的 策略 。 此 策略 在 大 大 简化 对 策 的 条 
г. ЖИҢЕЛ Ж). 

МИНАХ НЫ INER БИЖ, ТУШ ЖОШО. ЖЕ 
АТАС ИЛ, XRRR AA КАЕ 156, 或 是 后 

ата RE E 
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ЖЛЕ 2 ж. X HHHRHE, ШҮК # n eA IK a А FEBS 1 36 
ШЕЕ, 5 Аара о TARE, JRR AXE AES H. 在 这 种 
EWT, RAB ERITA A КЁ НУ 3 ú. 

= {кх ЖЫ АР, AEn “ЮЕ” ЕВА EW 
易 见 的 ,但 是 写 出 这 些 纯 策 略 ， 芭 是 频 为 有 益 的 。Y 只 有 两 种 可 能 
性 ， 因 为 它 只 是 对 XX 的 动作 做 出 反应 ， 

1)#X FER2E, ШУКТА, 

2 ) 若 X 下 赌注 ， 则 Y 响 序 上 其 试 画 赢得 3 元 ， 

XHP RR, FEA, AEDI, 
ІРКЕ 2 yú, TIE ИИЙ ТАЗЫ, 
ЖЕ F, ЗЛИТЕ ( 盛 张 声势 ), 

3 ) 不 论 在 哪 种 情 襄 下 ， 沟 放 牌 认输 1 元 ， 

а) SK, WAI, fr. RE. 

需 础 心计 算 支 付 和 矩阵 ， 

811 王 0 ， 因 为 下 在 半数 情况 下 得 7， 输 1 元 BKE (ҮШ 

АВ). 
aa = 1, АХВ m ЕИЗ 元 【尽管 X 手 

Ф, {НҮ{Л ) 。 
a= 1, АЖХТЯЕ, ТУСНА OES ys h jim y. 
ass=0, KAXAK, зт. AJ, W3 元 ( 虚 张 声势 类 

Жк), 

采用 第 三 种 策略 ， 总 要 输 1! 元 ， 第 四 种 策略 也 是 处 成 功 的 .结果 妥 


将 为 
Е 1—1 °] 
A= - 
1 0—1—2 
{ЕРА ДЫН, Н АХ) Ж ЖЕЛДЕ ДЕРЕ Т 进 张 声势 ， 
x*= (1/2, 1/2, 0, 0) ,了 而 处 于 被 动 地 位 的 局 中 人 Y 了 必须 选择 y* = 
QA/2，1/2 ) 。 对 策 之 值 等 于 5 ЖЮ. 
以 教授 读者 如 何 进行 简化 方案 的 丰 克 对 策 ， 这 是 缚 束 本 书 的 一 
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Rp ar УУРДА, EEP АЛЫУ АЛЕКЕ ШЛУ ДАШЫ EZ nT t: 
BE- rA aN 
练习 8.5.8 R Hi 


> 
[| 
— 
© 
ке 
шч © с 
— 


min max Суу (2 yo) 
yg x, 2 D. 


yuta sl 2 4-5, =1, 
А (1810р — АЕ, БЕУ, TERAP 
L рм 让 7 
85 2]8,5.11 ШИРА, кб =(1/2, 1⁄2, 0, 0) Al 
y"=(1⁄2, AA EHR is. ЫИ, H3Y0riyaX"#iy* АХ ДЫШ 
И 


38.0.12 erdi, A RETETE Sh АС PH РА 77 RK JE 
Bm PVS ER. Алы, A TEN u PARK ES E ЧН ЇЙ. 
Ж, i RA a ЛЕГАЛНЕ УОК, Д ГЕ DE 
ШЭРТ, НЫНЕ НЕ, ES A SRE i E u 
让 可 能 出 现 的 结业 ， 

28.5.13 НКЛ 24 
лс. ЛИТЛ ВА ЗК 1 Ял, WE; 


ж г 
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附 录 A 
REEK, EENAA M 


ВАА -- тха, хде Ги рн, H EER" Ят, Ах 
在 R" Н, Вх АХ НАЖ У — T ЕК" ЈА" у, Wi 
ИЖ ДЕШ ИЕ ШИТ БЕКЕН АО НОВЕ. 对 任 {рх у. 
以 及 尾 何 纯 量 b 和 lc， 

A(bx+cy)=b(Ax) + (Ay) (1) 
一 个 具有 狂 质 { 1) 的 变换 称 汐 是 线性 的 ， 于 是 每 个 矩阵 和 4 寻 出 一 个 
线性 变换 ， 

在 这 个 附录 中 我 们 的 目标 是 研究 线性 变异 的 其 它 例子 以 及 试图 
问 时 解释 所 有 这 祥 的 变换 。 这 个 日 标 是 研究 线性 代数 的 一 种 盐 本 泛 
径 ， 从 如 5 17 这 样 的 一 个 性 质 出 发 ， 演 化 出 它 的 种 种 牙 论 ， 这 当然 
EEP PERRERA ADE, AEREE T TAR МЕ 
开始 。 但 是 现在 是 到 了 超出 联 立 线性 方程 组 4x= 一 pb， 以 及 它们 的 系 
数 定 阵 这 个 范 国 而 去 寻求 线性 变换 其 他 例子 的 时 候 了 。 

М, 我们 要 记 住 确实 在 在 与 R'，C* 不 同 的 向 时空 间 。 一 个 向 
填空 间 所 要 求 的 全 部 东西 就 是 某 种 适当 的 产生 组 合 bx 十 cy 的 方法 ， 
它 确 保 每 个 这 样 的 组 合 仍 在 这 个 空间 之 中 ， 

例 1 SPERA KESAEN р=а tatt tat H 
空间 。 这 些 儿 项 式 是 “向 量 ”， 而 两 个 这 样 的 测量 之 和 当然 也 在 P， 
让 。 特 殊 的 多 项 式 pm 一 1, руї, *, p= 提供 了 这 个 空间 的 
一 组 基 ， 从 而 它 的 维 数 是 # 十 1 。 

例 2 给 定 一 个 常 系数 n 阶 线性 微分 方程 


d'u d'u — А 
— te агі + +e, = 0 (2) 
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БЕДЕ и) 构 成 一 个 册 基 空间 3S。 对 任何 两 个 解 & 和 o, ЖЕ ШЇ 
保证 加 十 cz 世 是 一 个 解 ， 换 年 话 说 ， 般 可 以 翰 在 一 起 和 用 а 
ЯЕ. KeA ДЕШН ЦЕ н = е! 或 者 如 Ж 4 是 特征 方程 的 二 
重 根 还 有 te 为 ， 赫 是 三 重要 还 有 te 等 等 。 一 共有 个 这 种 特 萄 类 
Went, 它们 构成 所 有 解 的 空间 的 一 组 基 *。 

з 令 H 是 第 143 页 上 所 描述 的 希 尔 怕 特 空间 , 它 包 会 所 A 
u=, v, O ETER oR, 但 有 有 限 长 度 ; 

Jul 20,2 +0, 2+0 оо, 

E HR A A REHE Jü Pš BE BJ 因为 我 们 需要 无 27148 
EE Їн. 

用 这 里 列举 的 癌 量 空 让， 很 容易 解释 线性 变 换 的 想 法。 要 记 
IE. 本 质 的 性 质 是 线性 竹 ， 变 换 人 4 可 以 把 一 个 向 基 空 间 贞 入 任何 其 
他 的 向 量 空 间 【〔 或 者 它 本 身 ) ,但 是 它 必 须 满 足 A(bx 十 cy) =b( Ax) 
+e (Ау). . 

例 4 在 pn 次 冤 项 式 空间 上 ， 令 4 是 微分 算 子 : A=d/dt, 
HHR р, 

Ар= Ala tatt e tat) =а 2а enat" (3) 
我 们 可 以 把 4 想 成 是 了 ,到 较 小 的 空间 P._ 1 或 者 P. 到 P. 内 的 线性 变 
换 。 在 前 一 情形 中 变换 是 到 P,_ :上 的 ,P,-1 中 每 个 多 项 式 可 以 由 PP， 
中 一 个 适当 的 多 项 式 通过 微笑 而 得 出 。 在 后 一 情形 中 ， 这 并 非 总 是 
R, BAFER OPR PASAR (Et) E 决 不 REGA 
的 右 地 出 更 ， ПЕШКЕ “ЛЕ Ж” ETETA, 

#5 这 一 次 考虑 一 个 作用 在 P. :上 的 算 子 。 令 А EMIA 
T: 


Alas tait +a!) 


_ t° t" 
m muu asime (4) 


ОСОТ, SS 全然 是 一 个 4 纵向 是 空间 。 但 基 它 的 一 组 基 ， 甚 至 此 空间 
前 一 个 元 束 痢 是 很 难 求 出 的 。 
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这 定义 了 一 个 团 P_ :到 较 大 空间 已 ,的 一 个 变 痪 ， 而 且 它 是 线性 的 ， 
f (opli) + сабда! кас аш 


PUE TA EBP rh — BJ 5А, БИШЕ Ж] ДАИ БЕЙИ? 不 是 的 ， 
El — 18 Айу g ik ТУГ} 812. 

例 6 5S, 是 微分 方程 (2 ) 的 所 有 解 的 空间 。 设 x 是 R" 中 任意 向 
R, CHRE u: e= o 时 


a-i 
u(0)==2, ROET ne, ELG 


HRED, ТАЛОНУН ЕЕ, RP 的 x 与 5* 中 的 
昌之 河 的 这 种 对 应 是 这 两 个 空间 间 的 一 个 线 件 恋 换 ， 因为 一 个 线性 
方程 的 解 线 性 地 依 遍 茜 它 的 痊 值 。 这 个 变 响 是 典 上 上 的 且 是 1 一 1 
的 : 每 个 解 可 以 由 适当 的 始 人 而 得 出 ， 不 周 的 失信 必定 造 出 不 同 的 
解 来 。 芋 是 摘 述 这 个 变换 的 mx 让 隆 是 可 道 的 。 

йт ФАНИ» PEAR f, 

Av= ACUL, Da, =r, vs, те) 
жИН ав, RIESE- HRA ЖЕ 
ЩИ EEA. BABITA Aw, AAR TRE 
1 一 1 的 ,2 在 给 盘 中 不 出 更， 它 被 完全 移 掉 了 ， 有 从 谭 有 一 维 的 核 

Alvi, 0, 0, 0 С, 0). 

ТЕ Н, ВЕЕ ОЕ ЛАВЕ ЧК, те 
存在 的 话 ， 是 奖 不 可 能 被 忽 路 和 的。 无 论 如 何 ; Ç E — 4-3 А 
б ШЕРЕП”. MECH ЖАШ ТТЕП БИШЕ КОЖ. ОР. 
ERARE B i RS HEIE ФЕ SQ FE Eh ГЕ Н Е 
ЖФК, ТАККАН ОВР НУ з Тари ЕВО Б, ЕА 
ТЕЕ АУ. 

ТЕНГИ Бо, о,, се, ‚ ВИТ Hw, w, 
e, wao АЗУУНУ ИИИ {ҮЕ ЕЛЕ fh Ан Ат x n р AER. 

C WERA TEHER ЕР 
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АЕ а ЖНА Е о БОКЕ, ПВО Нуи 
EHRE, 


Ao; = > алм, ]=1, „>, # 


换 名 话说， 这 个 短 阵 的 第 了 列 由 考察 这 个 变换 如 何 作 且 在 基 园 
Нож, 

He ШАВЬ, UBALDI, t t, + 作为 一 
组 基 ， 5; 和 wj 取 为 ~-.。 为 了 计算 短 阵 [A)， 我 们 来 观察 4 怎样 作 
用 在 vj; Е; 


pe ; 
доу | ttdt= Wi 


EERS E, ERER 元 Kase ARV Ar Rn =4, 
WA т=з, Нох 


оо о O 
1 0 0 0 
A= 9 + 0 0 
0 0 3 0 
ооо + 


候 定 我 们 要 和 分 (tb 一 2 十 8 ， 则 我 们 把 Y RRA 
t+ Bt = 0c +20, HOr; +80, 


ЖАЯ ХВ 
0 0 1 
2 | о | 
А 0 1 НЕЕ 
Ledio] 
2. . 
例 9 ТУРЕ ‚ AFPA BUNI EM Paio 到 相同 的 


ZE, AEV ЕЛА 
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Ао 081080) 0—0) 

于 是 LA) 的 第 /个 列 仍 然 只 有 一 个 非 零 元 素 ， 它 等 于 j 一 1 并 出 现在 

第 i 一 j 一 1 行 上 ,`4 x 5 的 情形 是 
0 1 O 
0 0 2 
0 0 0 
| оо о O 
注 记 ВИЕНА RENEA. РАНЕН 
分 将 得 出 原来 的 函数 ， WAEREA AE АЛОИ. ЕЖ 
排列 的 两 个 矩阵 的 霖 积 是 一 个 4 x 4 单位 宅 阵 ， 但 是 一 个 长 方形 矩 
阵 不 可 能 有 双边 道 虐 阵 。 丽 且 事 实 上 另 一 个 次 序 的 染 积 不 是 单位 虐 

Ek, 


0 
0 
3 


t о © с 


ооо 0 O 

, отоо O 
(A)g2(A)mg2=| 0 0 1 0 0 
9 0 0 1 0 

0 0 о 0 1 


在 左上 角 的 零 元 素 对 应 着 下 列 事实 : 从 一 个 常 值 函数 出 发 ， иян 
FSI Z, 

例 10 表示 在 希 尔 伯 特 空间 上 左 移 位 的 抵 阵 是 卷 限 大 的 ， THE: 
此 外 它 没 有 什么 特别 的 ， 


„> 
і 
б.о о о © 
. о O Oʻ. 
- «<< © о O 
= © юк © © 
. 
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з | 0з 
HCA) = 
Us | =, 
| +] 


剩 下 的 事情 是 证 明 我 们 构造 这 个 矩阵 的 一 般 法 则 《5 》， 并 证 
中 (AJ 包含 了 它 所 表示 的 线性 变换 的 全 部 信息 。 换 和 句 话 说， 知道 了 
V 和 W 所 选取 的 基 ， 伏 且 知 道 了 ( 友 ] 我 们 将 能 够 重新 构造 出 丰 在 空 


疝 Y 的 任 一 向 晶 o 一 D ху, EREN. 
1 


如 果 向 量 * 给 出 co 用 基 v,，-…，v, 来 表 孙 的 系数 , 则 向 量 y 二 (A) 
xX 给 出 Av 用 wi， ，W: 表 示 的 系数 。 于 是 在 任何 VW 上 的 作用 用 算 
ЕЕ Н, 


Ао= > yaw, = > G, X Wi (6) 


isi 


ARMED H, RIAIR TAN RHEE ЖИЕ du = уо; 
Av=4( > sw )= > x; Au; 


MERAC ) 代 入 4pji， 我 们 证 明了 公式 (6 )。 给 出 4 在 一 组 基 中 
每 个 元 素 上 的 作用 ， 线 性 性 就 足以 确定 4 在 此 空间 的 其 它 每 个 元 品 
EHEH. 
关于 线性 变换 与 窍 阵 的 关系 还 有 一 点 。 如 果 刀 和 8 基线 性 变换 ,， 
例如 也 Y 到 多 和 由 克 到 Z， 则 它们 的 积 BA4 是 由 Y 到 Z 的 一 个 变换 ， 它 
由 VV 中 的 sy 开始 ， 经 过 玉 中 的 Av， 最 后 以 Z 中 的 BAv 一 BLAvV) 结 束 。 
最 后 这 个 方程 很 像 13 页 中 的 法 则 (7 )， 它 是 矩阵 乘 蕉 的 基础 。 于 是 
JEPE RE IERE EARE T ВЕЧНОЕ Н. 
ПЕ КЕ (АЛЕП (В) EVH (ор, Wiw) 和 2 的 基 {zj F 
卖 示 线性 变换 4 和 B， 则 这 两 个 拓 阵 的 臣 积 表示 了 复合 变换 BA: 
{ВА)=(В8)(4) (т) 
ДІР 


ДОРА ИЙИК LADE КУ s 它 看 
СК, TEA REER (х) =B = х, ЖИА 
ЖЕЛАВА ДУ хаж Ж, RRENEAN, BAGH RE, 

综 习 A.1 来 一 个 3X jun, Ж ЖЕЛЧЕР.И АР, (Д К 多项式 
RAZTEA ) ñ ddt, 

练习 A.2 Потр is, БЕШ ЯР z АЛТ E B A P bA l 
WEP. AIEE, П Е ЗЕ. ји хир 
是 不 可 能 的 。 | . 

练习 和 .3 RV=W= 2 хоор. 它 的 大 是 М 


к=з 1 O 0 1 
` p. = = ， DÚ, = w, = › 
оока о о коа ° o F. 
w. 0 0 о 0]: 
LaF ы 了 15W = 
73 1 O * 0 1 


ЗЕ ТЕНЕЙ О ТОРЕ КОННЫЕ ША, 用 法 则 (5 R 4 x 4 
HELAN HALA =F? 


练习 A.4 在 第 二 章 的 末尾 ， 我 们 讨论 了 用 图 定 的 抵 a[i o] 


ЖЫШ ESE hj nik. RR RY ЫА 换 的 4 > x 4 
ЖЕ. C - 

练习 A .5 设 微分 方程 (2 MEd u/i, RE m, а 
ENARE HS. 

B34. хури Е, ЭАК ЕЕЕ УТ ЖР 
їр... 而 变换 B 把 每 个 向 量 映 为 它 关 于 原点 的 对 称 点 。 使 用 标准 
Же, е, REPERA), (BIRGA ЖФ ЧЕ E 
应 用 A 将 应 用 B 的 作用 


基 变 换 


DEui, зе, оа, ө, W RRAS ARAN Т A, ТА. 
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per aaj to ia A ЛАН as. 


>= D> з= D ули (8) 


Ea 
1 


Z WR Ж ЖИ [НН Я 关系 呢 ? 


RRAZ TRR o= D suwa WR Eu, 


1m į 
КОСЕ is uBR T 397 KES 9р. 
ы 
x (92 


МЫСКА ОВА Xs = Хули. ШОВ HJ 
КОБОЕ НАЈ, 


A л " 
~ < 
> X D = > > КУЛАЛЫ: КЕ 
ута i=1 imi 
E s 
У з= д, У зит 
i=1 ғаз jmi 


盐 挛 虱 也 用 基 种 方式 涉及 矩阵 理论 ， 这 是 一 种 相当 精巧 但 又 绝 
对 龙 基 本 的 方法 《( 它 也 常常 被 说 成 是 变量 替换 ， 从 数学 上 看 实际 上 
是 一 回 事 ) 。 假 定 RE “Шен ан 

А, WHER Н, +, 1 ИП 
ААН = Saw EEC) ЖН TDS OSEEBECA hee ЖЛЕ 
我 们 要 问 ， 对 于 同一 个 线性 变换 A 六， 如 业 我 们 对 这 个 空 阐 ,人 世 就 是 
Bi, WV nw, ER Н 60, +, o ТЕВЕ ЛЕНО е 29 
二 次 出入 的 这 个 新 8 кё М, 我 们 令 5 是 措 违 让 变换 的 M, WEET 
Ж, u= FSW, _ 

Чр), "ЕЕЕ Мо; PARA S, RAR T AEW, i 
Du PEA) Л ТЁК 
(A),=S (A), S (10) 
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Їх нуи, ЕЛВЕ Н КЕРЕ У НИЛУ Е, 

ШЕЖЕ о = Уху, Ц, SAER Fw Н ДЖ. TE 
[4JsSx 给 由 4o 关 于 ww 的 系数 ,而 且 最 终 STHA S 给 出 Ао TE 
KEJA v 的 系数 。 因 为 这 恰恰 是 确定 (A4), 芍 性 质 ， 因 由 10) 式 的 两 
这 一 定 相 等 。 

例 11 WA AEA FEE, CHRI, EACK 于 45° 
RRRA, x), 关于 标准 基 Ww ,一 (1， 0), w, = (0 , 1), #H 
FERRERI. HA Aw waw, ТШ B qaw Bh w) CHI 


WEE EI 
Ü 1 
а | O ] 


oE {ИРИДЕ F, Жї AE 直线 ， 
v=(1, 1), HP — Mot, о,=(—1, 1), Що RA 
м0, 0 9—37 EW, 


| 1 一 1 | 
& = 
1 1 
关于 这 组 新 其， 变换 克 合 实 上 简化 了 。 因 为 v1 在 45" 直线 上 ， 
它 是 它 本 盖 的 镑 象 ， 从 再 Au 一 ww ， 另 一 个 基 疝 量 w 一 (一 1 ，1》 


ШВ Ж, Ао =—0., Р 


1 0 
| 0—1 | 


ХАЙ БАА, Ву оз, әз А УЙЫНЕ, хр 
HARRE “HERE” 5 Е, Brin e ЖИН. ті 
Ах} ЛИЕ. А={А)р=571( Аў}$ 

ЖАЛТ По. AvE, WBA 1 о, 的 直线 上 的 射 
M, ЖЕ С 4), 是 什么 9 这 个 《或 任何 其 他 的 ) КЁ ЯШЕ 的 特征 值 臣 
什么 ? 

练习 A.8 ЖЕЕ, EERE о (1,3), 和 应 特 
征 信 为 4 以 及 vs 一 (2 ，0), 相 应 特征 值 为 0 。 
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附录 日 
Jordan 标 准 形 


ЛЁ А, ВИМ, IIM AMR n REMi E 于 
对 角 的 。 在 最 简单 的 情形 中 ， 有 A 有 一 个 完全 的 特征 向 基 组 , 诅 且 它 
TIRA M АЧ --- ТЕ A RBD MA 5 . 它 的 Jordan 形 J 一 M 1AM 
=A, EREHE. x 1 ЮЛ ABR. АШ АИЛЕ E bs së ЗА 
划 。 在 更 一 般 ， 更 困难 的 情形 中 ， 某 些 特 征 向 量 丢失 了 欠 弄 对 季 化 
芷 不 可 能 的 。 现 在 我 们 贾 谈 及 这 种 情况 。 

我 们 复述 一 下 这 个 要 证 明 的 定理 . 

5S HR EBE S 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 则 它 神 似 于 一 个 
Хогдап т ВЕ 


1, 
мам `. | 
Js 


À; 1 
` `x. 
7, = `` ДА 
`. 1 
`. À, 


这 样 的 fordan 形 柴 阵 的 例子 是 


其 中 抉 


8 тоо 0 

Q 8 о O Q 

j= 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 

_ ò 0 0 9 0 
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fe S ` 
Lo в En 
= Q 1 -f f, 
| 0 0 | J; 
А 
二 重 特征 值 = 8 H N — jk EaR, CaA АА p; y ар e, = 
(1, 0, 0, 0 о, о)", ЖИА свян Лал ве 
ЯЧА A = оТ ез пе, ПА РУТ АЈогаап 7, 和 和 
Ja, 
AMET: MEAE —1°5 x 5 EE, EARTE 
它 的 Jordan 标 准 形 与 了 相同 ? 何 时 存在 一 个 M АМ! АМ = J]? 
作 光 第 一 步 的 要 求 ， 人 性 何 相 似 和 矩阵 及 必须 以 有 同样 的 特征 上 信 8， 
8, 0, 0, 0, 但 这 远 不 是 充分 的 一 -只有 这 些 特 征 佳 的 对 人 十 
ШИ Am. Xt Жа 
为 回答 这 个 问题 ， 我 们 把 关系 式 M7 AM= 了 改写 为 一 种 较 Ni 
ЖАМ амл, 


| 
) 


| 8 1 
| 0 8 
Ах == (81507705) 01 
о 0 
0 
ЕКЕ ЕҢ 
Ах, =8х, 及 Ах,==8х,-ЕХ, (1) 
Ax; = 055 Ë Ах,з=0Х,--273 Axs=0xs (2) 


Bae PI RATA DRIE LO 7 В С ЖОЕ 
Жыш. AARE А = 8 , Ж {ТМ A, ЮЙ ЕДИР 
5 А11 — 0, Ax =, НАИ, aa Ssg, fE T: 
MOA УПНН, A% SAX 0. Д, 必 宝 还 有 两 个 特殊 
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АЕР, “УЗБЕГ” хх, 。 我 们 将 xz: 视 为 属于 一 个 闫 Ж 
链 ， 它 由 2 打头 而 且 由 方程 (1) 所 描 兴 。 事 实 上 ，2 是 这 个 链 中 侈 
有 的 另 一 个 向 量 , 而 尼 对 应 的 所 站 古 二 阶 的 ,方程 C2) 描述 了 两 个 不 
加 的 链 , 在 其 中 一 个 中 x 限 在 xs 的 后 面 ,而 在 昼 一 个 中 只 有 x。 一 个 ; 
抉 Jz 和 Js 分 别 是 2 x 2 和 1 х1, 

寻求 4 的 Jordan 标 准 形 问 题 变 或 为 寻求 以 特征 向 量 汶 首 的 这 些 


向 量 链 的 问题 ， 对 每 个 i ， „Л 
ФАХ, = х, BRASSA tA (3) 


Пуле УМ ЈУ], Тї Н ТӨНЕН ЗАВЬ ЈА Е, 
我 们 必须 证 肌 对 每 个 十 阵 4 ， 这 些 链 可 以 怎样 被 车 出 来 。 于 是 著 这 
些 链 满足 特定 的 方程 (1 ) 和 (2 )， 则 了 将 是 4 的 Jordan 标 准 形 ， 
我 认为 发 表 在 莫斯科 大 学 学 报 第 26 卷 上 的 Filippov 的 想法 使 得 
这 种 构造 法 忌 可 能 地 清楚 又 简单 了 。 它 使 用 数学 妇 纳 法 ， 由 如 下 事 
实 开 始 ， 每 个 1 x 1 和 矩 阵 也 是 它 的 Jordan 标 准 形 了 。 我 们 可 虚假 设 
这 个 绪 构 对 于 阶 数 小 于 ”的 所 有 年 阵 己 建立 起 来 -一 这 就 是 “归纳 
租 设 ”一 一 然后 解释 对 于 # КҮШ ПУД ТЕЕ, RREN АШ 
一 般 的 说 明 与 对 于 了 的 特殊 的 涪 明 结合 起 来 ， 于 是 我 们 从 一 开始 就 
设想 它们 共有 五 个 相同 的 特征 值 。 
在 Filippor 的 算法 中 有 三 个 步 缀 
步 又 1 因为 特征 信之 一 是 4 = 0, НА ЖМ, MEE 
的 列 空间 有 维 数 7 < 之 n。 只 看 这 个 较 小 的 空间 ， 归 纳 假 设 保证 了 
Jordan 形 的 存在 -一 -站 列 空 间 中 一 定 序 在 ?个 无 关 的 向 量 w; 使 得 
НЛ ДУ? к= Дуу, ну Ур Азуу, == Алу, tW (4) 
ERT 4 一 了 中 ， 秩 是 上 = 一 3 ， 而 且 列 空间 是 Her, e, 和 es 张 
成 ， 它 们 将 作为 向 量 w:， 得 出 
JWwi=3V ү, Луз =3W, HW, Jiwa = 0, ， (5) 
PR АЙТА Гр, А, Н 的 每 
АЧА А МАУ А = 0 ПОЕТА, TEEPE ( ub p 
个 链 ， EIAN, Н АНИ БОХ Е, E 
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一 


在 这 些 链 的 末端 。 这 样 p 个 沿 基 市 的 每 一 个 都 在 列 向 量 中 ， 记 以 
每 一 个 都 是 人 的 列 的 一 个 组 合 ， ТАМУ, W= АУ, 

在 4 = 了 的 岗子 中 ， 核 包含 es Mes Ура 8) 2025 єз 张 
Ж: TEP = 1 ， 在 方程 (5 ) 中 有 有 一 个 对 应 4 二 0 的 键 ， es 位 于 这 
个 链 的 末尾 《也 是 位 于 开始 ) ， 而 且 es 一 Je ， 平 是 了 一 ed。 

步 又 3 А дт н r, PHE HIZMA p Е 
子 空间 无 英 ， 它 必定 包含 BB 一? 一 了 个 附 导 的 基 向 量 吉 它们 位 于 此 
变 之 外 。 在 例子 由 畴 一 上 一 B 一 5 一 3 一 1 一 1， 而 且 化 零 问 量 
z 一 上 与 列 空间 无 闫 ， 它 将 是 产生 1 x 1 Huy ,=( 0 X63048 >, 

现在 我 们 把 这 些 步骤 让 在 一 起 给 出 Jordan 定 理 : 

r Piatu, рую — r — p Ма, ARER A 的 
JordanBk, Хор EL ЛЕ pb a Жї, ЕН Н МАР ЕН, WG E. 

M'AM Jordan PERE, | 

атаана AERA S ORX, ©, ”而 且 使 它们 
活 合 方程 (3 ) 的 条件 ， 屠 么 应 六 站 按 写 在 得 出 它 的 的 后 而 ， 
н уо пне ARMM S : B a 
组 成 一 个 链 ， 到 为 它 在 核 中 ， 所 以 相应 的 特征 值 是 零 。， 具 有 非 零 特 
征 值 的 抉 在 步 又 1 中 已 经 选 好 。 上 有 零 特征 值 的 岂 在 步 又 2 中 加 了 
一 行 一 列 ， 而 步骤 3 ЩІ Xx 1327 =( 0), 

剩 下 公有 要 司 的 究 情 就 是 证 明 所 有 Ww;，y; 和 zi; 的 集合 是 线性 无 
闫 的， 于 是 我 们 假定 它们 的 某 个 组 合 是 零 ， 


Seow, Eady S'g,z,= 0 (6) 
HARREI, aiw ДЕ (а) 
AW, 
zef 或 Е (т) 
Aw tH wai 


4 凡是 特殊 的 w,， 它 在 相应 于 4.= 0 的 链 的 末尾 ， 所 以 它们 在 第 一 
个 和 式 中 不 可 能 出 现 ， 因 为 (7 OARE Em ИН р, Шш 
凡是 线性 无 关 的 一 一 它们 在 列 空 间 中 给 由 jordan 标准 了 
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ита Ф, MEAC), IEAA Хоми – Уут, 
TRAA {ЕЗЕН Бот, В а ИИ ЗК АЕ ВЈ, Ba 为 军 。 
КЕ сәм = 0, ДАШУУ ЕЕ ПТ с,= 0, 

如 时 原来 的 各 不 是 厅 异 站 ， 这 三 个 步骤 将 用 于 4 = A—el (6 
把 c 选取 为 使 A 麻 异 即 可 ,从 而 它 可 以 是 4 的 任何 一 个 特征 值 ) 。 
ADRAR w, усе Ex AA А В) Jordan PR ЙЕ Ж 
MA M=J', WITA fYJordan pR ME JE "E JAAR TIEG RE ЖАҢ ELAY M Wi 
ту, 

МАМ = МАМЫ M lecM=J Бер] 
АЖЕ T BETA RFE jordan E ЕЈ ТОЗО НЕ 
列 次 序 以 外 ， 它 相似 于 玲 一 一 个 这 拌 的 」 ， AE 一 的 Jordan 标 
淮 形 。 于 是 所 有 让 阵 的 集合 被 分 解 若 于 子 集 ， 它 们 有 如 下 性 质 ， 在 
Б Я ИЖ 1АЙ ordan E, 而 且 它 们 被 此 出 相 
似 变 换 联 系 着 ， 但 是 在 不 辐 子 集中 的 两 个 算 阵 都 不 相似 。 我 们 以 此 
ЛЖИ AB, 


Ф] J 1 2 
a| o А | 
0 0 0 


它 有 三 重 特征 值 4=0 。 这 是 267 ЕМНЕ. HE r = 2 EB rr 
ФЕ Пыр ВЕ, Еа Нн П г-у w, HARHA SA 
是 :一致 的 ， 


或 者 Av == 0 П.А: <= 0Ww, +w, 
о А е Р RAZA, HE E gw КЛЕ, TE E 2 dp = 
1, JL y t РИЈА, 


2 0 
0 i 
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с”. А т БЕТНИ 
ТАКТ. р. waly 3p FEM. 


1 2 O 0 1 0 
ч-[ 0 1 0 |a мам | 07 0 ! |- 

0 0 1 0 0 O 
对 于 duy/ dt 一 Au 的 应 用 ПЕЛЕ TE, RETLA AR AAN f 
这 个 问题 。 这 种 分 离 只 有 当 存 在 一 个 完全 的 特 低 癌 最 系 对 才 是 完 
的 。 ЖА и 一 s。 在 当前 情形 中 最 好 的 变 旦 规 换 是 芷 王 Mu。 这 就 产 
生 一 个 新 的 方程 Midv/dt 一 AMu， 或 dw/dt=Ju, CORREN {8 
单 了 。 在 每 个 Jordan 据 中， кини ЕЛ EEE RA 起 
Ж. ELERT, HES DIR, : 

0.1 0? da/dt=b a=ay-b, spel $: 


Ба оо 1 ЕСЕ b,+e,t 
' 0 0 0 dé/dt=0 . c= с 


”这 个 方程 组 出 最 后 一 个 方程 组 开始 向 上 分解， 而 且 每 一 步 引 入 
t АЕ 《一 个 1 хт Ара НТ ) ,在 这 个 合 对 及 


较 旱 的 5 x 5 的 情 子 中 ，>y 的 指数 函数 是 和 
e test o 0 O 

1 t !#'/2 А É е 0 0 Q | 

=Í o 1 t ЕС 0 0 1 £ O | 

0 0 1 : К 0 0 1 ”| 
0 0 0 0 1 


ETHE Ша, відс HRA k PE h ТЕ 5 СЭНС ЕЧ 85, 
丽 在 第 二 个 例子 中 ， 你 可 以 验证 day7dz 一 4x 的 全 部 五 个 “ 特 解 " 
其 中 的 三 个 是 纯 指 数 函数 gw 一 ettz，as 一 ext 和 ps 一 etxs ， 它 们 
和 以 前 一 祥 答 是 由 全 的 三 个 特征 向 时 RAR. MEERTEN MEE 
Bm. 

аа еч +x) Жи. вае" (хь) (8) 
du/dt== АНТЕ ДЕЛ bc n io сунь, WES z = 0138 б 
u, 的 组 合 仍 是 


-20 > 


U =C Hu, T+: Te, йн, MCR С= М Ha 
这 仅仅 意味 着 и = Мемти, ТОЛЕ 3 НД Asers u 中 的 s 和 
ABEM A J RE. 
练习 6.1 ЖН. ÆT Ax i =8x i, ахь = 8x t x, H A) 
让 的 特 解 zz 满足 caiiz 一 4u 
#3JB.2 ХЕЖЖЕВ В, мем ЖТР И р е", 
并 把 它 与 项 级 数 了 十 Bf 十 (BH /21)-+ e Ae, 
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练习 题 答案 

第 一 过 

1.2.1 “=3, v=1, Ww 二 0 ， 主 元 素 为 2，1,， 一 5。 

1,2,2 uu=1, v=2, w=3, z=4, 

1.2,3 换 为 十 1 ， 消 去 法 就 不 能 进行 ， 

1.2.4 消去 时 乘 上 去 的 数 ， 第 一 个 为 1 二 c/a， 第 二 个 为 4 一 
Ib, 

1.2.5 每 交 费 1 元 计算 机 给 做 3,600,000 次 运算 。 因 而 交 费 1 
元 理论 上 可 和解 一 个 有 一 10,800,000273 一 221 元 的 方程 组 2 ЮНИ] 
1000, n 增 到 10 信 ，。 

1.2.6 第 二 项 be 十 ad 等 于 (fa 二 bfce 十 二 一 ac 一 bd 

1.2.7 =i, U=3, w=2., 


17 
1.3.1 та 4 | 


17 
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1.3.3 EMANI ARN umo, w 
天 来 一 Bugt loy | ‚8 | 
9 * 


v= ugt „Әса, 


| p "H 2) 
ШШ j J-af , | a t al: j°: 


m u = 2, 
1.3.4 平行 四 过 形 的 四 个 预 点 为 (2 ，1), (0 ，3), (2, 
4)8(0, 0), 
2 1 1 


1.3.5 za- 0 一 1 一 | FRENE I, 2 两 步 消 去 之 
0 3 2 
2 1 1 
1.3.6 ra=] 0-1-2 | TERNE L, 2, 3% 三 步 消 


1.3.7 EA=(0), 乘积 中 有 芭 个 元 素 ， 每 个 元 素 都 对 求 进行 
m kah, 


13 
з.ввл=|- 8 |. 
2 


1.3,9 及 BC 是 经 过 第 1 2 两 步 消去 之 后 所 得 结果 ， 


| 
[ee 


0 
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| 1 =] J 
Е = F = a 
| 1 =} 
1.3.12 成立; 不成立! 成立; 不成立， 
1.3.13 这 一 组 合 的 权 是 4 的 第 一 行 ， 


i O 2 
1.4.2 AS 
| 4 1 | 0 
o 


1 

3 
I 0 2 3 3 
0 1 O J 0 5 7 ] 
3 0 1 0 


0—1 


|6 A=L, U=, 


44 Ë БЕ ЯЕ 0 J. 7] 
c d с/а 1 0 (ad—tbce)/a lo 1 . 


м 
фм 
сл 
ч 
lI 
Ennis, | 
| 
i a 
_ © 
о © 
a 
(= 
II 
— 
t> 
“l. 
w 


0—Җ 1 
i—ẹ 0 
v=| o 1 | 
Q о 1 
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6 3 


"TEEN 


—4 -3 
1.4.6 这 是 因为 (150)*/3 与 (150)* 的 比 为 50， 
2 4 
a pE] 
3 3 


1.5.1 #=2, v=—3, w= 4, Ж. 三 两 行 交 换 ， 
1.5.2 消去 法 得 第 二 方程 0u 十 0o 一 b， Tab, AN A0 =b, 
持 该 方程 组 才 有 解 .。 


0 i 
1.5.3 -Í | s=: o- À » |, 
1 0 0 1 
v=| $ 
0 1 
1 0 0 
1.5.4 P-| ° 0 О}. 
9 1 0 


1.5.5 两 个 都 是 奇异 的 ， 第 一 个 无 解 ， 第 二 个 的 解 为 =” 
一 多 一 7?《 或 别 的 任何 数 》 
1.5.6 C''BA :, 
1.5.7 AISA, TETEE S cos и. 
—sinf cos) 
1.5.9 五 溢 4 的 作用 是 将 第 三 行 的 8 情 加 到 第 一 行 上 去 Ж 
Eps 55у — 8, ВЕ, 
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9—36 30 
1,5.11 А-а 192—180, 
30—180 180 
{.5.12 直接 消去 时 主 元 为 .001，1000; 列 选 主 元 消去 时 主 苑 
#1, —i, 
1.5.13 如 果 主 元 米 得 大 ， 那 么 在 消去 它 下 方 每 一 个 元 素 时 ， 
就 应 乘 上 一 个 比 1 小 的 数 。 3 x 3 MEER 
| + + 1 
4-| -+ 0 | 
+-— i 1 


就 是 一 个 满足 题 且 要 求 条 件 的 矩阵 ， 


И 
.1 . 


1.8.1 L=! , р= 1, U=L*, 


一 1 1 
1.6.2 2 x 2 矩阵 也 是 对 称 的 
ä—b*/a e—bc/a | 
e—bc/a їо? Ја 


1 一 1 
— 1 2—1 
1.6.3 A= —1 2—1 
— 1 2—1 
— 1 1 


1.6.4 数值 法 得 到 的 解 为 Ca: ， ив, из) = (я°/8, 0, =r 
8) 精 确 解 为 (1 0, —1). 
第 二 童 
2.1,1 以 整数 为 坐标 点 ， Е RERA E RLR 
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2.1.2 Ж, Ж, F, Æ, 是， 是 。 
2.1.3 Ax=0, Ay=0, ШШдА(сх-+йу)у=0; b= 0, WA 
ШК х = 9 ， 因 而 不 能 构成 子 空间 . 


2.2.1 Ë s "Í: same 
ñ 0 Ü 0 1 Ü 1 


2.2.2 Cw+Y+“Zz=1, x+ Y+ z=0. 
1! 0 0 I 2 0 1 
2.2.3 w| 0 1 0 ] 0 1 1 0 |. 
1 0 1 0 о о 0 
U 的 前 两 列 有 主 元 ， 凡 而 了 = 2 。 另 外 两 个 变量 多 和 ?是 自 出 
的 。 通 解 是 
2% — у г 2 一 1 
一 w | — 1 | 0 
x= w 三 | + y oF 
. y L 0 | 1 
2.2.4 SSC FEB S Ka (ЕЛДЕ), Eu, w 和 和 
УЖА НАЈ, REI, ШЕ (u, —4w, w, У), b=ü0 
针 ， 方 程 组 具 在 b: 一 2p: 一 0 时 可 解 ， 那 时 


u 1 0` е у 0 

{ 
b, — 4 б — 4 0 b 
x=! °” = +w +y + | 
w 0 1 0 0 | 
у, 0 0 I ‚0 1 


2.2.5 ий ИЖЇй, оН, r=, хо [2]. 
一 般 地 ， 该 方程 组 有 解 的 条 忻 为 b: 一 0 Р,=4Ь,, б,= 0, Жу 
х= [7 ]+['©]. 
2.2.6 消去 法 得 让 十 20 十 2wW 一 1 ，w 二 2 ， 轩 而 oc 是 自 出 的 
н —20— 3 — 2 — š 
{е {Ме} 
w 2 0 2 
,427 ， 


2.2.7 第 三 个 方程 民 求 0 =b, —2b,—3b,: RIR 

2.2.8 е== 7, 

2.3.1 Pi 一 0 十 0 一 0 一 人。 

2.3.2 行商 量 基线 性 无 关 的 。 

2.3.4 Же, o, Hu) teo tvs) telo +o = 0 , HJ 
(c, +-c.)o + (c do;)o, +(e,+cs)o,= 0 , Hv tz, vs 线性 元 
关 得 cj te= 0, ，cl 十 ca 一 0 ,cs 十 cs 二 0。 由 此 得 c1 =c, 一 cs == 
 。 因 而 ww ，w: ，Ws* 是 线 手 无关 的 。 

2.3.5 анана, 1 ] 的 倍数 的 全 体 ， 行 空间 也 是 直 
R., WAAL, 2). 

2.3.6 第 二 列 ， BEIER HER, RATT (Ж 
2 列 ) 一 (第 3 列 )》， 第 一 、 第 二 两 行 是 行 空间 的 基底 。 

пат [EL PiL 160], 本人 
E. РЕА Э ЈАРЕ, 

0 


1 1 
2.3.8 n= 1 ] "=| 0 Jaz- 1 |. 
o 1 1 


2.3.9 Wo=(1, 0, 0, 07,6, о,=(0, 0, о, i} 
МАК Ар. RWE, 2, 3, WER, Wo, ve, 
v3， v4 中 的 任何 一 个 都 不 属于 W。 

2.3.10 FÆ, х=ўу=т=0, 一 维 , x=(1, 0, оу 
—У, z=0; Z, x=(1, 0, 0), У=(0, 1, 0), z 
=(— 1, — 1, 0), АЕМ, ВРЕВА БВА 
空间 。 

2.3.12 《 动 刘 果 这 上 个 线性 无 闫 向 量 不 枸 成 一 个 基底 ЖОЛА 
我 们 将 可 以 给 它 增加 线 姓 无 关 向 量 ， 使 得 线性 元 关 向 量 的 个 数 超过 
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5.3.13 ко 

2.3,14 Шо, va, aw, wa, Wir АРУ PW ПЛЕД, 
32 2 IB Pt p EN ЕШ S. MA A її 它们 的 某 个 组 合 为 零 ， 
Eau T Би 0, Зоо; Хан, 这 是 同属 主 两 个 子 空间 
її, 

2.4.1 不成立， 它们 的 维 狐 机 年。 

2.4.2 ЖЕЗДЕ д (С АУЕ МӘК. (us АПКЕ к. 
300—2, 1)1Е®% р, nE, 0, о, 0)', (0, 
—4, 1, 0)”, (0, о, 0 ， суа. 

2.4.3 25e, 97 ТР А), s —. =н ERLA”) 
BURETE. MECI, ту ZM, (— 1, 0, 1), 
(2, —1, 1, уллу HE, 

9.4.4 PRASA ARRA p 2y ARAE, Gee Br A 
BUY yta. L, 0,0, e)" 生成 ， Ус 3551 
由 (0 ，0，0，177 生 成 。 

2,4,5 АВ=0, КВ aS IERI ЭБА И А ЕЙ {105% 
KWAA, ЕПТ ОЕ, Ripa БШ УШЫ АКИШ — 4719202620 
Ж, HAEST, MAOR GEGA au EENE. 

2.4.6 ZERRIN ЕЙ b m, ЦЬ A А3 
ТОЗ Кт Ах= b т, 


f a 
AT d=be/a; a=] (1 bfal 


„4.5 aef a Jee =i f ја 12), 


AB-: (otw) ==] + 57 1 2) 


га 


е 


>] 
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一 4 一 4 一 3 
-[-s-s- 时 
0 0 0 
2.4.10 У =е šj, НЕМ, 二 tgx 取 任何 
W. HAH I. 
2.4.11 如 果 对 4 存在 性 成 立 ， 则 上 = m, ATH m y) ARTE 
ER, 媚 果 唯一 性 对 4 成 立 , 则 r 一 4, AT 的 列 就 应 生成 及 "的 所 有 问 最 。 
2.4.12 АЙ ДЖ ЛЕЛИ. ТАПТЫ ЕЕЕ RE E НОЙ РЕ 
I— H 
ТЕ |. 
U 
2.5.1 |х | ?=21, B y 1518, x"y= 0, 
2.5.2 (1, 0), (1, DAEX, 但 不 正 交 ; (0, 0), 
«1, 1)ЕЖ, {Ң&Ж ЖЖ. 
2.5.3 ЗП (х„/х,)(у,/ууу=— 1 ‚  х»уз=— ху, В 
хау. Lx,y, = 0, 
2.5.4 WME ie j, WBB РЕБ i 153 j #|Ж ЕЛЖ 为 
=, 
2.5.5 VTvs=0, vrps=0, 
2.5.6  u+ot+tw=0, u—u=0, 得 知 (1，1， 
一 27 的 任何 倍数 邦 正 诡 于 题 给 的 两 个 向 量 。 正 交 单位 向 量 组 是 
tl1，1，13v3 (1 一 1，0)v2 (1, 1, —2Y 
6. 
2.5.7 w,=(0, 0, 0, 1); os=(0, 0, 5, — 4). 
2.5.8 УПИН ЕЙ А У ЛЕЛЕ ТЕНЕ. 
2.5.9 u+ odj2w=0, 十 20 十 3w 一 0 ， 得 所 求 站 交 补 
为 由 (1 ，1 ， 一 1) 生成 的 直线 。 
2.5.10 x 十 一 ?二 0 就 是 所 要 的 方程 组 。 
2.5.11 了 到 ?为 的 左 零 空 间 的 补 。 
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2.5.12 向 量 (2，2， 一 1 是 化 零 空 间 的 一 个 基底 ; (3, 3, 
3)=(1, 1, 4)+(2, 2, —I1)=x,+x,. 

2,5,13 HHAH x ТГУ awii AE, А 
жк зу үү, ВАТЕ ЛЕСУ ТАШУУ НЛ, 

2.5.15 从 2 到 3， 有 从 3 到 1， 从 4 到 工 和 有 从 2 到 5 的 压 噬 都 
为 5。 从 3 到 4 没有 压 降 ，Ps 二 Ps 二 5。 从 1 到 跳 婚 了 19, 由 此 得 
P.,=10, А 
2.5.16 从 1 到 3 的 电流 是 了 二 3， 一 半 经 2 流 固 ， 一 半 经 4 
PLH, 2 到 4 无 电流 。 

2.6.1 YN 人 Ww 是 双 对 角 线 矩阵 空间 ， 宇 对 角 线 和 第 一 条 次 对 
ДЕШ ЖЕ ЫЕ, EBET. V 十 WW 是 第 一 条 次 对 角 线 以 
下 的 元 素 都 为 零 ， 维 数 为 13。V 的 维 数 为 19， 钱 的 维 数 也 为 10.。 

2.6.2 SH хар +w, Н x= +w о tw=n +w, 
0—0 二 Ww 一 W 。 最 后 这 一 向 量 同 时 属于 站 和 人 色 ， 因 而 它 ФУУ 
Ж. 

2.6.3 一 种 可 能 是 ， WHC, 0,0,.0)0mC0,0,1, 0YE 
成 。 连 问题 给 的 ， 这 四 个 向 量 是 线性 元 关 的 。 | 

2.6.4 PPB I, u, у У AWE: V | W $E 的 ， 
È Hio 一 2 ( =w— w, ) 生成 。 


0 1 o 0 
26.6 AF ‚ B= , 
0 0 1 Q 


2.6.7 念 和 一 [0 0, в 
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1 1. —— 
= a j° 1 4 0)= LU, 
о 1 0 0> 
W о ао | 
2.6.9 A= P LU = | 
; Ü i 0 | 
оо O 1 
1 0 0 0 1 2 
0 о 0 0 O 
4 0 1 0 о 0 
ооо 1 0 0 
| 本 
1 | _ 
一 с 2)= LU, 
0 
11 0 £ I 3 2 
2.6.10 | 2 1 | 0 3 i | 
—1 2 i 0 O 0 
-| Jo 332) 
0 
| Н J: 0 23211, 
2 
2.6.11 悉 是 1， 任何 一 个 一 阶 于 是 者 可 道 。 
2.6.12 АВНА ВЕ n m, {НАВТ x mh, 
2.6.15 діт, s, т, сз, W.P N Aü B r yi = 


ТН АБ 


її: 


Ш, AH BE{E Жр Ж akui, <, О, Wi, +, W 
BEERA + В IAE [Б], - [КИШ EU ДЕЙ ДПЕ ЖДУ r H 
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$. 

2.6.14 假定 ?在 型 (8 站 -Ar(4) 下 ， 这 样 对 某 个 x 和 4 一 
фт у =Вх, WA ABx= 0, MEXE A (AB) 中; 但 是 这 等 于 
A (B), Bi Bx= 0. ZANA СА) ЧИХ É 8 АУ = 
Bx= 0, 


о 0 
2.6.16 (i yatei | jesas=o. 这 样 就 
c d 
pe b 
її 一 个 二 维 化 零 == BJ. Gi) WAB =| ] WAB= 
с d 


2а 2b 

SIE 

зл (a) ат 2 xy< lal. 1b] =x+y (Фу 1 x+ 
yI Kt y хх 2x7y + yya + 21231 
ly уту У, MEARE Schwars КК дАхТучд lx iyd. 

3,1,2 Disp 一 [arp5jaro2ara 拒 它 如 在 方程 (5) 上 就 得 出 57b， 
宅 是 斜 边 的 平方 。 

3.1.3 =(a"b/a"a) a= 1,1,1); 另 一 个 射影 是 


(bTa/b!1b)-b, 

3.1.4 在 黄种 情形 下 它 是 等 式 ， 角 是 0 或 x ,余弦 是 1 或 一 1， 
并 县 误差 bp 为 替 ， 因 为 5b 与 它 的 射影 P 相同 。 

3.1.5 ӨЕ уи hf, 

3.1.6 WB i lal t lb, ®—2 10 БА = (aj — 10 °, 
从 而 不 能 是 负 的 。 

3.1.7 AT AUPE EM ECAT, mi А=А*, S Al 
ХНА, 


r ü 1 j í 1 0 
3.1.8 А == = АТ, Ши! =p” 
0 о 0 


а b 
| |. 这 是 一 个 二 锥 子 空间 《 值 域 ) 。 


“498° 


= 0 9 ? 
ав-| | 0 |на» . 


1 
3.1.9 令 4 的 行 数 多 于 列 数 ， maa- , | 
Jy (1 —1 -U 
3.1.10 到 这 些 顶 点 的 典型 的 射线 是 "一 (一 二 ， 一 于， 一 了 ) 
т» (1., 5,0—0), созд ою. lo l 一 一 二 
3.2.1 х=151, 
3.2.2 х=2. 


3.2.3 w=s=—— >= 3 


3.2.4 Et=(u—1)!+(9—3) + (u u—4)2, 
dE'/du=2(u—1)+2(u+v—4) , dEt/du=2(u— 3) 
-„2(и+ә—4), ü=1, u =3. 

2 i 1 


3.2.5 e= I 2 一 1 | 
1—1 2 
1 — 1 ‚ 
po=| 1 и рь -| | 
q ‚ 0 
° 1 ， 
3.2.6 (a)XXI—-P)1=1—P+TPti=1-—P. 《一 PP)7 一 [一 P7 
=}—P, 


(b)XPITP,)*=P TP P, +P P +P,* =P ,+ 
P, ,(P,+P,)'=P,T+P,T=P,+P,. 
3,2,7 (2P —I} =4P*—4P-+I=I1 
3.2.8 Р ==цитин" =иит=р WAuuT=l, uu 对称 ， 


3.2.9 p=| ° N "ESSE 
© Jo 1! y l | v y 


3.2.11 了 一 一 TD 一 

I—I1 1 | [ 2 

C 

1 0 о; 0 
3.2.12 [ D {= 

I 1 1 | — 3 

| Е 

1 2 аі = 5 

1-2 \ 一 和 

1 一 1 fc -s 
3.3.1 | = 

1 1 D 一 ! 

| 2 | 0 


с=2С, а= l0D,y=—241tR ЕШШ Н ЗЕ F pr ЕИ 


四 个 点 ; Е =o Bb=p, AA b gya н}, 


58, 


3.3.2 射影 分 别 是 29, 和 2gas; р =20: +203. 
3.3.3 此 射影 是 — 3; ЖП 2a, +2a,—a, =C O, 3, 0)E b £ 


到 整个 空间 上 的 射影 算 子 是 单位 算 子 。 

3.3.4 (Q,Q.)'(Q,Q,)=Q,TQO TQ IQ: =Q, "IQ, =l 

3.3.5 QT.Q=(I—uuT)(I—3un")=1I—duuf+ tuu” uu" =! 
ити l, 


3.3.6 ЖЕФ (1, -2, /vw 6 


3.3.7 [01 1=(x,q + +>,q.)”O: q: + "E q.) 
=x q "q T Tx. q oq 一 和 
3.3.8 ”外 是正 交 的 ， 


3.3.9 @ү=п,, qI. =G, —a y, q. =a, —a; , 


0 0 1 

1 J | 

0 0 1 L 1 I 
-| o 1 oo I ' ]-ов 

1 0 0 0 0 1 
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| | $ ..1 
f з 0 ， 5 5 [5 4 J 
3.3.10 | 4 5 上 4 , | ç 3 |. 


[ 
ту, ез 3 
3.3.11 Е 3 (=. i/v? | = _ 
` J з. 0 м2 
2 __ у 
-y 1⁄2 


АЖШОЖ mx n bj, RE пух», 


5 
3.3.12 0% 
a " А 0 ` | | | | 
3.3.13 ОЧАИ ИА, 9 Р =0(0"9)'0"=00". 


т т ; ia 
з.зла ETE CEE Узб „,, ty =0, 
0 9) ym P ноа =o 
1 i 
3.3.15 o | a= í j. =1, 
5 ol ТТ 


[е | *= |е (e*—1)⁄/2, 
[e as=a . | 2 
3.3.16 bi=[ysinz/[sin?2x, ДЯ У =соѕх, ФУ СТЕ 


К ЖЫР, 22. 
3.3.17 q I, = 1 , a= 0, Ь;==2/л, 


1 
3.3.18 хы ат BJ 1 Tu БЕН, [аах 2. 
- 2 
一 上 
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所 以 下 一 个 Legondre ERRI Ex, 


3.3.19 Жау =. 


3.41 ЖА=0, MFSA, m= 0 BAt= 0, 
1 
3.4.2 а=. (1 1 1)=LU. 


i 
l 


_ | _{+ 
X=A'b= -| | A x= =p. 
6 f М i 


1 


3.4.3 ASA, BN Ax= bi E R = AT. 


3.5.1 由 (53) 式 , х= (4bi--b,)/( 4 + 1)=- . 


3.5.2 Ж (ee wro 0， 或 4 二 es 一 0 chpiw 
— й й, a lubl|=J5. 


3.5.3 3 一 -二 -， 图 3.9 的 倒 换 ， 
3.5,4 Ез, 
жож 


4.2.1 detsA:=2"detA; det— A=(—1)"detA; 
detA>=(detA)2, 
4.2.2 EMCS JEC ASHAJ 
4.2.3 detA=20, detA== 5 
4.2.4 detA”=detA, det(—A)=(—1)’detA, БЕП detA 
一 一 de a 


"437+. 


42.5 (ауо (b)16 (с)16 (da) (е)16 


3.2.7 detOTdetQ= 1, 804610): = 1, УУ, 
4.3.1! 2, 1, 4, ЗЯ, НЯ, AMA = 1。 
4.3.4 141 =—3, Ау = 2, 1А: = 1, lal =(—1)° 
(1—8), 
20 一 10 一 13 
4.3.5 [А | = 20, zi 0 5 0 ] A 1=B/20, 
0 0 4 
i—i 0 
4.4.1 an= ° 1-1) 
0 0 1 
` 4.4.2 x=3, у=—1!, z=—2, 
4.4.3 J =r*cosó C ó = 0 Ж). 
4.4.4 ZJE A BC 与 ABC 的 面积 相等 ， 怡 是 被 移 到 了 原 
点 。 


4.4.5 ”所 有 的 楼 都 是 原 米 的 3 8, 
4.4.6 EZRA —5—, L; 椒 必 进行 交换 , 4 是 奇异 的 。 
4.4.7 Jan = 2 讨论 起 ， 摸 列 是 奇 ， 奇 ， 偶 ， 偶 ， 奇 ， 奇 等 
S n + 1 的 情况 六 网 填 zw 的 ， 只 是 增加 4 次 交换 ， Enti 从 在 
HE SAH. 因而 当 5 为 偶数 时 ， ABETE, и Ha Ph, ig 
侦 性 变 得 眼 & 时 相反 ，。 


4.4.8 fE 
4.4.9 ”线性 可 关 ， 因 为 它们 的 行 询 式 为 零 。 
第 五 章 


5.1.1 4 一 2，1 一 3， 迹 =5， 行 列 式 一 6 ， 


1 
5.1.2 “| СЕ ‚|. 
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= 6 Í e?! --6 | e” 
一 1 一 2 


5.1.3 4 一 一 5，4 二 一 4; 特征 值 均 减 ?， 特 征 辣 车 不 变 。 
1 

5.1.4 а 3 | 
1 


2 
或 c1 =, с,= 0, ©з су, 
1 1 1 
0 0 


бз, ДЕГ 


5.1.7 ЖАХ=Ах, Ш(А—11)}л<=(А—1Т)х; Ж Ах=/х, Ш|х 
=A RATSA 1x , 

5.1.8 WI Aa = 0. 

5.1.11 det(A—4D=4det(A7—AD. 


? 1 
5.1.12 À,=5, | 1 | „= :| 


5.1.13 d= 2, А.= 0, zz 一 一 了 。 
5.2.1 БИЕ Æ, х,, Ху S''!'AS=diag(0,1.,3). 


[2° °] 
5,2,2 A= , 
—3 0 


1 
5.2.3 4=0, 0, 3; 5 的 第 三 个 列 向 | 1 Јав, 
1 


共 余 的 列 和 它 正 交 ， 
“аза. 


5.2.4 STAT(ST’ TS A7, MAGST OTE MEAT 的 特征 问 Pk 
ЖОЙ. 
5.2.5 AB=SA S ISA S SSA IA IS l=SA, AS 
а 8 
=5,1;5°%54\,5`%=ВА, Ehf B= . 
8 (е4 
1—1 y 
° мс Kh. 1 
5,2,6 Ё<45 ¿= s| 1 1 o] 
0 0w 2 


1 1 2. 
5.2.7 [. i] ramun. 
` 


3 3 一 
9.3.1 n=l | C, = 3 As 


i j, — 21, 
с. 一 — 3 tå, r F,=c 4 eA, F/P i 
АА; 
5.3.9 Gr: + + G;+1 
` Gis: ! 0 G, J 
¿i= 1, а=. 


| 
—Y 
= 一 
| 
PI pp 
w—NH I 
— pn 
一 
+ 
Ганч 
| 
中 
м 
m 
)a—=— 
= 
aH ap 
{ 
Ше ч 
v... d 
mm 
е. t= 
* 


3000 18000 1 6009 3090 
5,3,3 | 3000 | | 1500 j | 9909 ] | 3002 | 
3099 1009 500 2000 
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15000 6000 3090 
| 1500 ] | 9000 || 3000 | 
1000 500 Зор ` 
z2 0 + RE Fi $ 
5,3,4 A=] U + + [ея =) 3 | 
k è 0 “芝加哥 
5.3.5 ТЕРДА, РГЕ Г. da= l s == 


w, = 0 


3 3 о. 4 
| 
5.3,6 л] ЕРЫ > 
! + 
о % ° а". 


5.3.7 дА ` | 
I 0 абыс] 


ТЕШ {ШЕЛ Е, Hasi, ИТЕ, 


5.3.8 H ja] 2-а, сона 


5.3.9 ЖАЛ), WU Ege h ДЕРЕ h SAL 
ЛН ТИЧЕ, 


0 0 і 
5.3.10 和 | о о 0 |. 
Ü 0 0 
1 i 2 
део ааа а 0 l ı ] 
D J | Р 
элее рЫ 
| 1—1 g7? 一 点 
_ 1 [ ° Te e` ` 


` 441 + 


[ 
кч] 


5.4.2 FFERNA = 1 ЛА 


1 . 
| | |. и) суху kene 2, 


3 0+2 Š 2 | 
TE реа. 


5,4.4 Apa hdu/di= Av изво 二 21'S lu, 
5,4,5 ее: (Se' 571) (Seis !)=Se eS 1 一 SB naqa 


=g tt" 4 
d даара ЎА dy, 4... 
5.4.6 —⁄ (хау Ет?) 1: y Fx, Т) + 
т 

=( dx s (dy 

( dt ) yx ( dt /* 
5.4.7 АЖЕН, МАЕ ЕЕ, 
5.4.8 АЖА = 2А, == 1 当 =o, В, 


A ŁA A= 1] ，4; 二 一 85， 所 以 当 t = 0 不 是 直接 训 减 的 。 
5.4.9 这 个 系统 是 不 稳定 的 。 


1 1 
se [sesi ede 


I _ l | 
5,4,11 ш=-1- cos t +—1 cost, 
2 | 2 — | 


5.4.12 pie’ 人 一 一 DFe ‘х Ae IRCA PERDIO, 


1 1 aint Ü 
5.4,14 ü= _ __ 
1 一 1 0 siny 3t/v” 3 


-二 | наут 
sint—sinv 3/73, 

5.5.1 整个 练习 在 单位 回 的 外 部 ， . 

5.5.2 它 是 实 的 ， ЛЕА БЕ: 它 也 在 单位 加 上 :, Ç ТЕ 
半径 为 2 的 加 上 或 其 内 部 。 

5.5.4 |x] =6= yl], х#у=—12, 

5.5.5 


5.5.6 Е ДЕЕ i 2 |р, Ах = 0 如 时 


0 1 1 


i 
Е | esse, 这 个 向 量 与 A" 的 列 向 量 (4 的 行 向 量 ) 不 
1 


正 奖 ,但 与 4 的 列 向 量 正 交 ， 


积 x17%s 为 零 ， 因 为 特征 向 量 是 正 交 的 。《 性 质 3 ) 
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t 


L3 ГО: мВ 
| 
6,5,9 '1 73 0 2⁄6 
1/7 3 lI/ 2 I/v 6 
1 L | 
| у # j| 
А= Оо 0 0 0 
(7279 57 
2 . 2 
А а 
6 6 6 
| 2 4 2 
+3|— -o etn 
G 6 6 
i 21 __ 2 _ _ 1 М 
| 6 6 6 
5.5.10 THIRA ИЕЫ ЛЛ, 
12 1 fh — TRIE, NINE Sk НЕЙ], , 
N | í 
0 | f 4 
5.5.13 K= l х =] errs CHIEDE 
一 上 ô J | 5 j 
ЖИЗ, ЯШКА Хх ДЫГЫ, ERA., RIER), 
5.Б.14 K =(Z—ZEY/Z=: КҮ WZ=A+K, 
Сафі atz [ 3 + i . i` i 
| f _ |- Г | 
9 | | 2 = 5 O 
5.0.15 УАУ) YIUIUY =V"IV =], 
5.5.26 FIRAR EURER, МОЙ Arei EI JA ЖЕ А 
FM| = 我 EITE Тү 1х! TRUS: i); 
e, Ü , 
П =}. ‚ MIES OHIO, 
Ó ае 
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5.5.17 最 后 一 列 是 (1 ,一 2, 1 JE ， 可 乘 以 任何 《 复 或 实 
的 ) 模 1 的 数 。 


0 1 1 
5.5,18 A= 5 = 
2il 1-01], 


к‹ ж-а i t +e 一 
2 ”一 56 = ipe reti! ; 


当时 0 i F 
6.5.19 ARKATRA. 或 一 1; 有 八 种 可 能 性 ， 
5.6.1 C =(M YBM’ =(M' J MT AMM" , 
С =(MM! у. А, (MM') 

Уга REM M=], 

5.6.2 (3.1) 元 于 是 gcos0 十 hsin0, 当 tcos0 二 一 g/h 时 它 为 堆 . 

5.6.3 <М=А; WI M ' (AB)M=BA 相似 于 48。 如 果 它 们 
KHERA, WENA: W 也 相同 。 如 果 4B 和 BA 有 相同 的 
迹 ， 则 43 一 BA 的 迹 为 零 ， 共 而 不 能 等 于 工 。 

5.6.4 = 一 1 具有 单位 特征 向 量 (1 ,1)”/v 2, ЖЕТ 
U0 的 第 一 列 ， 而 第 二 列 (一 1, 1 )7Aw 2 аА ВЕ, Т = 


~i 一 了 
гаг | T 有 另外 的 可 能 ， 用 7 代替 一 7 或 者 
2 


0 
把 2 与 一 1 互 换 。 


Ü a * * * * 7 
5.6.6 pC -| о ж «+ | о о «a | 
0 Q * ü 0 * 
=». жо + 
| ооч ЕТ MAPA) 一 0。 
0 0 D 
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м? В ИЗ 
5.6.7 U=| ü Див ТЗ 
А 176 1⁄3 | 
Т А ар дах =(1, —1,0)7/ аа (1, 1, —2)7/ 6 
СТВО ЛГ ОЕ ТЕ ) 但 总 要 有 


е 1 2—1 ] 


5.6.8 (iTTESU AUUTAT (U D" =] Gi) T E = f 
的 又 是 西 的 ， 则 它 的 对 角 元 素 ( 转 征 信 ) 必定 是 模 1 的 ， 从 而 车 列 
坊 量 是 单位 向 量 ， 那 么 对 角 线 上 方 元 素 必定 为 零 。 


i i 
5,6,9 -| | 
i 1} 


5.6.11 车 N=UDAU-1, WNNE= (040-1) (04071) = 
U.AARUB8=U AEAU E= (U AUTOA (п AUT Y =N"N, 

5.6.12 Hm, = таз, m; =M =M з = ОЙ, ВМ =M]: 

5.6.13 M `T M= 0, 所 以 后 两 个 不 等 A ЖЕ BJ K #7. MI, 
=J: MEMRB IRE, РТЫ) ЛЕ ABB k S пру ВУ, 

5.6.14 JÆ 4 X4; J, 3 X 33 1 X 1#, T, 2 
x 2 302 x 2 ЖЕ, J. 2 X 2, хІІ х1; J, Jë UH À" 
1 X 1 块 = 0G 。Js 和 Js 各 有 两 个 特征 向 量 。 

第 六 章 

6.1.1 ac—bt= 2— 4=—2; f= 2 + 2у)%—у*, 

6.1.2 和 否 ， 否 ,大 《 非 定 ， 正 半 定 ， 非 定 ， 亚 定 ) . 


4 — 
6.1.4 КОЖ АНТ 形 af 


一 2 0 
С "Јев. 
ĝ —i 
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5 
K л), 
12 


6.2.1 Жж, Ёт, ІБ. х" Вх (иу) He, 

6.2.2 如果 a 一 一 В= — 2, detA= 1 + 2a*'8 — 0: — 2a`< 
0. 

6.2.3 ЯЖ АЖІЕФЧНА,, MERA > ИНЕ ЗК FA, 
TERA 2 РЕА ЗАГ, ETHAEE: MAHI. 

6,2,4 #ExTAx2>>20 , x7Bx>0 , Д хт(А+В) х> 0: Ж 


© 
1 1. -i 1. 
v2 ME ] мо М? 
= i м Ја a 
ZZ Ут) МТ = 
Z- 
— м2 2 —- 
MW =. І = И = И О? 
о УЗ 
v2 
— -L 
_ 12 2 
v3 мз! 
“2 2] 
з 


Rr'=Q(v 4 )”Q'*=R, 
R:=Qv ЛОТО ЛОТ = ОАО" = АСИ: AQ Q=), 
6,2,8 X%aAx 一 xatfe-ig)x， 若 堪 侧 实 部 为 正 ， 赠 xmex 之 
1 3 
实 部 亦 为 正 ， 因 此 ，cz2>0 。 另 一 方面 ， wwa’ Jare 
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竺 征 什 ， 但 4A? 十 4 不 是 正定 矩阵 . 

6.2.9 落 对 所 有 非 0 疝 量 x， 册 有 xzAx< 0, RAZO: 
年 阵 4 行列 式 之 符号 突 替 变 搞 【 并 非 tetar< 01 AE: A= 
МИТИ, MERHAR TER., 

6.2.10 ÀA,= 1, j= 4, ӘШНӘ (К 2 1, 0 } 和 《0， 


*—). 
6.2.11 4-| Sova], mayma, 
— 2 2 


6.2.12 一 个 0 НОУ БЕРТ ТН ЭН 2 X R OB l 
BUR yI 十 223 一 1 WARE BW AE RD = lAn 三 
个 0 特征 值 导致 等 式 0 =! ( BDE S freie ) 。 


2 一 1 一 1 
1 — 
6.3.1. у= р =——| 0 3 一 3 
>l м3 — ] 
о 0 0 


面 为 一 圆柱 ( 参阅 练习 6,2.12 )， 


4 
6.3.3 жс" ас=| 


2 
ЕЕ 


2-t 0 
0 特征 值 ， co-| ] 


1 
6.3.4 ”第 阵 有 克之 最 后 ~ 个 主 元 为 人 角 ， 亿 矩阵 有 克 十 2T 之 所 有 主 
WHE, 
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“= 三 中 а = 5 , m == 较 小 之 质量 可 
=з 位 置 ， тихая 129 8. 


6.3.6. Д, =54, h=, x = _ l х= Л 
і Ü 0 | 
6.3.7. a-f | в-| | |А—АҢ| = 一 
Ü — 1 i 0 
— 1, j= +i. 


6.4.1 P=xi—XiX; Xi—x Xs Xi ix ~ dXg: 
ӘР/дх,=?х,—х,— 4, ӘР/дХ =— x, + 2X, 一 Xs, 
аР/дха== —x, + x, 4. 
6.4.2 ӘР,/дх=х+у= 0, 3P,/3y= х +2y— 3 = 0, x= 
—3,y=3, P, 2 Ж J 8 Grn), НВ FA g E: 


8.4.3 最 小 化 如 导致 正规 方程 474x 一 4mD。 

6.4.4 Е(х)=а,,, А, =шіпЕ(х)<а,1; х=е 给 出 В(х) 
= Aai 

6.4.5 最 小 值 为 R(X) 二 1 ， 其 中 x 二 (1，1 )。 

6.4.6 因为 对 所 有 非 0 i х ETB, he xt (А+ 
DX 将 大 了 于 %"AX。 

6.4.7。 (AHB) x =) x, 


TA TB 
МА Ба 0001, 


6.4.8 RAES TE, 
6,4,9 л, =4,=1, W u W EPL АЕС). 
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4.10 当 消 去 两 行 和 两 列 时 ， Да. ЖАЙ Аз» 

.4.11 да =3.2<3<2 +43, 

.4.12 极限 子 空间 5; 蚌 由 前 i 个 特征 向 量 生 成 的 ， 
4.13“ 在 与 向 量 * 正 交 的 子 空间 S) 上 取 极 大 值 . 

4.14 хе (1, 0, =, D7, ЩА, SRC) =a bie 
5.1. b;=h( Wee Фи, FZ 681), JRA 


©з Ф Ф со с» m 
. + ç à ` 


Ay=b} Уау 1 


=Z xh) (х 8) +2528 —(x+h)—+ (x+ h)° 


29 


=h., 


= 


.5.2 P(y) —P(b)=—— y'y—y"b+——b"b 


=— !_ рар, 
5 |у 61°, 


在 测试 函数 上 最小 化 p(y) 的 疝 时 ， 我 们 也 最 小 化 Y PO- P), 
即 至 pb 之 距离 。 | 

6.5.3 A1=54/5>4 = 

6.5.4 БАЛЧ, 14; 为 所 有 二 维 子 空间 上 ;之 最 
小 值 ，.4 可 使 区 景 小 值 有 席 增 大 ， 国 为 相应 的 二 维 子 空间 应 34 {у 
于 试验 冰 数 空间 之 内 。 

FETE 

7.2.1 FER Q 2 IE ЛЕ, 则 IQ] =тлх | Q<! / [| x] 
一 一 1， 因 为 &8 对 每 一 个 保持 长 度 ，1&x1 = 1х1. жш ОШ 
EEX., HAAF, Welo) =1, 

7.2.2 关于 向 量 的 三 角 不 等 式 给 出 | Ax+B || i Axl + 
站 3x 1 ， 且 当 我 们 将 每 项 均 除 以 ‖x 站 并 使 其 最 大 化 时 ， 我 们 将 得 
到 竹 阵 范 数 的 三 角形 不 等 式 。 
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4.2.3 ВЕЖЕ ШИРУ, 我们 有 | 4ABx |< А] 
П вх, а вх [в lx]. Rail, ЭБ 
化 ， 我 们 得 到 不 等 式 АВ С [А Па. ЭНЕ, BE 如 
J, [АЗ <i Bp: ILA I., #Ж ар АН 98. 得 
с(АВ)<с(А)с(Б). 


7,2,4 ПА 1 =1, [| А] тз заа = _ J 


w= =] |. 


7.2.5 根据 范 数 定义 ， 我 们 有 | АП =тах l Ах ixl 
若 将 所 研究 的 特征 应 量 选 作 x， 则 АЖ = д [хх 县 比值 等 于 

M. 

1 100 
100 10001 
hmax 一 5001 二 《5005 一 上 六“。 范 数 等 于 此 量 之 平方 根 ， 且 与 . 
Watak 305, 

7.2.7 和 矩阵 4"4 和 447" 具 有 相同 的 特征 值 《 甚至 在 矩 阵 4 为 
吉 化 矩阵 的 极端 情 说 亦 是 如 此 )， 最 大 特征 值 等 式 给 出 1 41 
=la. 

1.2.8 ВЗА = МТ, АС! = WW), hA l= 

IW 2, Jais asw CHEE, # 
ЖЕРАРА Е). РИЙ, сСА) = (0(0)°), 


0.01 1] fi 01fo.ol 1 | 
1.2.9. Ë „1, | а] (а) # ЖР 


1, Wce(L)#le(U)3KE 10*, 


1.2.6. а] | At—100022+ 1 =0, 


7.2.10 #x=|_ :| жа |, [ Ах e/ixla 


4 451 ° 


25 24 25 3 172 
u =< == | 
49] 2 24] 4 171 
一 - T 
7.3.3, Hx= x—(x— у) = У) x 


— уух у) =x—(x—y)= №, 


ШЕН 55 Ну=х, EAR, УЗ, REFRA) = 
二 Hy 并 利用 关系 式 H*=1, 


8 {3—4 
T.3.4. A=5, 0 = , u= 1 | 
3 5 一 4 3 


1 Ú Ü ' 
0 一 卫生 | 
7,3,5. US 5 5 ag“, 
aal 
0 s f 


p 175° 
-5 2 Д 

ШС! АО = 25 2 
| 
| 
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sin cos 


Q 
7.3.7, | соз? sinf |-or-f cosĝ—sinĝ х 


| cosðsinð | 
0 一 sin2g 小 
cos0(1+.sin20) —sin30 
ao-| —sin8° —sin°8cos0 | 
7.3.8 ЖЕ АЗЕЛЯ, KOSA, R=1, 又 重新 得 RO 一 4。 
7.3.9 WQ Q rz. (Rr. R AERA" Z QR yy W, ч 
天 一 I 时 ， 这 在 任 条 情况 下 都 是 正确 的 。 根 据 给 图 得 Ar 一 RxOr， 
Е = А, ,,Ок=0 т Q AQ. QrQ, AWR Д (Ек- Ro) 并 
利用 我 们 所 做 之 假设 ,得 Rx…R, 一 QE…Q35A*+!1。 将 矩阵 Q BES 
式 左 再 ， 便 得 矩阵 44+ 1! 欲求 之 结果 。 


б + 0 
1.4.1 oo k 0 + ] 
0 + 0 
в= 0, +—= 
2 


1 $ 0 
+100 0 + + |. 
9 $ + 

特征 值 " о, 了 O = 4—2 2, À. = 3 — 2 2 0.2, 
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7.4.2 矩阵 7 在 与 主 对 角 线 相 陛 邻 的 对 角 线 上 之 数 为 二 ， 其 余 


各 处 均 为 0 Jx, = (sin2zh, sin3zh-+sinmzh, те )==( coszh ) 
XI. 


7.4.3 Jxy=—i—(sinzkzh, sin3kzh-=sinkzh, 55) 


= ( coskrh),, 
7.4.4 图 心 汶 goi 之 圆 ， 如 果 其 半径 rm 小 于 lanl 的 话 ， 是 不 会 
到 达 0 的 ， 因 此 ，0 不 是 特征 值 卫 对 角 占 优 矩 阵 不 可 能 是 退化 的 。 


1 1 
0 y 


3 
1.4.5. J=— o 0 1), 
f. 4 | 
2 2 
5 в 9 


Ма, =, т = nmi О О 点 ， 故 记 
Alii. 

第 八 章 

本 书 第 八 章 主要 是 根据 俄 译本 转译 的 。 原 作者 为 俄 译 者 提供 了 
该 章 原 文 之 补充 修改 稿 ， 本 稿 中 之 问题 ， 这 里 没有 给 出 答案 一 一 译 
ЖЕ. 

8.1.1 AFO, 6). (2, 2), (6, QSHA: 8.4, 

8.1.2 x+yÉ (2, DRD, WASTA: 3x 十 y 在 点 (0, 6) 
最 小 ， 在 这 点 价值 等 于 6 ， 当 %# 一 0, y>, x—yZ R JV (Ë Н 

8.1.3 约束 条 件 给 出 了 (2x 十 的 7 二 2 一 3x5 二 88 一 10, Ер 
31у=—1, MHA tE AH. 

8.1.4 取 x 与 ?相等 ， 且 足够 大 。 

8.1.5 ЖАЙА Хх >0, y20, x+ y=<0 H # A W K 
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(0,0), 

8.1.6 容许 集 为 平面 x 十 ?十 z= ! 中 之 一 等 边 三 角形 ， 其 
Täl, y, z)=(1, 0,0},(0, 1, 0), (0, 0, 
1): RE- fB H B K 3. 

8.2,3 * 一 [1，1]， 故 角 为 最 优 者 。 

8.2.4 一 [3， 一 11， 故 矩阵 下 之 第 2 列 进 基 ; jk PJ 2 u 


0 — 2 
-| | вава | я, 所 以 ， 加 具有 无 限 长 度 ， Ё 
一 1 


小 价值 等 于 一 co 。 

8.2.5 ENP r =[—5, 3]; 在 点 9, Ж” 一 [5/3, 一 1/3) 
在 角 点 只 有 之 0 。 

8.2.6 (а)х= 0, w=6B Ж3Е 000, WEN ВАХТ 
иж 18, Нух 0 补充 n 个 0 pR. (b) 辅助 问题 是 在 条 性 
s0, x,ZZ 0, м0, хах Бу = 3 之 下 最 小 化 w;。 第 一 
ЕНЕ х, =х,= 0, w = 3; 其 最 优 疝 量 为 2 一 3 x+" = 
wi" 二 0 。 最 优 角 点 在 x = 3, х= 0, SOD Жо EA 
RH 1 的 一 条 直线 . 

8.2.7 终止 准则 为 和 0 ， 车 该 准则 不 满足 ， 且 第 1 个 分 基 
WRAK, MIERE F 的 相应 列 进 基 ; 规则 8C 对 于 离 基 向 量 是 同样 的 ， 

8.3.1 #E3FËEy,2 0 , y,Z2 0, 2y +y, 1, 3y,< 1 F, 


1 
极 大 化 493: + 11у»: х,*=2, хз? = 3 „Узб, y," =, 


3 
价值 = 5. 
8.3.2 Ets 2 0, x> 1, Ж IDAE 3%; y ° =0, 
y,*=3, х= 1, 8 5 ` 
8.3.3 ФАН, RIER ye 2 РАК 化 ?7 FJ 
量 y 一 c 和 x 二 6 为 容许 向 量 并 给 出 相同 的 值 cb， 故 根据 8F， 它 们 应 该 
是 最 怖 的 。 如 果 b <0, ШЕ {КЖ E ACO, ba, ps)7 和 ?一 (0,ca， 


өө ,с„)Т. 
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8.3.4 А=(—1),6=(1), c= 0 为 不 容许 的 ， 在 对 侦 向 题 中 ， 
RUER y> 0M -1y 所 0 之 下 极 天 化 y， 此 问题 是 苞 界 的 。 

8.3.5 b =(0, í), c=[(—1 0), 

8.3.6 АХ, ДЁЖАх>Ь, xZ20; Жу= 0, MÚ yA 
=оНу0,„ ВЖ, ПИРА. 

8.3.7 内 为 cx 一 3 =y"b, ЖЕР, хуу. 

8.3.8 Ax=(1 i 3 117Z2b=( I 1 11)", РБЕ Л E 
有 严格 不 等 式 ， 因 而 > 的 第 二 分 量 应 当 为 0 。 同 理 , yA=(11 
1 1Jse= 1 1 1 3), РЖ х, 一 0。 

8.3,9 x*=(1l=y*,(y")b=1=cx",;Ax* b y" Ас Z 38 
二 不 等 式 是 严格 不 等 式 , 因 此 ，y* 和 x* 中 之 第 二 分 贡 为 0 

8.3.10 AX=b F 3kyAx=yb, 这 与 不 等 式 y 之 0 是 否 成 立 无 美 ， 
УАФсЯ ЕЖ УАх<ох, ж ухо, 2 К. 我们 得 
ур ох, 

8.3.13 FREER f Ж x=? 之 间 的 一 个 贺 
锥 。 在 第 一 种 情况 下 , x 二 (1,2)”; py 一 《1,1)7 满 足 所 选 之 可 能 性 ， 

8.3.14 Ш# 


之 列 。 
2 
8.3,15 sy=| ; WHA y= 0, утра 0, 
_ 1 


1 


8,3,16 Е | MAYS 0, y"b< 0. 


— 1 
8.3.17 Ату 0 使 y AZ 0, ЩЩ {Чу Ах;>#0; 另 一 方面 ， 
Ах>р{#уТ Ах=у"р< 0, 
HRA 
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0 2 0 0 
A.l ЕЕ 0 0 6 ° ] 
0 0 0 0 12 
А.2 LAICA)"==I 但 是 CA)"(A) 的 (1,1) 元 素 为 零 . 2 的 第 一 
个 分 量 被 左 移 位 零 化 ， 就 像 微分 中 的 常数 一 样 。 
A.3 1860, До, ЛУ, 而 bs уо. Н, 


i: 0 0 0 
0 | 0 
(A)= ` | O о (CA:= 了 因为 转 置 的 转 置 为 
0 0 0 1 
КАЙ. 
бо 0 0 O 
| | o í 0 1 
A.4 (А)=! 
° 0 0 0 
io 2 0 р" 


A.5 任何 解 都 巧 tn 一 站 次 多 项 式 ， 所 以 5, 二 P" 其 基 为 1， 


t, e tt 


А.б А= ， В = 
Ü — ü 0 — 1 
шю, "E raana. 


A.7 af S ALETE TR 


+ 457 ° 


HRB 


ан? 
ағ 


-= Вх Бх) ех, 


Au, [et {trAx + xg) =e" {8tx, зх txr). 
1 1 2t 

Вв." ef 0 1 0 W 2 
ú Ü Ü 


名 词 英 汉 对 照 表 


Adjugate matrix, 
Algebraic multiplicity, 
Almost periodic, 


Alternating direction, ` 


Alternative, 
Angie, 

Area, 

Arithmetie mean, 
Associative law, 
Attainable, 
Average error, 
Axes of ellipse, 


Back-substitution 
Band matrix, 
Bandwidth, 

Basic solution, 
Easic variables, 
Basis, 

Block multiplication, 
Block power method, 
Eoolear Algebra, 


Buniakowsky, 


California, 


Cauchy, 


FEE PE B EE 
代数 重 狐 
概 周 期 的 

交 圭 方向 
交错 的 


PHÚ E 5 А. 
带 状 矩阵 

带宽 

基本 解 

基本 变量 
ЗЕ 
дін 
Susa 
АТ 
Е 35 


ШЖ Wi ë s 
柯 西 
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Cauchy- Hamilton, 

Change of basis, 

hange of variables, 

Chàracteristic equation, 

Characteristic polynomial, 

Chess, 

Cholesky, 

Coclricient matrix, 

Cofactors, 

Column space, 

Combination of columns, 
linear, 

Commuting matrices. 

counter example, 
symmetric, 

Completientary slackness, 

Complete pivoting, 

Completing squire, 

Complex numbers, 

Compiex vectors, 

Compound interest, 

Condition. 

Cont, 

Congruence translormation, 

Сопјсваге, 

Con ugate cradients, 

Conjugate transpose, 

Comnsetvative, 

Consituint, 

Consumption mattix, 

Convergence factor, 


Coordinate vecters, 
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BT uU — КД 
ЗЕ W ba 
TREH 
特征 方 得 
HIE ЫЫ 
m tt 
FEW W 5k 
Е 
# f 
列 空 间 
列 的 组 合 
线性 组 合 
zE PR AIRE 
EM 
对 称 
Fih Et aR VE 
完全 旋转 
完全 平方 
复数 

复 向 最 
复刊 
条 性 

tt: 

合同 变换 
Жш 
Заре 
ЕЕЕ E 
保守 

约束 

HI BR P PA: 
ire- 
85 Ph EJ T 


Corner, 
Correlation, 
Соѕіпе, 

Cost function, 
Coupling term, 
Covariance, 
Cramer's ruis, 
Crout, 


Cycling, 


Dantzig, 
Defective matrix, 
Degeneracy 
L;cpendence, 
Determinant. 

formul-s ToT, 

properties of, 
Diagonal matrix, 
Diagonalizatien, 
Diaponally domirant, 
Diet problem, 
Differences equation, 
Ditfterehntial equation, 
Diffusion, 
Dimerston, 

of fundamental spaces, 
Direct sum, 
Distaace, 
Distinet cigenvalues, 
Distributive law, 
Dual problem, 


Duality theory, 


в 

相关 性 
A 
trir ES Sk 
mAN 

bk y gz 
ЗАК VN 
BJ ЕУ, 
证 环 


Ии 

= ш 
退化 

粗 美 
行列 式 
FIRRA 
{EMi 

ЯЛ ШЕ 
wR E 
AY 5 I 
饮食 问题 
差分 方程 
铀 分 方程 
yi 

维 数 

基本 空间 的 维 数 
ий 

距离 
相 异 特征 值 
й 

x Я 
xL ЖИЕ 
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Echelon form, 
Economics, 
Edge, 
Ejgenspace, 
Eigenvalues, 
distinct, 
repeated, 
Eigenvector, 
generalized, 
Elementary matrices, 
Elementary operation, 
Elimination 
Gauss-Jordan, 
Gaussin, 
Ellipsoid, 
Epidemic, 
Normal equatlows, 
Eguilibrium. 
Error, 
Even permutation, 
Exchange, 
Existence, 
Expansion in cofactors, 
Exponential. 


Factor analysis, 
Factorization 
LDU, 
LU, 
L U, 
QR, 
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阶梯 形 

经 济 的 

E, Л 

特征 空间 

Ра d 
神 异 特 证 人 
ию 

FF IE h 

P ORF SI Et 
Ык у: Ден 
ЭЛЕЙ, пели 
消 元 法 

高 斯 一 车 当 消 元 法 
高 斯 消 元 法 
ЕЗ 

ii 

正规 方程 

平生 的 


RX 


RHF 
交换 
FE 
余子 式 展开 
指数 


HTA 
因子 分 解 
10 
LU 分 解 
L U 分解 
QR 分 解 


0.503”, 
Feasible set, 
Fibonacci, 

Finite differences, 
Filippov, 

Finite elements, 

Fix, 

Floating point, 
Forsythe, 

Forward substitution, 
Fourier serica, 
Fredholm, 

Free variables, 
Frequency, 

Function врасе, 
Fundamental subspaces, 


Fundamental theorem, 


Gale, 

Galois, 

Game theory, 

Gauss, 
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